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摘 要

本文根据统一的共同模式导出了散度
、

旋度和梯度的微分表达式
。

所有这些量都是单位容积

中某一微分量的极限值
,

在利用了单位矢量在度规系数加权下的某些微分共系式后
,

我们立刻就

能导出矢量分析中这三种量的全部表达式
.

.

护、

.卜

本文根据下述定义
,

导出在某一正交坐标 系中散度
、

旋度和梯度的微分表达式
。

所有这

些定义
,

都是建立在一个共同的模式上的
,

在讨论这些定义之前
,

我们将探讨微分长度
、

微

分面积和微分容积的概念
。

同时
,

我们将首先导出单位矢量在有关度规系数加权下的某些导

数关 系式
.

在任一正交坐标系中
,

空间某一微段曲线的微分长度可以写成下式

d l== h , d x , x :
+ h

Z
d x : x : + h

o
d凡 x 3

( i )

其中
, x l , 二 2 ,

二。 为坐标系的坐标变量
,

而 h; ,

h
: ,

h
。

为 有关度规系数
.

xl
,
丸

, x :
为 任一

正交坐标系中相互垂交的单位矢量
,

而且这些单位矢量按 x , x x Z
二 x 。这样的次序 组 成 右 手

坐标系
。

微分面积给出如下式
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而微分容积则可表达如下
:

d 口== h i h
:
h3 d 戈 : d 戈: d 戈:

从式 ( 1 )
,

我们求得
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于是

钱伟长推荐
。
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下表列出三种常用坐标系的坐标变量和它们的度规系数

坐 标 系 x 、 x Z 劣 :
人
、

h
:

h
3

卡氏坐标 x 夕 2 1 1 1

圆柱坐标 p 价
: 1 p l

球 坐 标 r o 功 l r r sin e

不难证明
,

( 5 )式在这些坐标系中是适用的
.

当然
,

它们对任何正交坐标系 都 是 适 用

的
。

一
、

某一矢量函数的散度

某一矢量函数的散度
,

用 V
·

厂 表示的
,

其定义为

乙 尸
.

△万
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1)一犷一△
V
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F = lirn
△F净 0

其中 么A-
‘

表示微分容积△犷的某一典型微分表面积
,

而

△才
‘

的方向指向容积外 部
.

设 △犷为 正 交坐标系中六

个坐标面为界的微分容积 (如 图 1 )
,

则 (1
.

1 ) 式分子

中的项值可以写成
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图 1 某一正交坐标系中的微分容积
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其中 口= 八; h: 八
3 .

二
、

某一矢量函数的旋度

某一矢量函数的旋度
,

用 v x F 表示
,

其定义为
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其中 △才
‘和 △犷的含义和 (1

.

1) 式中用在散度上的相同
.

让我们采用图 1

于是 (2
.

1) 式中的六项分子式可 以写成
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这里我们使用了符号
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还有其它各项也类似
。

于是
,

我们得

表示 的 △厂形式
.
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根据 ( 5 ) 式
,

上式中有关单位矢量在度规系数加权下的导数项正负相消
.

于是
,

我们得
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:
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三
、

标量函数的梯度

某一标量函数的梯度
,

用 V f表示
,

其定义为

习了△才
‘
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用上述相同的模形
,

我们得到
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上式可 以如下分解
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同样

根据

,
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.

幻式中还有相类似的两项
.

于是 (3
.
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( 5 ) 式
,

上式中有关单位矢量在度规系数加权下的导数项正负相消
。

于是得
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四
、

V x F和 V f 的分量的另一定义

设我们选用厚度 么t为均匀的一块片状容积作为△犷
,

片的表

面法线指 向 s ,

如图 2
.
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,
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,
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零
,

在片的侧边上
,

图 2 V X F和V f的分量的

另一定义的模式
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.
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.

4) 式或 (2
.

5) 式是一致的
.

.

V f 的分量也可以依相同的办法讨论
.
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,
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.

在两个片表面上
·
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这和 ( 3
.

4 ) 式相符
.

相同地取 x 。

或 x :
为 s ,

我们可 以求任一正交坐标系的其它两个 分 量
。

所以
,

我们可 以把 (4
.

5) 式看作为 V f 的某一典型分量的另一定义
.

这个定义给出了 V f 的

方向导数
,

即

_
,
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这里
,

我们把 t 认作为 : 方向的弧长
.

在 (4
.

6) 式中它只是 戈 : 那样 的一个变量
.
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