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摘 要

为了把点函数理论
、

区间函数理论和方法推广到任意区域
.

作者建立了区域的收缩和 区域的

保核收缩
,

区域的扩张和区域的保核扩张等新理论
.

从这些概念出发
,

给出了区域函数的新定义
,

并将区域函数的核 (即不动点) 与此区域函数的定义区域的稳定中心联系起来
,

从而建立 了 区域

理论
,

和区域与区域算法
.

在应用中
,

为了求区域的稳定中心
,

作者采用了由 H ar tf iel
‘” 和其它作者建立的矩阵侧度理

论 ; 并讨论了与区域相伴的线性代数方程组系数矩阵的测度理论
.

一
、

引 言

过去长时间讨论的函数都是点函数
。

在 1 9 2 3 年
,

J
.

C
.

Bur ki n 首先建立了区间函数
,

并讨论了该函数的一些性质
.

到目前为止
,

无论是点函数
,

还是区间函数
,

以及这些函数的导数
,

都用经典的映射方

法来定义
.

本文为了把点函数
、

区间函数以 及与它们有关的一些性质和方法
,

推广到任意区域
,

采

用了区域的改变 (或收缩
,

或扩张
,

或作别的任何保核变换 ) 定义区域函数
,

即

F (x )三 B (R )
,

B (R )g F (工 )
,

丫劣〔B (R ) (1
.

1 )

在建立此理论的过程 中
,

使用了点集拓扑
〔2 ’和代数拓扑 〔“〕的某些基本概念

,

但又与它们

有着本质的不同
。

在这篇文章中
,

作者一方面试图建立区域和区域函数的一些基本理论
, 另一方面

,

也试

图以这些基本理论和方法作为一种工具
,

建立一种区域算法
.

此算法对于求解 广义 微 分 方

程
、

广义积分方程
、

广义积分一微分方程是一种特别有效的工具
; 对于几 何

、

物 理
、

力学
、

特别是线性几何
、

非线性几何
、

微分几何的发展
,

将广开门路
.

本文致力于一般的
、

抽象的区域的值的计算
,

即稳定中心法
.

此方法主 要 以 P
.

H ua rd

的思想的逆“ ,和 E h r a m a n n 与 s c h r o d e r t已,的不动点定理用于区域
.

即由区域到这 一 区域的

子区域 (即稳定中心 )
,

或由多值到单值
.

这就是本文的主要思想之一
。

本文共分三分部
.

第一部分
,

给出本文要用到的符号和定义
.

第二部分
,

给出了一些基

本引理
、

定理和推论
,

并对其中的某些
,

作了比较详细的证明
.

第三 部 分
,

使 用 E
.

S p a -

钱伟长推荐
.
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ni e r 〔6 ’的 代数拓扑方法和 D
.

J
.

H ar tf ie l‘
7 了的矩阵测度理论于区域

,

从而给出了如何利用

本文建立的基本理论
,

计算某区域的值的方法
.

二
、

符 号 和 定 义

为了本文的需要
,

给出有关符号与定义如下
:

R 表示任意非空 的区域 (有界或无界
,

.

单连通或复连通 ) ; B (R )表示所有R 的集合
; 川 二

(
戈 , , 二 : ,

⋯
,

%
”

)
,

或 劣 :
= {二‘}(‘二 1 (1 )

n
)表任意

。 维区域B (R )的变元
; j尹(二 )表 示定义在

B (R )上的区域函数
; B (左) (或者尺) 表示任意非空的闭区域

; B (R ) (或R ) 表示开区域 ,

B (R
。

) (或R
。

) 表示区域 B (R ) (或R ) 的稳定中心
; F (B (R )) (或F (R ))表汀、区域B (R )(或

R )的值
; % 。表示区域B (R )的稳定中心 B (R

。

)(或R O) 上的点 ; F (
, 。)表示区域函数 F (劝 在

其定义区域 B (R )的稳定中心 B (R
。

) (或R
。

)上的点 x 。

的值
.

定义 1 区域 B (R )的子区域 B (R
。

)叫作区域 B (R )的稳定中心
,

或渐近稳定中心
,

如果

下面的条件始终是真实的
.

1) 如果区域 B (R )作任何运动
,

或者任意变化时
,

B (R
。

)始终是稳定的
,

或者渐近稳定

自勺;

2 ) 定义在这 一区域B (R )上的区域函数F (劝 的核 x 。 (映射或者变换的不动点 ) 始终位于

区域 B (R )的子区域 B (R
。

)上
.

如果 F (x
。

)二 戈。,

并且 x o
〔B (R

。

)始终成立
,

则 B (R
。

)称为区域 B (R )的绝对稳定中心
;

如果 戈涯尸(二 )
,

V “〔B (R )
,

并且 x 。〔B (R
。

)始终成立
,

则 B (R
。) 称为区 域 B (R ) 的 相

对稳定中心
.

如果 B (R )是任一非空的区域
,

并且有 F (x)
,

使得 B (R )> F (劝
,

丫二〔B (R )始终是真

实的
,

则区域 B (R )作任意保核变换
.

定义 2 假定 B (R ) 是任一非空的区域
,

G (劝 g B (R )
,

V x 〔B (R )始终是真 实的
,

则 ‘

是区域 B (R ) 的收缩
.

如果有一个确定的点等
。

属于 G (劝
,

则G 是区域 B (R )的保核收缩
; 反

之
,

如果 B (R ) g G (x)
,

V x 〔B (R )始终是真实的
,

则G 是区域的扩张
,

同样如 果 有 一确定

的点 二。

属于 G (劝
,

则 G 是区域 B (R )的保核扩张
.

如果 G (二 )二B (R )
,

V 二〔B (R )
,

并且 x 。
〔G (‘)始终是真实的

,
G 是区域 B (R )自身的保

核收缩
;
如果 B (R )g G (“)

,

丫x 〔B (R )
,

并且 ‘。〔G (x )始终是真实的
,
贝ljG 是区域 B (R )自

身的保核扩张
。

如果 F (二)二B (R )
,
B (R )生F (二 )

,

V 二〔B (R )始终是真实的
,

则F (二)是定义在B (R )上

的区域函数
。

定义 3 假定有一组区域函数的定义区域始终是同胚的
,

则这些区域函数的值是相等的
.

定义 4 用 B (R ,
)

,

B (热 )表示区域 B (R )的任意两个非空的
、

彼此不相同的子区域
,

即

丫B (R
,
)

,

B (丛 )二 B (R )
,

并且 B (R
, )门B (R

。
)铸功

,

B (R , ) U B (丛)是有界的
,

则我们说 IK

域 B (R )是连通的(单连通或复连通 )
.

如果区域 B (R )是有界的
,

并且 B (R )
:
二 {B (R

‘

)} ; 此外
,

如果有任意两个非 空 的
、

彼

此 不 同 的 子 区 域 B (R
,
)

,

B (R
。
)

,

并 且 V B (R
,
)

,

B (R
*
)g [ B (R

‘
)〕二

: B (R )
,

并 且

B (尸
, )门B (R

,
)锗 (/)

,

B (R
,
)U B (尺

。)g {召(刀
‘
)} 是 有界

, ’

:勺
,
少!lj称区域 B (尸) 是 有界连通可分

的
.
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定义 5 假如 F (劝 是定义 在 区 域 B (R ) 上 的 区 域 函 数
,

并 且 F (劝
:
= 〔F 林

‘
)〕

,

V F (x
,
)

,

F (二
。
)互 [ F (x

‘
)〕 (‘= x(1 )m <

n
)

,

其中F (x
‘

)
,

F (二
,
)

,

F (
二 *
) 是 分 别 定 义在

区域 B (R ) r/J 子 区 域 B (R
‘
)

,

B (R
,
)

,

B (R
。
) 上的子区域函数

,

并 且 [ j ; 壳〕g [ i〕
.

如果

F 恤
,
)n F (x 。)铸功

,
F (为) UF (x* )始终是有界的

,

则我们说定义在区域 B (R )上的区域函数

F (幻是连续的
;
如果F (二

,
)n F (价 )= 功

,

F (x
,
) UF (众) 是不确定的

,

则我们说定义在区域

B (R )上的区域 函数 F (幻 是不连续的
,

或者不确定的
.

定义 6 如果 F (二司
,

F (二
。

)是分别定义在区域 B (R )
_

匕的任意两个非空的子区域B (R司
,

B (R
,

)
_

上的子区域函数
,

F (%动 n F (x
,

)= U (‘
,

)铸功
,

如果 U U (,
.

)始终是有界的
,

则定义

在区域 B (R )上的区域函数 F (劝 是列紧的
.

反之
,

如果 尸 (二动 n F (x
,

)= U (x
,

)若功
,

并 且

U U (劣
:

)始终是有界的
,

则定义在区域 B (R )上的区域函数F (x) 是相对列紧的
; 如 果 U (

, ,

)

子功始终是真实的
,

并且 U U (“
:

)始终是有 界的
,

则定义在区域B (R )上的区域函数 F (劝 是

绝对列紧的
。

由此可知
,

定义在闭连通稠密区域上的区域函数是绝对列紧的; 定义在稀疏区域上的区

域函数是相对列紧的
。

注 符号护娇表示不完全是非空的
,

也就是说
,

其中可能有某些集合是空的
.

三
、

基本引理
,

定理和推论

本部分将讨论区域函数的一些重要定理
、

方法和推论
.

为此目的
,

我们首先讨论如下引

理
。

引理 1 如果某区域是有界稠密的
,

则此区域存在一个稳定中心
.

证明 假定此区域是 B (R )
,

F (劝 是 定义在此区域上的区域函数
.

根据定义 2 ,

我们有

F (x )三B (R )
,
B (R )互F (二)

,

V , 〔B (R )
.

此外
,

假 定F 是由区域 B (R )自身的保核收缩
,

即 F (二 )二B (R )
,

V 二(B (R )
.

因 此 有 一 点 二。,

并 月 x 。
(F (二)

,

由 于 F (二)互B (R )
,

V 二〔B (R)
,

所以 凡〔B (R )
.

又根据点 x 。

的定义
,

所以区域 B (R )有稳定中心B (R
。

)存在
.

引

理得证
.

引理2 如果某区域 自身的保核收缩 (或保核扩张) 始终存在
,

则此区域必定存 在 一个

稳定中心
.

证明 此引理的证明很容易由定义l
、

2得到
.

引理3 如果某区域是有界非稠密的
,

则此区域存在 一个稳定中心
.

证明 假定区域 B (R )是非稠密的
,

假定此区域是由f (i》2) 个不连通有 界 稠 密子区域

B (R ,
) (i) 2 )组成

,

并且

‘

B (R )
:
= 遥B (R

‘

)} 或 B (R )
:
= U B (R

,

)

根据定义 6 ,

在子区域 B (R
‘
)中有任意两个非空的子区域 B (R

,
)

,

B (R ‘)
,

即 丫B (] 2
, )

,

B (R
、)g 诬B (R

‘
)}

.

由于 B (R )是不连通的
,

所以 B (R
,
)门B (R

*
)葬功

,

并且 B (R , )U B (瓜)是

有界的
.

此外
,

由于每个子区域 B (R
‘
)是稠密的

,

则根据引理 1 ,

在每个子 区 域 B (R
‘

) 中
,

肯定有一个稳定中心 B (R
‘。

)
.

为了方便起见
,

假定每个子区域 B (R
‘
)是 该 子区域的稳定中

心 B (凡
。

)的邻域
.

根据定义 2 ,

我们可对每个子区域 B (R
‘
)作自身的有限均匀 保核扩张

,

即

B( R ‘
)里 lj’(对 )

,

丫鲜〔B( R 了)
,

其中 B (R 了)是 F (二了)的定义区域
,

并使得 F (叮 )门厂(城 )
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中

子功
,

({j ; 寿}互{ f}二谧n })丫厂(二了)
,

户
’

(,
二)g 户

’

(“了)
,

丫x 犷〔刀(对了)
.

因 此
,

相 应 地 有

B (R 了)n B (R 百)沪功
,

并且 B (R 犷)和 B (R 二)分别是 F (对)和F (以 )的定义区域
.

然而
,

现在的区域 B (R, )
,

是通过对每个子区域 B (凡 )作自身的有限均匀保核扩张后得

到的
,

并且 B (R’ )
:
二 U B (R 了)

,

所以区域 B (R’ )是通过一个变换
,

变一个 有界 弱 连通区
i(N

域 B (R )成一个有界稠密强连通区域 B (R, )
,

即

B (R
,
)门B (R

。
)葬功一今

护

B (R 犷)门B (R 百)笋功
,

V B (R 了)
,

B (R 二)互 {B (R 犷)}= B (R
‘

)

由于 B (R ) 是有界的
,

并且 B (R
‘

)是 B (R )自身的有限均匀保核扩张
,

所以 B (R
‘

) 也 是

有界的
,

从而 B (R 了)U B (R 二) 同样也是有界的
.

根据引理 : 1 ,
B (R, ) 存在一个稳定中心

.

又

由于 B (R )和 B (R
‘

) 间的相互关系
,

所以区域 B (R ) 也仅只存在一个主要的稳定中心
.

引理

得证
.

引理4 如果某一区域是无界非空的
,

则此区域存在
一

个稳定中心
.

证明 我们分两种情况讨论
:

第一种情况
,

如果此区域是无界稠密的(或无界连通的)
,

则可通过一个保核收缩变换
,

变无界稠密区域成一个有界稠密区域 (或有界连通区域 )
.

然而
,

在 一个稠密区域中
,

有一个

稳定中心
,

这已由引理 1得到证明
.

第二种情况
,

如果此区域是无界非稠密的 (或无界稀疏区域 )
.

则 我 们可通过一个保核

收缩变换
,

变无界非稠密区域成
卜

一个有界非稠密区域 (或有界稀疏区域)
.

然而
,

在 有 界非

稠密区域中
,

有一个稳定中心
.

这 已由引理 3 得到证明
.

因此
,

在任意非空的无界区域 中
,

有一个稳定中心存在
.

引理完全得证
,

引理5 在一个非空的任意区域中
,

如果存在有限多个稳定中心
,

则在这 些 稳定中心之

间
,

只有一个是主要的 (或渐近稳定中心 )
.

证明 此引理的证明基本上与引理 3 相同
.

定理1 在任意非空的区域中
,

只存在一个稳定中心
.

证明 定理的第一部分
,

可 由引理 1
, 3 , 4得到证明

.

定理的第二部分
,

可由 引 理 5 得

到证明
。

定理2 任一非空的区域的值等于定义在此区域上的区域函数在此区域的稳 定 中心上的

点的值
.

即

F (B (R )) = F (B (R
。

) )= F (二
。

)

证明 用 B (R )表示此非空区域
.

根据定理 1
,

区域 B (R )必定存在
一

个稳定中心B (R
。

)
.

根据定义 1 ,

有B (R
。

)c B (R )
.

此外
,

我们可以建立区域 B (R )自身的保核收缩F (劝 g B (R )
,

丫x 〔B (R )
,

根据定义 2
,

在区域 B (R )的稳定中心 B (R
。

)
_

仁
,

必定有
一点 x 。 ,

并且 x0 〔尸(劝
,

假定 F (x
。

) 是 区域函数

F (x) 在其定义区域 B (R )的稳定中心 B (R
。

)的点二。
_

上的值
.

另一方面
,

由于 F (二) g B (R )
,

V 二〔B (R )
,

并且 x 。
〔F (x )

,

由 此得到 劣。
〔B (R

。

)仁B (R )
,

所以F (B (R ))) F (二
。

)
.

又 由于 B (R )二 F (x )
,

丫x 〔B (R )
,

所以同样有 F (B (R ))《F (劣
。

)
.

因此得到

F (B (R ))= F (x
。

)

此外
,

由于 F (B (R ))= U F (‘ )
,

并且
x (B (R )
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F ‘”(“
。

)’一
、。(

从
、。)F (‘

。

’一F ‘
“。

’

因此
,

我们有

F (B (R ))= F (B (R
。

)) = F (二
。

)

于是
,

定理完全得证
.

推论 1 某区域 自身的任
一

保核收缩
,

只有 一个值
,

即是单值的
.

证明 由定理 1 可知
,

任 一 非空的区域
,

只存在一个稳定中心
.

由定理 2 可知
,

此区域

的值 等于定义在此区域 匕的区域函数在 其定义区域的稳定中心上的点灼值
,

由于任一非空的

区域的稳定中心是唯一的
,

所以此区域的值 也是唯一确定的
.

推 论完全得证
.

推论 2 任一非空的区域的改变 (或收缩
,

或扩张
,

或作别的任何一种运动
,

或改变)是

保核的
,

则此区域的值不随此区域的改变而改变
.

证明 此证明可分成如下两种情形
:

第一
,

假定此区域的改变是属于保核收缩 (或者有限保核扩张 )
.

这 已 由 推 论 1
、

得到证

明
.

第二
,

假定此区域作任何别的一种运动 (或改变 )
.

根据假定
,

这种变换是保核的
.

根据

定 义 3 ,

变化前与变化后的区域是同胚的
.

因此
,

它们的值是相等 的
.

由定理 2 可 知
,

它们

的值不随区域的改变而改变
.

于是
,

推论完全得证
。

推论 3 任一区域函数只存在一个核 (即映射或者变换的不动点)
,

当且仅当
,

此区域函

数的定义区域只存在一个稳定中心
.

此推论的证明是很平凡的
.

四
、

应 用

本部分将引进 由 D
.

J
.

f休r : fi e l川和其他作者建立的矩阵的测度理论和方法
,

以及点集

拓扑和代数拓扑 〔6 ’中的 一些基本概念
,

和本文
_

L
.

述灼一些基本理论
,

讨论一些正规区域
、

非

正规区域
、

实际与抽象的区域的值的计算方法
.

为此目的
,

我们还需要给出一些相应的符号

和基本理论如下
:

设X 是 匕述任意非空的区域B (R )的所有点的集合
,

并且X 构成一个主理想域
.

设 H (x)

是X 自身 }}勺所有保核收缩 h(
二 )(V , 〔X

,

或 V 二〔B (R ) ) 的集合
,

即 h(二 )互H (x )
,

丫二〔B (R )
,

我们可将点 劣 ; ,
‘ 2 ,

⋯
,
“ ,

与 H (劣
‘

)之间的关 系式写成

万 (二
‘

)= 乙
a ‘, x ,

(4
.

1 )

设 A : = [a ‘月为 万 (
x ‘

)的矩阵
,

其中 A > O,

即 a ‘, > 0
.

由此
一

可见
,

矩阵A是正定的
.

根 据线

性代数的基本理论
,

方程组 (4
.

1) 只存在一个解
,

并且此解属于X
.

又 根 据 X 和 B (R )间的

关系
,

此解也属于 B (R )
.

现在引进计算矩阵测度值的几个基本定理如下
:

定理 3 (〔7] 定理 3
.

1) 设 A
, ,

A
: ,

⋯ 是 N (A ) 中的矩阵序列
,

并且 h m A *二 A
,

自今 0 0

P(A
。
)二P (月)

,

对于充分大的寿
,

如果户是N (A )的任意测度
,

贝fl lim g (A *
)= “(A )

.

自只 口‘
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定理4 (〔7j 推论3
.

2 ) 设 拼是入 (A )的测度
,

则 N (A ) 有 一个连续测度杯
,

使得‘(A ) =

川A )对于N (A )中的所有A都成立
.

其中尸是定理 3 中的矩阵序列的某种排列
.

上述两个定理在〔7 〕已有证明
,

这里我们仅只引用它们
.

一般说来
,

与某正规区域相伴的矩阵往往是方阵
.

但是
,

如果某区域是非正规的
,

甚至

是相当抽象的
,

则我们可通过一个保核变换将此区域变成一个正规区域
.

也是说
,

把一个非

方阵变换成一个方阵
.

定理 5 设 且> 0 是任意 m x 。 矩阵
,

并且它与某区域B (R )是相伴的
.

设 N (A ) 是所有

。 x 。 矩阵A 的集合
.

如果矩阵A使以姓 )在区域B (R ) }:有定义
,

则定义在此区域B (刀) }: 的区

域函数 F (劝有唯一确定的值
.

证明 为了使矩阵A 适合于上述定理 3 和 4 所述的形式
,

首先对矩阵A 采用不动点变换

T
,

并对区域 B (R )采用变换F
; ,

即

T : A

一
A’

,

F
, :

B( R) 一B( R, )

其中 A
‘

是定理 3 和 4 中所述的形式
,

井假定N (A
,

)是所有矩阵A
,

的集合
.

已知
,

矩阵 A 属

于N (A )
,

并 与区域B (R )相伴
,

所以 N (A
‘

)必定与区域 B (R
‘

)相伴
.

此外
,

由于变换 T 是保核的
,

所以
,

由区域 B (R )到区域 B (R, )的相应改变 F
;

也是保核

的
.

根根定义 3 ,

我们有

F (B (R )) = F (B (R
‘

))

最后
,

根据定理2
,

我们容易得到

F (, 。

) == 尸(戏 )

于是定理得证
.

推论4 任一非空的区域B (R )仅只存在一个稳定中心 (或定 义在此区 域 B (R )
_

L的区域

函数F (x) 的核) 或渐近稳定中心
,

当且仅 当
,

与此区域相伴的线性代数方程组 (4
.

1) 的系数

矩阵的测度值是唯一确定的
.

证明 此推论的证明是相当平凡的
.

可 由定理 1
,

定理2
,

定理 5 与推论 1 直接得到
.

作者对于 V
.

I
户 a ks h m ik a nt ha m 教授在完成本文过程中

,

给予很 大 的 帮 助
,

表 示 感

谢 !
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