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摘 要

本文提出了一个分区函数法的概念
.

即根据边界形状或刚度
、

荷载的变化
.

将原受力体分成

若干个分区
.

在每个分区中设定不同的试函数
,

并在各分区的交界上考虑了连续协调条件
.

这样

共建立了内部平衡
、

外部边界和交线协调三种残数方程
.

文中给出了公式和例题
.

一
、

概 述

自从徐次达教授首先向我国力学界系统引入加权残数法后
〔‘’,

由于它具有有限元法所不

具备的优点
,

因此它在我国力学界得到普遍重视
,

并在方法与应用两方面都得到 了 迅 速 发

展 ‘2 ’.

但以往一般常用的一些方法对边界形状复杂或刚度
、

荷载变化复杂的情况
,

会造成计

算繁复或收敛性不好
.

由此我们提出了用分区 函数法来求解
,

即根据边界形状或刚度
、

荷载

的变化
,

将原受力体分成若干个分区
,

在每个分区设定不同的试函数
,

使其满足或不满足 内

部和边界条件
.

并在各分区的交界上考虑了连续协调条件
,

这样在设定的各种试函数下可得

几组残数方程
。

文中并给出了用离散型最小二乘法来求解这类残数方程的公式和步骤
,

最后

还给出了一个简单算例
.

二
、

理 论

今有某一固体力学问题
,

其在 犷 区域内有平衡方程为
:

T (功)一 f= 0 (2
.

1 )

并在 B 边界上有边界条件
:

G (功)一 s == 0 (2
.

2 )

其中
:

T
,

G 为算子
;
功为待求函数 , 了

, g 为不含 功的函数
.

因其真正的解 功未知
,

现在用近似解 切 (即试函数 ) 代替
,

即
:

功“叨 = 田(
e , % ) (2

.

3 )

其中
: c
为待定参数

, x 为坐标向量
.

若将 (2
.

3 )代入 (2
.

1 )
、

(2
.

2) 就不能使上二式为零
,

而分别产生一个残数 R
, ,

R , ,

则有
:

徐次达推荐
.
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T (功)一f = R
,

(
e , 二

)

G (叨 )一 g = R
。

(e
, 戈

)

% 〔 V

(2
.

4 )
% 〔B

}

式 (2
.

4 ) 即为一般文献中常用的内部和外部残数方程
.

若结构边界形状比较复杂
,

在 V 区内

用同一种试函数可能较难满足
.

故将 犷 区可分成数 目不多的
n
个分区 厂

, ,

相应外边界 B 也

分成 m 个分边界面 (或线) B 。
,

同时还产生了 L 个交界 S
: .

5 : 中第 尸 个交 界 S , 为 U ‘分

区与 犷‘+ ,

分区的交界线
,

应满足
:

力因素的连续条件

变形连续条件

F
!

(‘)一尸
!一 (功)一 O

下
S ‘
(功)一 S

‘十 l

(功)= 0
(2

.

5 )

同样
,

因真正解 功未知
,

而用 叨 代替
,

即以 (2
.

3 ) 式代入 (2
.

5 ) 式
,

一般不为零
,

而分

别产生残数 R
;

及 R
。 ,

于是有
:

x 〔S 尸

x 〔S p

(2
.

6 )
劝劝F ‘

(叨
‘)一F ‘十 ;

(切
‘, 1

)= R ;
(
e ,

S 。
(叨

‘
)一 S , + 1

(。
‘十、

) = R 。
(
e , }

(2
.

6 ) 式即为增加的交界线连续条件残数方程
,

简称交界协调残数方程
.

于是综合起来可得

到下列四组残数方程
:

二)= T (。
‘

)一f
‘,

(i= 1
,

2
,

⋯
, 。

C ,

C ,

C
‘

二 G (。
,
)一 g , ,

劣〔U ‘

劣〔B , (j= 1
,

2
,

⋯
,

m )

二F
,

(田
,

)

二S
,

(叨
,

)

一 F
, 十 ,

(切
, 十 ,

)
,

一 S
, 十 ;

(二
, * ,

)
,

% 〔S
、

% 〔S *

(寿二 1

(k二 1
,

(2
.

7 )
l

,.,,,J

,l)I)忍2

、、J、.尸
苦

、.户
苦

叮、了、了怪、了.、厅了、

州别外叔
RRRR

其中力因素的交界残数方程可包括
:

力
、

力矩
、

扭矩
,

变形交界残数方程可包括
:

位移
、

转

角
、

甚至曲率等
.

若采用离散型最小二乘法
,

列出残数平方和式
:

I (
e )

上式中 G
, ,

G
Z ,

二 G 圣兄 R 番
‘+ G ; 乙 R 孟

,

夕一 l

十 G 孟乙 R 二
* 十 G 二乙 R 三。 (2

.

8 )

‘
。,

G
‘

为考虑以
_

匕各残数方程量纲差别的调整系数
.

这可 由试函数形式 及

各残数数 鼠级差别而定
.

也可令 G
,
= 1 ,

其他皆为相对值
.

现在将 厂 区域分成 P 个分区
,

设有 q 个未知参数
。

在每个分区内
,

分区外边 界 上 和分

区交界线上各配定若干点
,

其坐标为 二‘ ,

共选用点次为 F (有时同一点在不同的残 数 方 程

中都被选用 )
.

将 , ‘

分别代入 (2
.

7 ) 式
,

即得到下列矩阵
:



分区函数 沙
飞
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、1
1..........、‘.......刀2

G {R , e , 二 1

)

G 里R
, 2

(e
,

G ; R
, :

(e
,

G IR
, :

(c
,

G IR
, 。

(e
,

G IR , 。 (e
,

G 呈R e ,

(c
,

G ; R
。 ,

(e
,

x ;

)
劣、

十 ,

)

二‘
)

二‘十 。

)

二。
)

二。 十 ,

)

, ,

)

G {[ T (、
、

(
e ,

叉 ,

))一 f
,

(、
1

)〕

G }〔T (二
,

(e
,

二、) )一f
,

(%
、

)〕

G {〔T (。
2

(e
,

二 , + ,

))一 f
Z

(二
、十 ,

)〕

G : [T (, 。

(
c ,

二 :
))一f

Z

(二
‘

)〕

1一
n 区内部

残数方程
(* 〔厂)

G {[T (,
,

(
c ,

x : + 。

))一 f
。

(二
‘十。

)j

G {[T (二
,

(
c ,

二。))一f
。

(二
。
)〕

G ;〔G (二
,

(
c , , 。 十 :

))一夕
,

(x
, * :

)〕

G ; [ G (叨
,

(
e , 二 。

))一 g ,

(二
。

)」

G ; R , 。 (e
, ,

。 十 , ,

)

G ; R , 。
(
c , , ,

)

口; R , l

(
e , * , , 、

)

G 孟R , ,

(
c , x 。)

G 孟R , ,

(c
, 二。干 。,

)

G 孟R , :

(e
, ,

,

)

G ; R
。 ,

(
e , 二 , , ,

)

G : R
、 ,

(c
,

, ‘

)

G : R
s Z

(e
, : , + :

)

G : R ‘ :

(
c , x ,

)

G 孟[G (切 。
(
e ,

二
, + 。

))一 g 。 (二
。 十 。

) ]

G 孟[ G (切
。
(
e , % ,

))一 g 二(x
,

)〕

G ; [F
,

(二 :
(
e ,

x , + :

))一 F
:

(田
:

(
e ,

二 , 十 ,

)) ]

G ;〔F ,
(切

,

(
c , 二。

))一F
Z

(。
2

(
e ,

戈。〕)〕

G 孟〔F : (二
, 一 ,

(
c , 二。 十 。

))一 F
: 十 ,

(切
。

(
e , * 。 十。 ))〕

G 孟〔F ‘
(二

, 一 ,

(
c ,

二
,

))一 F : + :
(。

”

(
c ,

x
,

)) ]

G I〔S
,

(。
,

(
c , 戈, 十 ,

))一 5
2

(。
2

(c
, % r + ,

))〕

G ; [S
:

(二
,

(
e , 二:

))一 5
2

(切
2

(e , * :

))〕

G :〔S
‘

(切
。 一 工

(
e , , : 十 :

))一 S
: 十 ,

(二
。

(
c , , . * :

))〕

G :〔S
:

(叨
” 一 l

(e
, x ,

))一 S
: , :

(w
。

(e
, 二 ,

) )〕

1一明 条外
边界外部残
数方程
(二〔B )

(2
.

9 )

1一l条交界
线力因素协
调残数方程
(二〔S )

1一l条交界
线变形协调
残数方程
(火 〔S )

、......‘...r.2

、1
.......
1
...

了......|......

一一

⋯
产

‘lesweeeeeeeweesweee!!leewe

(2
.

9 ) 式可缩写为
:

R = AC 一 B

式中
:
R 为 F x l 阶残数列阵

, C 为 T x l 阶待定参数列阵
, B 为 F x l

界残数方程此项为零 , A 为 F x T 阶的待定参数前的系数矩阵 (F ) T )
.

I= R T R

(2
.

1 0 )

阶常数项列阵
,

对交

则残数平方为
:

(2
.

1 1 )

口!
, 。 = U
口七 ‘

(2
.

1 2 )

口R , R

a C‘

口C r A , AC

口C‘ 一 2
口C r A TB

aC
‘

= ZA r AC一 ZA , B = 0 (2
.

13 )

得 A , AC == A , B (2
.

1 4 )

令 K = A , A
,

F = Ar B (2
.

1 5 )

则 KC 二F (2
.

1 6 )

(2
.

1 6 )式与有限元中的位移法公式相当
,

解上 式线性代数方程组
,

即可求得各未 知 参 数 C
.
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三
、

例 题

如图 l 所示一平板
,

它受到均布载的作用
.

已知数据如下
:

y 斌
二 O

,

犷
二 O

3 厂 w 厂氏 w任 。

卜
J 小2 、。, 二 0

,

扩
二 0

/
尸

ll {

w “ 乌w/
= 0

L Z一
一 w

‘二 0
,

斌
, 0

L
l
= 3 6 0 e m

,
L

Z
= 3 9 o e m

,

L 。= 3 0 e m
,

h= 2 5 e m
,

E = 3
.

o x i O5
k g /

e m
Z ,

祥== 0
.

1 5 , g = It/ m
Z
= 0

.

Ikg /
e m

Z ,

D =
E h

3

1 2 (1 一拼2
)

一

= 3
.

9 9 6 x 1 08 k g 一e m
, q

D

我们可将它按边界形状分成如图示的五个分区
,

并为计算简单起见仅取一个未知参数
.

取 I 区试函数为
:

“ 0
.

2 5 0 2 4 X 1 0一 /
e m

3 .

因对称关系只需假设三个挠度试函数
,

w ,
= C

,

(1 0L ;尹一 2 0L {L ; 扩 + l oL全L ; 一沪+ SL ; , 毛
一 7L 全少+ 4 L约

它满足
一

F列边界条件
:

, == 士L :
处有 切‘= 0 , 。 ; 二 0

考虑到结构对称
,

荷载对称
,

为简化计算起见
,

试函数中略去了奇次项 与交叉项
,

并 几

计算仅考虑四分之一块
.

考虑对称条件取 , 区试函数为
:

。 :
= C

,

(1 0L ;少一 2 0L ;L ;犷+ IOL 全L ; 一砂 + SL委砂一 7L盆扩 + 4L封

它满足下列边界条件
:

“二士乙:
处有 。二二 0

, 。丁二 0

, ;

与 二 ,

未定常数相同
,

仅 x 与 夕互换
.

再令 V 区试函数为
:

切2
= C

:

(一 戈.
+ SL ; x

4
一 7L全x

Z
+ 4L票一夕. + SL匆

‘一 7L 尝,
:
+ 4L呈)

它满足下列边界条件
:

戈= 士L :
处

, 切二二 0 , 切里= 0

夕= 士L :
处

, 。‘= o , 田 ; = o

即满足延伸后的外边界条件
.

但此三试函数皆未满足支座处的边界条件
,

因此存在外部残数
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方程
。

应用配点法
,

由 I 区平衡条件
,

考虑三个配点
: 1(o

,

3 6 0)
, 2 (o

,

3 7 5 )
, 5 (3 6 0

,

3 6 0 )可得

三个内部残数方程
:

R , :
== 8

.

1 x 1 0
.

C
,
+ OC

:
一 1

R z Z
= 4

.

1 3 1 x 1 0 6 C
, + OC

:
一 l

R
, 3
== 8

.

1 x 1 0 6
C

, + 0C
2
一 1

其中取 q/ D = 1 ,
G

,
二 1

.

由 l 区平衡条件
,

考虑三个配点
: 6 (3 6 0

,

0 )
,

7 (3 7 5
,

0 )
, 5 (3 6 0

, 3 6 0 )同样可得三个内部

残数方程 (取好D = 1 ,

G
,
= 1 )

:

R
, .
= 8

.

1 x 1 0
6
C ; + oC

Z
一 i

R
z。
== 4

.

1 3 1 x 1 0 6
C

;
+ oC

:
一 1

R z 。== 8
.

1 x 1 0
.
C

:

+ 0C
2
一 1

由 V 区平衡条件
,

考虑二个配点
: O(O

,

0)
, 4 (180

,

1 8 0) 也可得二个内部残数方程
:

(取 g / D = l ,
G

;
== l)

R
, ,
二 OC

:
+ 3

.

6 5 0 4 x 1 0 7C
2
一 1

R
z :
= OC

;
+ 1

.

3 1 7 6 x 1 0 , C : 一 1

由 I区与 V 区交界线 。连续条件
,

考虑三个配点
: 1 (o

,

3 6 0 )
, 5(3 eo

,

3 6 0 )
, 9 (1 5 0

,

3 6 0 )

可得三个交界 “ 连续残数方程
:

(取 q/ D = 1
,

G : = 1 0/ L空)

R 刀 :
= 1

.

7 4 0 3 x i 0
7

C
;
一 1

.

0 5 7 3 x i 0
7
C

2
一 。

R , : = 2
.

19 3 4 x 1 0 . C
,
一 4

.

3 s6 9 x 1 0 6C : 一 0

R : 3
= 1

.

o7 4 7 x lo
,
C

,
一 o

.

7 9 os x lo 7C : 二 0

由 I 区与V 区交界线 w 连续条件
,

考虑三个配点
: 6 (3 ao

,

o )
, 5 (5 6 0

,

3 6 0)
,

1 0 (3 6 0
,

1 8 0) 同样可得三个交线 二 连续残数方程
:

(取 q /D 二 1 ,
G

:
= 1 0/ L幻

R
。‘二 1

.

7 4 0 3 x 1 0 7
C

,
一 1

.

0 5 7 3 x 1 07 C
2
一 0

R 。。= 2
.

1 9 3 4 x i o6 C
、
一 4

.

3 s6 9 x i o . C
:
一 。

R ; 。二 1
.

0 7 4 7 x lo
,
C

:
一 0

.

7 9 0 5 x 1 0
7
C

:
一 0

再由 1 区与V 区交界线 , ‘连续条件
,

考虑同样三点可得三个交界 。 : 连续残 数 方 程
:

(取 g / D = 1 ,
G

3
== 10 0 / L全)

R
, ,
= 2

.

3 4 6 9 x 1 0 ,
C

,
一 2

.

3 4 6 9 x 1 0
7
C

2
一 0

R 夕。= 2
.

3 4 e9 x 1 0
,
C

:
一 2

.

3 4 6 9 x l0
7
C : 一。

刀夕
。
= 2

.

3 4 6 9 x 1 0 7
C ; 一 2

.

3 4 69 x 1 07 C
2
一 0

同样由 l 区与 V 区交界线 。里连续条件
,

考虑同样三点可得三个交界 , 止连续残数方程
:

(取g / D ” 1 ,
G

3
= 1 0 0 / L 璧)

R
: , 。
二 2

.

3 4 6 9 x i 0
7
C

I
一 2

.

3 4 6 9 x lo
7
C

2
一 0

R 夕 : ;
= 2

.

3 4 6 9 x 1 0 ,
C

;
一 2

.

3 4 e9 x lo 7C 2 一 。

R , , : = 2
.

3 4 6 9 x l0
7

C I一2
.

3 4 6 9 x l0
7
C

:
一 。

由角点边界位移条件
,

即考虑 5 (3 60
,

3 6 0) 处 应有 脚 = 。
,

在 I区 V 区 可 分 别 得
:

(取 . / D 二 1 ,
G ‘= 1 0 / L 孟)

R 一二 2
.

1 9 3 4 x 1 06 C I一 OC : 一 0

R a : = oC :一 4
,

3 5 6 9 x 1 0 OC : 一 Q
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以上 各残数方程 可归纳成下列矩阵运算式
:

、........‘..,...、/|‘.性..........口..诬...........fo
·

8 1 0 0 义 1 0
’

}
O

·

4‘”‘x ‘”
’

!
0

’

“ 0 0“ 0 ’

{
”

·

“‘”o 义 ‘”’

!
“

·

4 ‘“‘又 ‘”
,

}
。

·

8 ‘0 0“ 。’

{
”

{
”

}
‘

·

7 4”3 又 ‘”’

}
”

·

2‘”3 又 ‘”’

二

}
‘

·

”7 4 7 又 ‘0 7

!
‘

·

7 4”3 “ ‘“’

!
”

·

“‘””x ‘”’

}
‘

·

。7‘7 X ‘0 ‘

}
“

·

3 4“9 只 ‘”
’

}
“

·

3 4 6 9 x ‘”’

}
“

·

“4”9 “ ‘“’

}
“

·

3‘“9 丫 ’0
’

}
”

·

“‘“g x ‘”
’

}
2

’

3 ‘6 9“印

}
。

·

“‘”“又 ‘0
‘

汉 1 、 0

3
.

6 5 0 4 x 1 0 7

1
_

3 1 7 6 X 1 0 7

一 1
.

0 5 7 3 x 1 0 7

一 0
.

4 3 8 7 x 1 0
7

一 0
.

7 9 0 5 x l0 7

一 1
.

0 5 7 3 火 1 0
7

一 0
.

4 3 8 7 x 1 0
7

一 0
.

7 9 0 5 X 1 0
7

}
2

:CC

一 2
.

3 4 6 9 x 1 0 7

一 2
.

3 4 6 9 x 1 0 7

一 2
.

3 4 6 9 x 1 0
7

一 2
.

3 4 6 9 X 1 0
7

一 2
.

3 4 6 9 x 1 0
7

一 2
.

3 4 6 9 x 1 0 7

一 0
.

4 3 8 7 x 1 0 7

2 2 X Z 2 2 火 1
,�,�

、......‘皿

⋯
了

fl几皿..百.we.砚....R,l几几R,.几几
.

心蛛几瓜Rs,几瓜心
,

几几心Rs,几Rs,入从
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由此得
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由此求得 % = O, 夕二 O 处

。二 0
.
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M
二
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由文 〔3] 的程序求得同一点处
:

(取 1/ 4 区
,

划74 个单元 )

w “ 0
.

4 3 5 3 c m (误差 1 7肠)

M
二
= M

, = 1 8 1 8 k g 一e m /
e m (误差 0

.

9 1肠 )

可知取一个未知参数已可达到一定的精度
.

但 当边界形状较复杂时
,

如需增加边角处计算结

果的精度还宜增加未知参数数量
。

本文写作中得到徐次达教授和金问鲁高级工程师的指导
,

谨致谢意
.
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