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摘要:  在算子值非交换概率空间中引入算子值自由 Fisher 信息量的概念, 这一定义是对 D.

Voiculescu 在有迹的 von Neumann 代数上定义的自由 Fisher信息量的推广# 证明了算子值自由 Fish-

er信息量与合并自由性是密切相关的, 即证明了若干个算子值随机变量的自由 Fisher 信息量的可

加性等价于这些随机变量的合并自由性# 并且也类似地得到了 Cramer_Rao 不等式# 
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引   言

自由概率论是近 20年来发展起来的算子代数领域的一个新方向, 它的主要创立者是 D.

Voiculescu,这一理论很快成为研究算子代数的强有力工具# 特别是利用其中的随机矩阵和自

由熵理论解决了 von Neumann代数中的一些本质性问题# Voiculescu用了两种方法来定义自由

熵:矩阵微观态方法和极小微观态方法# 这两种方法定义的自由熵是否相等的问题目前尚未

完全解决# 利用矩阵微观态自由熵 Voiculescu
[ 1]
证明了自由群因子没有 Cartan子代数; Ge

[ 2]
证

明了自由群因子是素的# 但是人们在试图证明有关矩阵微观态的一些重要性质时遇到了极大

的困难,因此Voiculescu又定义了极小微观态自由熵# 这种自由熵是通过自由 Fisher信息量来

给出的,事实上在大多数情形下只要研究自由 Fisher 信息量就可以了[ 3, 4]# 

本文将引入算子值自由Fisher 信息量的概念# Voiculescu最初是在有迹的 W
*
_代数A (即

存在A 上的忠实正常迹态S) 中定义Fisher信息量的# 现在我们要把这一概念推广到算子值

非交换概率空间中去,即用一个从A 到D 上的条件期望ED来代替S# 这一推广是受A. Nica,

R. Speicher 等的一个公开问题的启发: 我们记 X 1, ,, X n 相对于B 的自由 Fisher 信息量为

5* ( X 1, ,, Xn : B ) (按 Voiculescu 的定义) , Voiculescu 证明了: 如果 5* ( X 1, ,, X n: B ) =

5
*
( X 1, ,, Xn : C) < ] 那么 X 1, ,, X n 与B 是自由的;反过来,如果 X 1, ,, Xn 和B是自由

的,那么 5* ( X 1, ,, X n: B ) = 5 * ( X 1, ,, Xn : C)# 在算子值的的框架下, 一个自然的问题是:

在算子值概率空间中, 5* 是如何变化的呢?我们是否能用 5* 来刻划算子值自由(即合并自由

性) 呢?对于一般的子代数 D ,这仍是一个公开问题# 但是用本文定义的 Fisher信息量 5* * ,
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就可以刻划合并自由# 也就是说 5* * ( X 1, ,, X n) 的可加性等价于X 1, X2, ,, X n在D 上的合

并自由性# 我们还将证明 5
**
与 5

*
有许多相似的性质包括Cramer_Rao不等式# 但在证明

方法上我们不能仿照Voiculescu在[ 2]、[ 3] 中的方法, 因为 ED一般不是迹的,幸运的是R. Spe-

icher的组合论给我们提供了一个有效的方法# 

1  HilbertC * _模和共轭变量

M 是 von Neumann代数, D 是M 的 von Neumann子代数, ED 是从M 到D 上的条件期望,

那么(M , ED , D ) 称为一个算子值(或 D 值)的非交换概率空间# 在本文中我们总假设条件期

望是忠实的# 有关非交换概率空间的基本概念和性质可参见[ 5] # 我们在这里仅重述一下合

并自由的定义# 

定义 1. 1[ 5]  (M , ED , D ) 同上,设D < Ai < M , ( i I I) 是M 的一族子代数,称(A i ) i I I

是D _自由的(或在 D 上是合并自由的) ,若满足以下条件:

  ED ( a1a2,an) = 0,

其中 P aj I A i
j
, i1 X i 2 X , X in 并且ED ( aj ) = 0, 1 [ j [ n; a i I M , ( i I I) 称为D _自

由的,如果由(D G ai ) i I I 生成的子代数是D _自由的# 

注记 1. 2 在某些情形下我们可以很自然地选取 ED# 例如, 令 S是M 上的忠实正常态满足R
S
t (D ) A D ,

P t I R, 其中 RSt 是模算子# 由[ 6,命题 2. 6. 6] 知存在一个 S_相容的从M 到D 上的条件期望E# 显然 E 是

忠实的# 

给定 (M , ED , D ) 如上,我们可以定义M 上的D 值内积: 3x , y4D := ED ( x
*
y ) 并把它在

HilbertC* _模范数下的完备化记作L
2
D (M )# 

经典的 Fisher信息量来源于统计参数估计理论,它的定义由 R. A. Fisher 给出# 设 f 是有

界实随机变量并且它的分布是Lebesgue绝对连续的,记它的密度函数为 p# 那么Fisher信息量

5( f ) 定义为

  5( f ) = Q( pc( t ) ) 2

p ( t )
dt# 

另一种得到 5 的方法是考虑L
2
( R, pdx ) 上的导子 d/ d t# 若 1在(d/ dt ) * 的定义域内,那么

  5( f ) = d
dt

*

1
2

# 

有关 Fisher信息量的更多细节可参考[ 7]# 

类似于经典的情形, Voiculescu在有迹的 W
*
代数中给出了若干个自伴随机变量的自由

Fisher信息[ 3] , [ 4]# 本文中我们将考虑的是算子值概率空间中的信息量, 我们首先引进共轭变

量的定义# 

定义 1. 3  M , ED , D 同上, B 是M 的 von Neumann子代数且D A B A M# X = X
* I

M , D [ X ] 和 B 代数自由的(模D ) (即 D [ X ] * DB y D [ X ] D B 的典则同态具有平凡核)# 定

义导子:

  5: B [ X ] y B [ X ] ª DB [ X ] ,

  5( b0X ,Xbn) = 6
n

j= 1
( b0X ,Xbj- 1) ª D ( bjX ,Xbn )# 

把5的定义延拓到 L
2
D [ B [ X ] ] 上,若5* (1 ª 1) I L

2
D [ B [ X ] ] ,我们就称它为X 相对于B 的D_
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值共轭变量,记作 JD ( X : B )# 也即它满足: JD ( X : B ) I L
2
D (B [ X ] ) 且

  ED ( JD ( X :B ) b0X ,Xbn ) = 6
n

j= 1
ED ( b0X ,bj- 1) ED ( bjX ,Xbn )# ( 1)

命题 1. 4

( � ) JD ( X : B ) 是唯一的;

( � ) ED ( JD ( X :B ) e) = ED ( eJD ( X : B )
*
) , Pe I L

2
D (B [ X ] )# 

证明  ( � )是显然的,因为 ED 是忠实的# 

( � ) 由( 1)式我们有:

  ED ( JD ( X :B ) b0X ,Xbn ) = (ED ( JD ( X : B ) ( b0X ,Xbn )
*
) )

*
=

    ED ( ( b0X ,Xbn ) JD ( X : B )
*
) ,

Pb0, b1 ,bn I B# 

下面的定理说明共轭变量与合并自由是有关系的# 

定理 1. 5  令D 是A 的子代数D A C 并设X I A 是自伴元的# 设 D [ X ] 和 C 在(A ,

ED ) 中是 D_自由的, 那么 JD ( X : D ) = JD ( X : C )# 

要证明这个定理,我们需要作一些准备工作# 先来介绍 R. Speicher 的累积函数技术[ 8]# 

我们称一列函数
C

ED = ( E
( n)
D ) n \1 是由 ED 诱导的矩函数,其中

  E
( n)
D ( a1 ª , ª an) := ED ( a1 ,an)   ( n I N, a1, ,, an I M )# 

由 ED 诱导的累积函数我们记作
C

kD = ( k
( n)
D ) n \1它由下面的递归公式来决定(我们规定

E
(0)
D := 1)

  E
( n)
D ( a1 ª , ª an) = 6

n- 1

r= 0
6

1< i( 1) < i( 2) ,< i( r) [ n

k
(r+ 1)
D ( a1E

( i(1)- 2)
D ( a2 ª

    , ª ai (1)- 1) ª a i( 1)E
( i( 2)- i (1)- 1)
D ( a i( 1)+ 1 ª , ª ai (2)- 1) ª

    a i( 2) , ª ai ( r )E
( n- i ( r))
D ( ai( r )+ 1 ª , ª an) ) , ( 2)

Pn I N, a1, ,, an I M# 容易看出
C

ED 和
C

kD 是互相决定的# 矩函数和累积函数都是可乘

函数( [ 8,定义 2. 1. 1] )# 

由于矩函数和累积函数可以相互唯一决定,所以我们可用累积函数来描述合并自由# 

引理 1. 6[ 8]  设 D A B , C AM 是两个子代数# 它们是 D_自由的当且仅当下面的等式

成立

k
( n)
D ( a1 ª a2 ª , ª an) =

k
( n)
D ( a1 ª , ª an) ,   若 a1, ,, an I B ,

k
( n)
D ( a1 ª , ª an) ,   若 a1, ,, an I C ,

0,   其它,

( 3)

其中 a1, a2, ,, an I B G C# 

引理 1. 7[ 9]  B 和C 是D _自由的当且仅当

  kB ( c1 ª c2b 2 ª cnbn) = kD ( c1 ª c2ED ( b2) ª cnED ( bn) )# 

同样我们也用累积函数来描述共轭变量# 

引理 1. 8  记号同上# 令 EB 是A 到B 上的忠实正常条件期望, 使得 ED = EDEB# N I

L
2
D (A , ED ) 是 X 的相对于B 的共轭元当且仅当N I L

2
D (B D X ) 且满足下面的等式:
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k
(1)
B ( Nb) = 0,   P b I B ,

k
(2)
B ( N ª ba) = DaXED ( b ) ,   Pb I B , a I X G B ,

k
( m+ 1)
B ( N ª b1a1 ª , ª bmam) = 0,   P b1, ,, bm I B ; m \2,

其中 a1, ,, am I X G B , kB 是由EB 诱导的累积函数# 

证明  由于 ED 是忠实的且ED = EDEB 我们得到:等式( 1)等价于

  EB ( Nb0X ,Xbn ) = 6
n

j= 1
ED ( b0X ,bj- 1) EB ( bjX ,Xbn)# ( 4)

设 N是X 的共轭元# 

  k
( 1)
B ( Nb ) = E

(1)
B ( Nb) = 0,   P b I B ,

且

  k
( 2)
B ( N ª ba ) = E

( 2)
B ( N ª ba ) - k

( 1)
B ( NEB ( ba) ) =

    EB ( Nba) = DaXED ( b )# 

要证明第 3个等式我们对 m \ 2进行归纳# 

当 m = 2, 我们有:

  E
(3)
B ( N ª b1a1 ª b2a2) =

    k
(1)
B ( NE

(2)
B ( b1a1 ª b2a2) ) + k

(2)
B ( Nª b 1a1EB ( b 2a2) ) +

    k
(2)
B ( NEB ( b 1a1) ª b2a2) + k

(3)
B ( Nª b1a1 ª b 2a2) =

    Da
1
XED ( b1) EB ( b2a2) + Da

2
XED ( b1a1) EB ( b2) +

    k
(3)
B ( Nª b1a1 ª b 2a2)# 

注意到N是共轭元, 故有

  k
( 3)
B ( N ª b1a1 ª b2a2) = 0# 

现在假设等式对于 [ m- 1的数成立,那么

  EB ( Nª b 1a1 ª , ª bmam) =

    6
1 [ j [ m+ 1

k
(2)
B ( NE ( j- 1)

B ( b 1a1 ª , ª bj- 1aj- 1) ª

    bjajE
( m- j)
B ( bj+ 1aj+ 1 ª , ª bmam) ) + k

( m+ 1)
B ( Nª b 1a1 ª , ª bmam)# 

由于 N是X 的共轭元,并由( 4) ,知:

  k
( m+ 1)
B ( N ª b1a1 ª , ª bmam) = 0# 

易见上述过程是可逆的, 故它的逆命题也成立# 

现在我们来证明定理# 

定理 1. 5的证明  由于 JD ( X :D ) 是 X 相对于D 的共轭元,并且D [ X ] 与 C 是自由的,故

Pc I C

  ED ( EC ( JD ( X : D ) c) ) = EDE
(2)
C ( JD ( X :D ) ª c) =

    ED ( k
(2)
C (JD ( X : D ) ª c) + k

( 1)
C ( JD ( X : D ) c) ) =

    ED ( JD ( X : D ) c) =
由[ 6,定理3. 6]

0, ( 5)

且由 ED 是忠实的,故 k
( 1)
C ( JD ( X : D ) ) = 0# 

  k
( 2)
C ( JD ( X : D ) ª eX ) = k

(3)
C ( JD ( X : C ) ª e ª X ) +

    k
(2)
C ( k

(2)
C ( JD ( X : D ) ª e) kC ( X ) ) + k

(2)
C ( JD ( X : D ) kC ( e) ª X ) =
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    k
(2)
D ( JD ( X : D ) ED ( e) ª X ) = ED ( e) , ( 6)

其中 e I C# 第一个等号成立是因为 kC 满足累积性质(参见[ 8, Definiton3. 2. 1] ) ,第二个等号

是由于引理1. 7# Pm \ 2我们有:

  k
( m+ 1)
C ( JD ( X : D ) ª e1a1 ª , ª emam) =

    k
( m+ 2)
C ( JD ( X : D ) ª e1 ª a1 ª e2a2 ª , ª emam) +

    6
PI NC( m+ 2)

| P| = 2
2y

P
3

C

kC ( P) ( JD ( X : D ) ª e1 ª a1 ª e2a2 ª emam) ,

其中 e1, ,, em I C ; a1, ,, am I X G ( C ) ,其中的符号同[ 8, Definition 3. 2. 1]# 再次利用累

积性质和定义 2. 2拆分每个 eia i最终得到:

  k
( m+ 1)
C ( JD ( X : D ) ª e1a1 ª , ª emam) = 0# ( 7)

由( 5)、( 6)、( 7)式和引理 2. 3得 JD ( X : D ) 是 X 的相对于 C 的共轭元# 又因为共轭元是唯一

的,故 JD ( X :D ) = JD ( X : C )# 

下面我们将找到标准半圆元的共轭变量# 一个自伴元 S称为标准半圆元若它的典则形式

是 K* (1) + K(1) , 也即 S 满足k
(1)
D ( S ) = 0; k(2)D ( S ª dS ) = d; k

( m+ 1)
D ( S ª d1S ª , ª dmS )

= 0, m \ 2, 其中 d, d1, ,, dm I D [ 4] , [ 8]# 这样不难看出有以下命题# 

命题 1. 9  令 S = S
* 是 D_值随机变量# 它是标准半圆元当且仅当 JD ( S: D ) = S# 

证明  由引理 1. 8立即可得# 

2  算子值自由 Fisher 信息量

定义 2. 1  (M , ED , D ) , B 同上, X j = X
*
j I M , 1 [ j [ n,定义 X 1, ,, X n 相对于B 的

D _值自由 Fisher 信息量为

  5
* *

( X 1, ,, Xn: B ) :=

    6
1 [ j [ n

ED ( JD ( X j : B [ X 1, ,,
C

X j , ,, X n] ) JD ( X j : B [ X 1, ,,
C

Xj , ,, Xn ] )
*
) ,

若 JD 存在,其中
C

X j 表示把 X j 从列中去掉# 

命题 2. 2  设 C 和D [ X ] 在(M , ED ) 中是 D _自由的,那么

  5* * ( X : C ) = 5 ** ( X : D )# 

证明  直接由定理 1. 5得到# 

推论 2. 3  设 X 和 Y 在(M , ED ) 中是 D_自由的,那么

  5* * ( X , Y: D ) = 5 ** ( X : D ) + 5* * ( Y: D )# 

下面我们将证明命题 2. 2和推论 2. 3的逆也是成立的# 我们首先推广Voiculescu 自由梯

度的概念(见[ 9] )# 

设A , B 是 von Neumann子代数且是代数自由的(模D ) ,定义导子 DA, B :A D B y (A D

B ) ª (A D B ) 如下

  DA : B ( a ) =
a ª D 1- 1 ª Da,   若 a I A ,

0,         若 a I B# 

定义 2. 4  N I L
2
D (A D B ) 称为(A , B ) 的自由梯度, 若它满足:

  ED ( Nm) = (ED ª ED ) ( DA : Bm) ,
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Pm I (A D B ) , 把它记为 jD (A : B )# 

容易看出 jD (A : B ) L A 其中内积是由ED 诱导的# 

引理 2. 5  若 JD ( X : B ) 存在,那么 jD (D [ X ] : B ) = [JD ( X : B ) , X ]# 

证明  类似于[ 3]中命题 5. 10的证明# 

引理 2. 6[ 9]  以下叙述等价:
1) A , B 是D 自由的;

2) jD ( A : B ) = 0# 

证明  由引理 1. 7# 

下面的命题与命题 2. 2,推论 2. 3一起描述了合并自由# 

定理 2. 7  X = X
* I M , Y = Y

* I M , 那么:

( � ) 若 5 ** ( X : B ) = 5* * ( X :D ) 存在, 则 X 和B 是D _自由的;

( � ) 若 5 ** ( X , Y: D ) = 5* * ( X : D ) + 5* * ( Y: D ) 并且都存在,那么X 和Y是D_自由

的# 

证明  ( � ) 由于

  JD ( X : D ) = EDJD ( X : B ) ,

及 5* * ( X : B ) = 5 ** ( X : D ) , 我们有:

  ED ( JD ( X :D )
*
JD ( X : D ) ) = ED ( JD ( X : B )

*
JD ( X : B ) ) ,

且 JD ( X : D ) = JD ( X : B ) , 由[ 5, 命题 2. 6. 4] 并注意到 ED 是忠实的# 

于是

  j ( X : B ) = [ JD ( X : B ) , X ] =

    [ JD ( X : D ) , X ] I L
2
D ( W

*
( X ) D D ) ,

因此有 j (D [ X ] : B ) L D [ X ] , j (D [ X ] : B ) I L
2
D ( W

*
( X ) D D ) 且 j (D [ X ] : B ) = 0, 再由引

理2. 6即得结论# 

( � ) 令A := D [ X ] , B := D [ Y] , 就有

  5
* *

( X , Y: D ) = 5
**

( X : B ) + 5
* *

( Y:A ) =

    5* * ( X :D ) + 5 ** ( Y :D )# 

又因为

  5* * ( X : B ) \ 5* * ( X :D )   (作为D 中的正元) ,

  5
* *

( Y :A) \ 5
* *

( Y: D ) ,

故

  5
* *

( X : B ) = 5
* *

( X :D ) ,

  5* * ( Y :A) = 5* * ( Y: D )# 

再由( � )结论得证# 

命题 2. 8  令 X1, ,, X n I (M , ED , D ) 是自伴的, 那么

  5* * ( X 1, ,, Xn: B ) 6
n

j= 1

+ED ( X
2
j ) + \ n

2
I# ( 8)

当 Xj 都具有典则形式 K* (1) + K(1) ,且 B , X 1 , ,, X n 是D _自由时上式等号成立# 

证明  用 B j 来记B [ X 1, ,, X j- 1, Xj+ 1, ,, Xn ] , 我们有:

  6
n

i= 1

ED ( J ( X i : B i ) J ( X i : B i )
*
) 6

n

j= 1

+ED ( X
2
j ) + =
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    6
n

i, j= 1

ED ( J ( X i : B i )J ( X i : B i )
*
) +ED ( X

2
j ) + \

    6
n

i= 1
ED ( JD ( X i : B i ) ) 6

n

j= 1
ED ( JD ( X j : B i ) )

* \ n
2
I# 

第二个结论可由命题 2. 6推出# 事实上由 B , X 1 , ,, Xn 是D _自由的知 5* * ( X 1, ,, Xn :

B ) = 5* * ( X1, ,, Xn : D )# 
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Free Fisher Information and Amalgamated Freeness

MENG Bin,  GUO Mao_zheng,  CAO Xiao_hong

( LMAM, School of Mathema tica l Science , Peking Univ er sity , Beijing 100871, P . R . Chin a )

Abstract: The notion of operator_valued free Fisher information was introduced. It is a generalization

of free Fisher information which was defined by D. Voiculescu on tracial von Neumann algebras. It is

proved that the operator_valued free Fisher information is closely related to amalgamated freeness, i .

e . the operator_valued free Fisher information of some random variables is additive if and only if these

random variables are a free family with amalgamation over a subalgebra. Cramer_Rao inequality in op-

erator_valued settings is also obtained.

Key words: Hilbert C * _module; operator_valued random variable; free Fisher information
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