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摘 要

本文借助于子结构技术解决了大变形橡皮环和弹性薄极 具有摩擦的接触问题
,

研究了摩 擦 系

数
、

极厚对橡皮环变形的影响
。

有限元分析橡皮构件
,

至今仅限于简单的几何形状和边界条件 “ ’。 因为在 橡 皮 材 料的

分析中存在许多困难
.

第一
,

橡皮材料的应力应变关系(一般可借助于三个应变不变量表示)

是一个非常复杂的非线性函数
; 第二

,

当有力作用时
,

橡皮构件的变形
,

一般伴随着大的位

移和大的应变
,

所以应变位移关系也是非线性函数 ; 第三
,

橡皮在变形过程中
,

橡皮的体积

没有明显地改变
,

这种材料在数学上被看作不可压缩的
。

对于不可压缩材料
,

应力张量不能

由变形唯一地确定
,

当计算应力张量时
,

不影响变形的静水压力必须考虑
.

由于几何和物理

的非线性
,

离散后 由虚位移原理得到的是非常复杂的非线性方程
.

应用 N ew to n 一 R a ph s o n 方法
,

可将非线性方程线性化
,

得到具有几个零对角元 素 的切

线单元刚度矩阵
.

应用惩罚函数的方法
,

对角元上的零元素消失了
‘么, .

这方法的优点是编制

程序简单
,

缺点是为了确保迭代过程的收敛
,

要适 当地选择惩罚函数和惩罚因子
.

这个方法

对于分析接触问题是没有效的
,

在文献〔3〕中提 出了超级单元方法
,

由此方法
,

将 橡 皮结构

分成几个超级
一

单元
,

侮一个超级单元由文献〔4 〕中的方法处理
,

最后得到类似于可 压 缩材料

的对称带状切线刚度阵
.

借助于本文提出的方法
,

分析了橡皮环和线性弹性薄板具有摩擦的接触问题
.

有许多文

章处理小变形接触问题
,

它们的平衡方程是建立在未变形的构型上
.

大位移和大应变的平衡

方程是建立在变了形的构型
_

L得到的
,

弹性体之间接触位置的改变必须考虑
,

对于大变形接

触问题又增加了这些新的困难
,

本文给出了板环问题的详细计算步骤
,
以及摩擦系数

、

板厚

和接触区域的影响
。

一
、

橡皮环有限单元模拟

橡皮环通常被分成有限个单元
,

单元内的位移{u
,

好
,

由单元节点位移 {D
。

}描 述
,

橡皮

环服从 M o o n
ey

一 R iv li n
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,

它的应变能函数是
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其中 1
1 、

几
、

I
:

是第一
、

二
、

三应变不变量
,

P 是静水压力
,

cl
。

和 c0 : 是依赖于材料性质的

常数

此外

.

应用虑位移原理表示 个单元的平衡方程

丁
: 。

〔““
·{ : · , d厂一 {“ }

(1
.

2 )

在一个单元平均意义上满足可不压缩系件
,

即

{
: 。

(‘
3

一 1 , d 犷一 。
(1

.

3 )

其 「{
1〔B

。

〕f幻方程

{乃。
。

}= 〔B
。

] {乙D
。

}

确定
,

{D
。

}是单元节点位移
,

{。
。

}是
一

单元应变
,

{ : 。 }是单元 K i r ehh o ff应力

(1
.

4 )

{ : 。

}
0U

口{e
。

}
(1

.
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灌F
。

}是广义节点力
,

厂
。

是变形的单元体积
.

因为问题是高度非线性的和不可 逆 的 (如果考

虑摩擦 )
,

我们选择联合的增量和迭代法
,

迭代法
,

我们选择 N ew to n 一 R a p h s o n 方法
.

对于第 , 步载荷
,

单元
e 的虚功原理是

【
T ,

[凡〕f{
: 。 }

。
、: 二 { :

。

}
,

二 {:
。

}
, 一 ,

+ {八尸
,

}
。

J 厂 e

(1
.
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平衡方程 (1
.

6) 的载荷余量魂兄 }。是

{*
。

}一
‘

【
二

〔凡〕军
二
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。

}
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。

}
。

J 厂 e
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这里 。 表示迭代次数
.

由 N o w to n 一 R a ph s o n 过程
,

我们可由笼八尺
。

标 必须满足的方程

遥A R
e

}。 二 一 {R
。

}。 (1
.

8 )

来确定 {八D
。

}。
,

(八P
。

)
。

不可压 缩条件 (1
.

3) 也必须迭代地考虑
,

余量 (
r ,

)。

(r
。

)。 ==

和余最增量 (八
r 。

)。可表示为

{
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那么我们有单元切线刚度矩阵

、.卜」
抓De}川八
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组装所有单元矩阵
,

我们得到结构切线刚度矩阵
.

! 〔
“〕 「兀〕

!万
‘“D ,卜一

干‘
“‘’不

l 〔K 」, 〔o〕J
、

{△P} , 、

{R
‘

}少。
(1

.

1 2)

右端上标的 l和 i 分别指的是载荷余量 {R ‘}和不可压缩余量{Ri }
.

由适当的边界件条
,

方程 (1
.

1 2)可迭代地求解
,

} (1
.

1 3 )

直到余量{R ‘}和

如果方程 (1

{D }。
十 :
= {D }。 + {A D },

债P }。
、 、

= {P}。 + {AP }。

{R ‘}足够小
.

,

1 2 )的 系数矩阵是奇异的
,

我们就不能解方程 (1
,

1 2)
·

辫别奇性的某些条件
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由下面两个定理给出
:

定理 1 方程 (1
.

12 )的系数矩阵是奇异的
,

如果 I> N
,

即
,

如果不可压缩约束 的数 目

I (即单元的个数) 大于自由度数 N ;

定理 2 仅有内部自由度的方程 (1
.

12)
,

其系数矩阵是奇异的
。

两个定理的证明见文献〔4 〕
。

二
、

板和环间的接触问题

本节的目的是分析位于刚性光滑基础和弹性圆薄板间的橡皮环的接触问题
,

弹性薄板受

均布载荷 q ,

如图 1

橡皮环的分析由第一节给出
,

板的分析可由通常的有限单元法给

出
.

由于 未 知 的 接触条件
,

接触

问题不得不迭代地求解
。

一般过程

是这样
:

首先假定某些接触条件
,

分析板和橡皮环
,

然后校核假定的

接触条件
.

在迭代过程中
,

接触条

件被重新修改
,

直到相继两次分析

的结果足够接近
.

收敛性还没有证

{{{ 1 1 { l { l } l { ...卜书l } { { l
‘

l }}}
}}}

’ : ’ · ’ 七 巴
·

口口 , l
· · ·

一一

jjjjj 叼叼狡狡狡狡
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光滑表面

图 1 板和橡皮接触问题

明
,

但外载荷处理成增量的 ; 我们 可 预 期 收

敛
,

由下面处理的例子可看出
。

为了更具体
,

让我们分析一个典型的可能

接触点 A
,

如图 1 和图 2 可示
·

对于橡皮和板

间的接触点
,

存在三个可能性
,

径向可动
,

径

向不可动和分离
.

1
、

接触点条件

( 1 ) 接触非滑动

这种情况发生在当接触法向力是压力
,

(如图 2 )

U 月 = 功孟

一f
, ,

= f
, 。> 0

图 2 板和橡皮模型的接触点

接触剪力小于法向压力和摩擦系数 拼的乘积
,

即

“, = 0 当 }了, / f
, 。

}( “

(2
.

1)

(2
.

2 )

(2
.

3)

(2 ) 接触滑动

这个条件满足方程

了。= 士好, (2
.

4 )

其方向与 “, 斗 0 相反

( 3 ) 分离点 A

条件是

叨‘> 口孟 (2
.

5)
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庄卫 如均边界
一

力等于零
,

即

f
, , ~ f

, 。二j
, 。

= O (2
.

6 )

2
、

接触问题的矩阵描述

将橡皮模型的未知位移 {D }
,

分成对应于可能接触点的轴向位移 ({D }
。
) 和其余 的 位移

({D }
,

) 我们把方程 (1
.

1 2)重写为

rsewe才

l于1|i�〔S〕
fL

。 」
。。

}〔
·

夕〕;
,

L 「r 〕T〔K 〕
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。 ,
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, ,
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〔K 〕
。
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,

〔0 〕
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。
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·

}
{A”卜 }一}{

“‘

卜 {
{AP } J,

r

L{刀
‘

}
,

j

(2
.

7 )

应指出
,

一

可能接触点的径向位移增量包括在{△D }
,

中
,

而不是在笼八D }
。

中
,

在接触点处的增

景轴向位移
,

板和橡皮是一样的
.

对于板模型
,

由有限元法
,

我们有线性关系

[s 卫以A D }
。
= {A F }c

. ·
,

(2
.

8 )
一

即 11 {A1 尹}
。

是对应于 {八口F
。

的增量载荷
,

最后假定所有{D }
。

中的自由度处于 接触
.

得到祸

和方程

、.了了

OU
.

,“
J了..、

仍

l
奋...JrflZ

!
一一一

、

协

l
夕J...

丸[Kj.川丸丸[KjT
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。
+ 〔S 〕忿

。

〔S 〕f
,

’

〔K 卫

{A D }
。

{AD }
,

笼八P }

{R ‘}
。
一 {F 全忿

{招 }
,

一 {F 卜票

{R ‘}

r‘..才

l
爪

、......J

兰
、

接触问题的子结构方法

、

板超级单元 我们考虑的板是轴对称圆板
.

一

仁S〕{D }二 {F }

由有限元法
,

我们得平衡方程

假定
,

如图 1 ,

接触唯一 可能在节点序号 了以后的点
.

可能接触的向量 {D }
。

和其余 自由度向量{D }
, .

定义如下
,

、

{D }百= {功 z ,

四 , 十 , ,

⋯
,

。 , }

{D }畜= {功
,

口
, ,

⋯
,

。 , 一 , ,

口, 一 , ,

口, ,

0 , , , ,

⋯
,

我们重新写板平衡方程 (3
.

1) 为

(3
.

1 )

将平板位移{D }的警个 向量分成

口, 卜

(3
.

2 )

(3
.

3 )

f
Z、t飞.通d

[S 〕
e
材

〔S卫
,

哆〕
。 ,

〔S〕, ,

{D }
。

{刀}
, }

一

{
{F }

· + {F }
。 ’

下
{F }

, 少
(3

.

4 )

笼尸 }
。 ,

!挂橡皮作用于板的载荷向量
,

解方程 (3
.

4 ) 的第二个方程
,

有

王D }
,
二仁S 〕万毒({F }

,
一 仁S〕苍, 笼D }

。

) (3
.

5 )

巨亏]忿
‘

{D }
。
= {户}宫

. 、

( 3
.

6 )

其中

〔夕〕少
‘

= 〔S〕
c 。
一〔S 」

。 , 仁S〕不毒〔S 〕苍
,

.

( 3
.

7 )

{户}忿= {F }
。

+ {尸 }
c ,

一 〔s 〕
。 ,

仁s ]不孟{尸}
,

‘

( 3
.

5 )

当接触位移 {D }
。

己知时
,

依据方程 (3
.

5)
,

(3
.

6 )橡皮作用于板的内部接触力由下式确定

{F 卜
。 ,

= 仁夕〕忿
‘

{D
.

}
。
一 {F 卜

。
一〔S〕

。 , 〔S〕不毒{F } ,
(3

.

9 )

2
、

橡皮超级单元

、

仿上述方法
,

将方程 ( 1
.

12 ) 分成下面方程
,



橡皮环大变形接触问题

[ S〕
。 。

{△D }
。
+ 〔匀

。 ,

{△D }
,

+ [ K 〕
。

{Ap }二 一 {R ‘}
。
+ {F }

。 ,

〔S〕誓
,

{A D }
。

+ [ S〕
, ,

{A D }
,

+ 〔K 〕
,

{AP }二 一 {R ‘}
,

+ {F }
, ,

仁K ]荟{AD }
。
+ 〔K 〕了{AD }

,

二 一 {R ‘}

板作用于橡皮的力{F }
。 , 和 {F }

, ,

是轴向和径向载荷
.

解方程 (3
.

1 0 )
,

(3
.

1 1)
,

(3
.

1 2 )得

J AD }
,

= 一 [S〕; 声(({R
‘}

,

一 {F }
, ,
) + [ S ]答

,

{△D }
。
+ [K 〕

,

{A户})

{态夕卜〔又〕
一 ‘
({尸

‘}一 [尤〕了[ s 〕石J({尸
‘}

,

一 {F }
, ,
)

+ (〔K 〕省一〔K 叮〔S 井姿〔S 井
,

){A D }
。

)

其中

〔元」
一 ‘= [ K 〕丁仁S 〕石声〔K 〕

,

最后得超级单元关系

〔考〕二
。

{△D }
。
= 一 {左‘}

。

其中

〔夕〕艺
。
== 〔S〕

。。
一〔S〕

。 ,

〔S 〕二粱〔S 〕省
,

24 3

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1)

(3
.

1 2)

(3
,

1 3)

(3
.

1 4 )

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6 )

+ (〔K 〕
。
一〔S〕

。 ,

〔S 〕:声[ K 〕
,

)〔又〕
一 ‘
(【K 鳍一〔K 〕犷〔S 〕;者〔S 君

,

) (3
.

2 7)

{灵‘}
。
二 ({R

‘}
。
一 {F 蛋

口,
)一〔S〕

。 ,

[ S 井者({R
‘卜一 {F }

, ,
) + ([ K 〕

。

一〔S 〕
。 ,

〔S 井盗[K 〕
,

)〔又丁
‘

({R
‘}一〔K 叮〔S 万袭({R

‘卜一 {F }
, ,
)) (3

.

1 5 )

如果橡皮模型被分成许多单元
,

那么子结构方法可以减少仁元〕的阶数
.

如果这样作
,

必

须考虑定理 1
,

2 所给出条件
。

3
、

超级单元系统

在这节描述中
,

令仅有两个超级单元
,

板和橡皮超级单元
,

那么把 方 程 (3
.

6) 和 (3
.

1 5)

联合起来
,

我们有

([ 夕〕二
。
+ 〔夕〕忿

c

){么n }
。
= 一 {户

‘}
。

(3
.

2。)

其中刚度矩阵由 (3
.

7)和 (3
.

17 )式定义
.

右端载荷元余量{户
‘}

。

由下式给出

{户
‘}

。
= {左‘}

。
一 {户}二

,

(3
.

2 0)

右端项的具体定义 由(3
.

15) 和 (3
.

5) 式给出
,

同时内部轴向载荷{F h , 二一 {F 卜
,

对消了
.

解

方程 (3
,

19 )
,

得到位移{△D }
。 ,

那末由 (3
.

14 )给出{△P}
,

橡皮其 余 自 由 度{△刀 }李’ 由方程

(3
.

1 3 )给出
,

最后板模型的其余 自由度{△D },
由方程 (3

.

5 )给出
.

由 (3
.

的式给出{F }
。 ,

或由

(3
.

10 )式给出{F }
。 , ,

可计算轴向内力
.

四
、

计 算 步 骤

在上面的描述中
,

求解方程的增量迭代方面还没有详细地叙述
,

所以我们将给出更具体

的计算步骤如下框图
. ‘
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给 定 {]] 始 载 荷 碱一 开

月〔一 增 加 一 载 荷 增 量 一
是点点触动滑接有非可

触移格按位网环的向据径板的根分

( 1 )

( 2 )

{
N IT 二O (迭代次数)

l
(3 ) N IT 二N IT + 1

求 位 移 和 压 力 的

增 量
,

最 后 得 全 最

{
否

<
增 量 是

一

舍足 够 刁
·

)
l是

件变条改由�匕匕拓翎川奋目接问与较解比( 4 )

{
不 否

}
是 / 你 枷、, 、 牌 二 不 汉 ,

赤 \
-

日~ / ‘ : 、 材 T甲 _
、 J 试 川火 习 ; ‘了

一 沪匕 门 匕、 奋又 /
一

、 、 。 了 ” 二 二

一、 / 、

上
是

\
/

了是 否 最 后 的 载 荷
、

否

夕一
J旦
丰儿

( 6 ) 调 整 最 接 近 板

端 的 节 点 橡 皮 模 型

最 后 的 接 触 点

是 否 满 足 要 求

{
是

( 1 ) 在前一个载荷水平元上增加一增量
,

固定作用在板上的外载荷水平 (强度时
.

在

这个增量之前
,

正如下面解释的
,

板和橡皮接触点间没有相对径向位移
,

所以我们的初始接

触假定是
,

到处接触无滑动
。

( 2 ) 如果任意一接触点发生了径向位移
,

那么板的模型就要改变
.

为了使板节点位置

等于移动了的对应橡皮节点的径向位置
,

这点在图 3 中指出了
.

石又,部分分成相等的等分
,

其网格尺寸的大小
,

要 与
‘

牙万部分有相同的量级
.

如果
r 刀+ 。D > r , ,

那么橡皮模型的接触点C

成为自由的
.

如果 r 。 + u 。< 物
,

那么接触点 C 仍然对应点 B
,

这个特殊的点更精确的处理在

最后一步载荷
.

( 3 ) 依据当前的橡皮模型和当前的位移和压力
,

就能计算 (2
.

9 ) 式其余的系数矩阵和

右端余 向量
.

对于当前假定非滑动的接触点
,

在{八D }
,

中的对应径向位移
,

由通常的求解 技术
,

强迫

等于零
,

对于当前假定是滑动的接触点
,

(3
.

1 1) 式中的右端向量{F 卜
, ,
的非零元 素 由(2

.

4 )

式计算
.
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图 3 板重新划网格 (
·

变形前节点
,

X 变形后节点 )

增量位移和压力借助于 (3
.

1 9 )
,

(3
.

1 4 )和 (3
.

1 3 )式计算
.

(4 ) 检验接触假定
.

实际的修改要依据二节 1段
.

( 5 ) 对于 N IT 二 1 的检验
,

意味着在每一步载荷水平上
,

板和橡皮之间的 平 衡 完全

被满足
,

除最后一个板节点
.

(6 ) 在最后一步修改橡皮模型
,

使移动了的节点符合板的最后一个节点的 径 向 位 置

J = B
.

选择最近的橡皮模型的节点
.

这样作可能放松一个接触点
.

最后转到步骤 (3 )去考虑

这个修改
,

这个修改
,

证明有一点点影响
。

五
、

例 题 结 果

在二节 1 段中由图 1 所示的例子
,

是我们将要给出的结果
,

这结果对应于不同的摩擦系

数
,

不同的板外径
,

但橡皮尺寸不变
.

摩擦影响的参数研究
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图 4 未变型有限单元模型

第一个例题初始网格和尺寸在 图 4 中给出这里也由 A 一A
,

B 一B
,
C 一C

,

指出
’

将 要 给 出

应力的初始位置
·

问题的参数是

一弹性模量 E = 2
.

o x l0
7
k g /c m

Z
, ‘

泊松比
, = 0

.

3

M o o n e y 材料
e :。

= so p s i = 5
.

6 2 4 6 5 kg 八m 恋

e 。,
= Z o p si = 1

.

4 o6i 6 k g /
e m

Z

摩擦 系数 拼= 0
.

0 , 0
.

0 5 , 0奋1 0 和 0
.

1 5

作用于板的外载荷 q = g k g /c 矿
’飞-

图 5 给出了摩擦系数对所得位移的影响
.

轴向法向应力 几 的应力分布如图 6
.

其 位 置 在未
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变形的物体中
,

如图 4 所示
.
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图5 不同摩擦系产生的位移
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图 了 完金被复盖的位移

2
、

板接触区域的影响 1
。

2 0

在第二个例子中
,

我们想了解在变形状态

板完全复盖着橡皮环叼影响
.

板厚再取 o
.

sc m

外载荷 q ~ s kg /c m
“,

用二个摩擦系数拼= 0
.

0
,

和 拼二 0
.

10
,

产生的 变形如 图 7
.

对应于变形

的应力分布如图 8 所示
.

通过整体平衡计算可以校核结果的精度
。

对于 群二 0
.

0 的情况
,

如原来处理 的 和图 5 给

出的有

0
.
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图 8 完全复盖橡皮环的轴向应力
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