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摘 要

木文讨论了当薄板受到反复加载时由于存在鲍兴 (B
a
us ch in g e r

) 效应必须运用各向异性强化

模型
.

文中导出了在线性随动强化时如何用广义力及广义塑性变形来表示薄板的加载条件
,

并讨论

了可推广应用于非线性随动强化及混合强化 (M ixe d H ar den in g ) 情况
.

最后还以圆板为例进行了

数值计算给出了计算结果
.

一
、

月11 吕

通常
,

我们利用等向强化模型来进行塑性分析
.

但当应力有反复变化时 需 要 考 虑鲍兴

效应
,

此时应用等向强化模型已不适合
,

需要应用各向异性强化模型
.

这种 模 型 有 普拉格

(P r a g e r ) 的随动强化模型 t‘〕以及齐格勒 (Z ie g le r
)
’“’莫洛兹 (M

r o
、

z
)
〔“’的强化模型

.

当同时

发生等向强化与随动强化时 (即屈服面和加载面发生又扩大又移动的情形) 一般就称 之为混

合强化模型
〔弓’.

这些模型可以处理一些各向异性强化问题
〔”〕,

便于适应各种材料迥然不同的

强化性能 (或软化性能)
,

它可用于何任的复杂加载路径包括循环加载
,

当我们用各向异性
.

强化模型确定了某构件在循环加载下的应力
、

应变场
,

就便于在此基础上估算 该 构 件 的寿

命
t . ’.

本文的工作就是将各向异性强化模型应用到薄板的塑性分析中去
·

文中我们首次导出了

在各向异性强化条件下用广义力及广义塑性变形表示的薄板弯曲的屈服及加载条件
,

有了这

些公 式可以方便地进行薄板的塑性分析
.

二
、

随动强化时的本构关系

1
、

屈服与加载条件

初始屈服件条(密西斯条件 )为
:

f(a
‘, )= 3 5 . , : ‘,

/ 2 一 a 卖= Q

相继屈服件条或加载条件

(2
.

1)

.

卢文达推荐
.
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f (a
‘, ,

a ‘,
)二 3 (

; ‘, 一 a ‘, )(
: ‘, 一 a ‘,

) / 2 一 a : 二 o

_

仁式中: ‘, 为应力偏 鼠
,

a , ,
为屈服面中心在应力空间中移动的距离

.

2
、 、

普拉格 (氏雌er )伪随动规律

(2
.

2 )

d (a
‘,
)二H d 。犷,

人中如厅为常数便为线性随动强化
,

此时

(2
.

3 )

a ‘, 二H 心 (2
.

4 )

如H 与当时的应力状态应变状态有关则便为非线性随动强化
.

「“.’,
; , ,

a ‘, = J
。
月 “ ￡ (2

.

5)

今讨沦线性随动强化模型
,

在此基础上也可推广应用于非线性随动强化的情况
.

阿值与材料性质有关

厅 ~ ZH
’

/ 3 (2
.

6)

11
’

是 单向拉伸时刚塑性模型线性强化时的一个斜率 (见图 1 )
.

加载条件方程 (2
.

2 )如以主应力状态表示可写为
:

了~ 托 (口
:
一 H 。

约一 (a
:
一H 吐)〕

“
+ 〔(。: 一 H 。约一 (。

3
一 H 此)了

十仁(汀
3一H 心)一 (口

,
一H

。
里)〕

2

卜/ 2 一 a名= O (2
.

7 )

3
、

塑性势流动定律

“·“一以
戳 (2

.

8 )

功为塑胜势

(2
.

9 )
‘J气于
.

J一
口,几

d一一召d

即为与密西斯屈服函数相关连的流动定律
.

4
、

一致性条件 (C
o n s is te o e y C o n d it o n

加载后应力点必须仍保持在力f!载面上
.

综合以上诸条件
,

可得

了奋,、、、,产

af
口a *‘

da 配

口f
(2

.

1 0 )

口J , ,

当我们讨论平而应力状态时
,

为了简化问题我们常常直接从应力子空间中导出
,

则加载

条件为
:

f
,
二 〔口

; 一H
“
全)

名
一 (J

:
一 H 。

萝) (J
:
一 H 。

约 + (二
; 一 H 。雪)

‘一。 : 二。

此时塑性应力应变关系为
;

(2
.

1 1)
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(2
.

1 2 b)

中其
歇da

Z

此众)
‘

〕
(2

.

iZ e
)

++口、、,/d
.

11
� l产

Ja
11口口

.

1尸1、
.

2tJ
·

a
,
钊
产了Ja
‘
子J民

.

已
.

头/了‘、口
.

已a头!"r
月

welL
,几

.J几dd
一一一一一一时时刀

刀甘dd

三
、

薄板的屈服与加载条件

对于线性随动强化模型
,

圆板在轴对称载荷作用下其初始屈服条件为
:

F (对
, ,

M ,
) = M 票一M

r

M , + M吞一M 二= o
‘

(5
.

1 )

式中 M
, 、

M
,

分别为径向与周向弯矩
,

M
,

= 尸aa / 4
,

h 为扳厚
.

其相继屈服或加载条件为
:

F (M
。

,
,

K 忿,
) = (M

,

一 CK 犷)
“
一 (M

,

一CK 犷) (M
, 一 C尤李) + (M

, 一C K 李)
“

一M : 二 0 (3
.

2 )

其中 C = H h
Z

八2 ,

K 犷
、

K 盆表示薄板变形后中面的径向与周向的塑性曲率
.

( 3
.

2) 式可推证如

下
:

由方程 (2
.

12) 可得

九全= d刀仁2 (a
,
一 H

。
宝) 一 (a

:
一 H

。竺)」

d 。雪= d几‘[ 2 (a
:
一H

。
雪) 一 (a

:
一H

。
犷) 〕

山全二 d K 犷
: ,

山雪= d K 全
·

z

(3
.

3 a
)

(3
.

3 b)

所以
d K 翌
d K 蜜

(3
.

3 e
)

叮值与z
无关

。

将 (3
.

3 a
) 及 (3

.

3 b) 代入 (3
.

3 e
)可得

一 H
￡

一 H ￡

一 (J
Z
一 H 心 )

一 (a
:
一 H

。全)
~ 刀

化简可得
:

a ,
一H e

几一H
e

2粉一 1

2 十叮
二 f ;

(刀) (3
.

4 )

代入 (2
.

n ) 式
,

可求得
:

(a
Z
一 H 心 )

2
二

a 二
i 一f

;
(刀) + f圣(。)

(a
:
一H

。全) = 士f
:

(功。,

, j _ _ 、 1
J Z L刀) 一 一, 一 一

二 二

衬
t 一

, 二丁 二 ; 二

习 1 一 J
, (刀) + J丈(刀)

(3
.

sa
)

(3
.

sb )

代入 (3
.

4 ) 式
:

(a
;
一H “) = f , (刀) (a Z 一H 时) == 士f

: (仃) f : (刀)a
.
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或 (。
1一H 吐)二士了

3

(l7) 几

f
。

(刀) * f
,

(”)f
:

(刀)

以1 (3
.

5 a
)

,

(3
.

6 a
)可知 (a

,
一 H

e
犷)与位

2
一 H

e全)均与
: 无关

.

在板弯曲时由于小变形可不计轴向力作用
,

则可令

之> 0
,

a ;
一 H

。
兮= + a ,

a Z
一 H 吐= 十吼

: < O
,

a ,
一 H 时= 一 al

口:
一 H 君 = 一 a :

式中 a , ,

电是与 : 无关的正常数
,

它们应满足条件
:

a 至一 a , a :
+ a 委二 a ;

由 (3
.

7 )
,

(3
.

8 )可得
: > 0 a l

= a l
+ H

。
全

a :
二 a :

+ H
。雪

: < o a :
= 一 a ,

十H 君

口 2
= 一 a :

+ H 心

因 峡二K t
之 , 。雪二K 璧z

所以 : > o
,

.

a 、
= a l + H K 贾z

a Z
= a : 十H K 竺之

之< O a ,
= 一 a ,

十月K 贫2

a :
= 一 a :

+ H K 雪:

(3
.

6 a
)

(3
.

6 b)

(3
.

7 a
)

(3
.

7 b)

(3
.

sa
)

(3
.

sb)

(3
.

9 )

(3
.

1 0 a
)

(3
.

1 0b )

(3
.

1 l a )

(3
.

1 1b )

自

M
l
一

I二
, a l·d一

2

几

M
Z
一

I二
。 口2 ·d ·

】

所日 M
,
= a ,

h
Z

/ 4 + 刀K 全h
3

/ 22

M
Z
= a o

h
Z

八 + H K 七h
3

八2

12 a
)

1 2 b )

、、矛少、少、
了3Q自39目口八11

,

力,上a ;
一

层(
M二HK

’

a ,
一

屏恤
一

IIK
’

代入 (3
.

9 )式可得
:

(M
,
一 CK 亨)

么
一 (M

,
一 CK 兮)(M

Z
一CK 蜜)十(M

Z
一CK 雪)

盆
一M卜 o

式
,蔑“ C 二H h

3

八 2 ,

M
,

二人
么。

,

/ 4
.

此式与(3
.

2 )式同
,

证毕
.

对于矩形板可得相似结果 (推证从略)
:

(M
,
一 CK 婆)

“
一 (M

,
一CK 雾)(M

, 一CK 右) + (M
, 一 CK 右)

’

_ ,
. ‘

1 。 。
‘

、2 :

六
十 ”又ly1 ” 一 2

一

七八 ; ,

) 一 ‘V1 ; = 妙 (3
.

1 3 )
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四
、

数值计算实例
—

圆板的塑性分析

今用线性随动强化模型对简支边薄圆板进行塑性析分
。

设板的厚度为

布载荷P作用
.

一因
’

。,

= K
, : ,

娜二K , :

h
,

半径为R
,

受均

(4
.

1 )

K
,

一 一
d

z田

d r : K ,
d 田

d r (4
.

2 )

田 = 叨
.

+ 切 , (4
.

3 )

式中叫是板在垂直板面方向的位移
, e 、

P表示弹性与塑性
.

则

K
,

= K : + K 犷
,

K
,
= K 奋+ K 忿 (4

.

4 )

,工r
j.lfd

名功 .

d r Z

d 功
口

d r
(4

.

5 )

K 李二一
d

Z脚 ,

d r 么

K 篇二一

K 李二 一
d 山 ,

d r (4
.

6 )

由此可得塑性的相容方程为
:

d凡吝 _

d r 一
(4

.

7 )

设加载增量为八P
,

相应的用增量形式表示的平衡方程和相容方程为
:

d (八M
,

)
d r

d (么K 名)
d r

: (△M一△M
,

) 一 ;
△,

·

r

: (
△K , 一△K : )

.

(4
.

8 )

(4
.

9 )

根据塑性势理论建立的相关的流动定律为
:

d K 竺, = d月
口F

aM
。 ,

(4
.

1 0)

式中 F 函数可见 (3
.

2 )式
.

与推导 (2
.

1 2) 式相似的步骤可得

己
谧介

一

丈御
‘

入叼M勺
.

J

d K 李~
爵

,

(款
“M

·
+ 。

瓷
“

(4
.

1 1a )

d K
裁(

。

盟
“M

·

十。

瓷dM刁
C

I(
。

盟)
’
+

(
。

蹂)
“

〕
(4

.

1 lb )

将 (4
.

1 1 )式代入 (4
.

的式可得
:

/见产、rwe
l

l..J

了aF 、
\口M

尹 /
「了d 户

L\aM

口F

)
“
+

(
。

盆)
“

〕
“‘
半

, ,

aF

口M
f)

’ +

(
。

瓷)
么

]{吞!(
。

盟)
’

丽一(
。

双)
’
八M

·

〕
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+

抄
二

(蒜)(裁)}
一

{:r (成)l(潞)
八M

·
+

(歇》叫
+

(
。

瓷)[二
一

(歇)
八M

· +

dar (歇)
△M

·

]}[(款)
‘
+

(
。

沃)
“

〕
+ 2

(款)[( 蒜)
△、 +

(歇)
△、」l二

一

孟)(款)
, .

IJ
、
、J.了d / aF 、/

十 而
一

气丽
,

八
aF

aM
, (4

.

1 2 )

将(4
.

8) (4
.

12 )两式联立
,

即可求得在塑性区内各步载荷增量△p 下 M
,

才M
,

的增量 八M
, 、

△M
, ,

则弯矩便为上述增量与原有弯矩之和
。

同理可得塑性曲率值
。

总的计算过程
,

可先设圆盘中心处弯矩增量一个初值 △M
, ,

△M
,

(八M
,

二 八M矽
,

利用

四阶龙格库塔法求得各步长处相应的弯矩增量值
,

若算得边界上有 AM
,

二 o ,

则计算结果即

为所要求的解答
,

否则应不断调整中心处的初值
,

直到满足边界条件为止
.

显然解答精度与

所取步长及载荷增量大小有关
.

当 P= P
,

时 P
.

= 4
.

SM a/ R “,

圆
.

盘中心开始进入屈服点 (今设泊桑 系数 拼= 1/ 3 )
,

随着p

不断增加
,

圆盘的塑性区不断扩大
,

弹性区不断缩小
,

先进入塑性的那些地区随即先发生随

动强化
.

部分的计算结果如下 (计算时载荷增量取八P /P
:

= o
,

05
,

卸载时和第二次加载时取同样的

增量值 )
:

P / 夕
; 0

.

0

一

:::

1
.

0 0 0 0

2
.

4 15 3

D
.

4 14 8

一 0
.

0 8 8 0

一 2
.

4 2 3 9

0
.

0 7 9 3

1
.

0 4 9 4

2
.

4 1 7 9

0
.

9 6 0 0

2
.

3 17 1

0
.

39 7 4

一 0
.

08 5 2

一 2
.

32 42

0
.

0了8 1

!
.

00 9 4

2
.

31 98
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,

8 40 0
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.

0 3 7 8
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.
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一 0
.
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.
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.
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D
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.

5 6 2 3
_
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,
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一 0
.
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⋯
。

.
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- 一 0
.
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.
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r
0

.

0 1 1 7

1

0
.

3 7 1 7
.

0
.

B8 4 7

0
.
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0
.

0 D0 0

0
.

0 0 0 0

0
.

00 D0
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.

00 0 0

0
.
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.
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0 0 0 0 0

nUJ�UJh

⋯
日.几n‘一“

n“nnta

⋯
八Ul,目

M
、

/M
‘ :
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:

r
/R 1 0

二 )
》

}_
_ _ _ _ _ _ _

0
.

2 0
.

4 0
.
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.

8
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.

5
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.

5
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飞
二

0 2 4 3

2
.
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.

4 4二9

一 0
.

0 0 9 3

一 2
.

2 5 7 6

D
.

0 0 1了

0
.
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2
.

2 5 2 9

0
.

7 84 0
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.
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.
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.
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一 0
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上述结果可用图 3至图8表示
,

今说明如下
:

1
、

径向弯矩M
,

/对
:

和周向弯矩M刃M
,

随半径r/ R 的变化曲线见图3
、

图4
.

塑性的径向

曲率CK 拿/M
,

与塑性的周向曲率CK 李/ M
:

随半径r/ R 的变化曲线可见图 5
、

图 6
.

图中表示了

P /P
S, 二 l (在图 5

、

图 6 中P /P
:

二 1 时与横座标轴重合)
、

P /P
,

一 2
.

5 时的变化 曲线以及卸载到

P /P
,

二 0时残余弯矩和残余曲率的变化曲线
,

反向加载到P /P
:

= 一 2
.

5 时的变化曲线
.

2
、

圆板内各点从弹性进人塑性及进人塑性后加载面的随动情况均不相同
,

今仅以
r
/ R

= 0
、 r

/ R 二。
.

6两处说明加载面的随动情况
.

分别见图7与图 8
.

图 7表示 r
/ R 二 o处的情况

.

椭圆A 是初始屈服面 (P / p
。

~ 1 )
.

椭圆 B 是加载到 P/ P
:

二 2
.

5

以及开始卸载到P /P
,

二 0
.

6时的加载面
.

椭圆 C 是卸载到 P/ P
,

二 o时的加载而
.

椭圆 D 是卸

载到零后又开始反 向加载到 P /P
:

二一 2
.

5时的加载面
,

从 P /P
,

~ 一 2
.

5 开始再第二二次加载到

P /P
:

二 一 0
.

6时的加载面也与此重合
.

图 8则表示在r/ R 二 O
,

6处的变化情况
.

五
、

结 束 语

1
’ 、

对于线性随动强化模型
,

板的加载条件可表示为方程 (3
.

2 ) 及方程 (3
.

1 3 )
.

这种形

式便于进行板的塑性分析
.

2
、

对于非线性随动强化情况
一

可将方程 (3
.

2 )修正后应用
.

,打忍0�

l
甘

由方程 (2
.

5 ) 住‘j= H d铸

圆板的加载条件可将方程 (3
.

2 ) 改写成
:
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(M
,

一 A
,

)
么一 (M

,

一 A
,

) (M
,
一A ,

) + (M
, 一 A ,

)
“= M二 (5

.

1 )

其中
r K

A
·
=
}
。

Cd K 宁二 乙 C ‘
(△K 约

‘

甲

Cd K 名二 E c ‘
(△K 幼

。

H
‘矛d 之

K0 2一
.

!
‘�

l
‘

一一一一护‘AC

式中
。
表示施加载荷增量的次数

, ‘表示第‘次施加载荷增量
.

在同一个应力水平下H
‘可

近似地取为常量 (见图2)
,

因沿板的厚度应力水平是变化的
,

所以H
: 是 : 的函数

.

很明
、

显
,

如果在整个加载过程中H ‘均能取为一常数H
,

则C ‘也为常数且等于
:

C
‘
一H

{;
一 c

此时可得
: A

,

= CK 仁

A , = CK 名

这就是线性随动情况
。

3
、

M
S

也可 以不断强化
,

这样便成为混合强化模型
,

即一般的各向异性强化模型
.

李如锋同志参加了部分计算工作
,

特此表示感谢
.

/ 声

子杯

{ {
L
_ l _ _

(￡
, 、‘

图1 单向拉伸刚塑性线性强化模型时应力

应变关系

图 2 单向拉伸刚塑性非线性强化时应力应变

关系
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各向异性强化时趁握鲍些竺分析

丹山
21
,孟
on
,曲叼t‘,占2

一一一一

一2

_ _ .
_

_ _ . _ _
. ‘

一
、
。
_ 粉M

, r 二沙
图 3二在不同加载利 2IJ 载飞胃况 卜 万

; 一
左四坟

.

_
_

_
_ M

。 , ‘ 必
图 4 在不同加载和卸载倩况 卜 M

, 一
贾四线

动刁

一瓦 5

图5 在不同加载和卸载情况下
CK 召

M
s

_
二
R
曲线 图6

口州. 州护~ P/ 户
,

二 一 2
.

5

在不同加载和卸载情况下
C K孚 r

M
: 一 R 曲线

几了
,

/ 几I

图 7 R
二 0 处加载面随着加载卸载变化而 图8 刀

= 0
.

6 处加载面随着加载卸载变化而

, 之二 二书 占气 湘石 飞O
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