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摘 要

本文构造了二阶双曲
一

双曲奇异摄动混合问题的差分格式
,

给出了差分解的能量不等式
,

并证
明了差分解在离散范数下关于小参数一致收敛于摄动问题的解

.

一 己l 言
、

.

砂 . 卜- 」

关于高阶导数项含有小参数的二阶双曲型方程奇异摄动问题
,

不少作者 已作了有益的讨

论
.

例如
,

〔1 〕给出了非线性混合问题的能量不等式 ; 〔2 〕
,

〔3 〕和〔4 〕分别对拟线性双曲

型方程的柯西问题和混合问题进行了讨论
,

给出了解的渐近展开式及余项估计 , 〔5 〕对一个

特殊方程的混合问题用 F o
ur ie r 方法讨论了解的渐近性态

.

关于用数值方法研究二阶双 曲

型方程的奇异摄动问题
,

文献较为鲜见
。

〔6 〕对柯西问题
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,
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.
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。和 l’z 。均满足

、 ‘

l脚训长。旧7 (‘司
,
‘

;

断 寿== 1 ,
一

2, 二
,

N ‘ l)

又令

d > Q
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一
双曲奇异摄动混合问题的一致收敛格式 3仍

由反证法可得 “
·

‘ 一 ,

引理3
.

5 当o < p < 1 , 0 < h崔d和 o < 。
(

。。时
,

若特征方程 (3
.

4 )的根拼
‘*
(‘= 1

, 2 ; k = 1

⋯
,

N 一 l) 均为实根
,

则存在常数占
。

(0 < 氏< l) 使得

l拼
。。
I( d

。

因此由引理 3
.

2 ,

引理3
.

4和引 理3
.

5不难得到
,

引理 3
.

6 如果O< h《d
,

0 < 。
(

。。,
_

巨下面两个条件中有任一个成立
:

(i) p > 1
. ‘

一

;
‘ 二

‘ ,

(11) 0 < p < 1且特征方程 (3
.

4 )的两根川
。

和脚
。

均为实根
.

则方程 (3
.

3 )的解讥
, 满足

; 。 ,
J、。

:{(蕙
一

卜, 一 !
: 厂

)
‘十·、(。

。
)一 } + }。一 }}

‘

当0 < p < 1具特征方程 (3
·

4 )的根均为虚数
,

我们能够首先证咀这些虚根的幅角口当p ” 0

时不可能趋于 , ,

然后采用某些变换技巧并反复应用引理 2
.

2 ,

则可证明如下的不等式

川 。一川 、一脚小
: 。
(“孟艾

‘
一川 护)

拼2 份一 拼l山
《

c

因此我们容易得到
· 、

‘,

一

引理3
.

7 当 o< p < 1 , o< h( j 和 0 < 。成。。,

且特征方程 (3
.

4 ) 的根均为虚根
,

则方程

(3
‘

3 )的解称
, , 满足

、;
。 ,
}《

·

{(
:

E }了
。‘

、告 :
_

、

二
_ 、

) + “以呀
‘
)
”。

1+ }“
·。

l士

综合上述两个 引理并应用引理 3
.

1,
、

不难得到
一

‘

定理 3
.

1 当0 < h( 占和。<
。
(

8 。时
,

差分格式(3
.

1 )
‘

的解姗 , 满足

耳
u。, i}孟成

c{
·

落
!},
。!

,!: + ‘·十
·

, “,‘一 ,
。。

,, ; + ‘,一 ,, ,
‘

}

四
、

差分格式的二致收敛性
一 、 ,

‘

· 子
’
: ‘ 七

‘
·

、

侧
· .

’二 么

我们设
“
(戈

,

t) 是摄动问题A
.

的解
,

而叮
、
(
二 ,

t) 是其一阶渐近解
,

如 (2
.

3 )所示
,

又设“‘, 是

7

差分格式 (3
.

1 )
‘

的解
,

并令 (左
L
)
。, 二 a ‘

(。
,

t ,
)一

u 。, .
:不难证明

.

(L
毛,

左
:
)
* , = 乙 F ‘,

其中

F , = (
a
(。

。

)一 + b(。
。
); + d 。

。

)
。, 一f

。,

F : , {a (。
。

)
: r一 。 (切

。
)
二 ;
十
。

·

E (x )[
a
(。

;

), + b (“
:
);

+ 、二
:

〕+ 。〔。(往
。

)汤+ 、
a 。〕}

‘, “
’

尸
:

二。
芜百(幻。〔

‘

(, :
)
.

扩一抽
,
)
二, 」, (台‘)

二、于
。,

凡二
e{一 J (

。。
)
二 , + a

(
。。
)洛 + d y 。}。,

凡二E (儿 ){
。
(一 a (石

,

)
, , + a

(右
:

), )
。, + (b(石

。

); + d盯‘)‘, }

Fe = E (翔 )(。 (巩)
.
叮

。,
、

r
·

_ ,

F , == E (介){。(a (公
:
)
: , + b(石

‘
)矛+ d 石:

)
一, 手
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利用引理 2
.

2及
一

不等式 {
〔‘一 。

!(
c户。( cr 和吓参看〔8 〕附录 B )

,

对 F ,
(‘= 1

,

⋯
,

7) 分别作估

计
,

一

可以 得 到 }(L’卿引 一

喀叫守卜小
因此“

_

-

11(L ‘
,

R
,

)。: !l尝《
c
(
: + 。

)
“

易知 ‘R
,

)
。, = (尺

:

)们 = (R
;

)。
。
二o (k“ 。

, 1
,

二
,

N ; j牛刃
,
逮

,

二
,

‘

M )
七

而 l((尺
,

)
。

)
。。

!叉戈一 故由定理3
.

1即得
一

‘ ,

:

引理4
.

1 当。< e成。。及0< h( 占时
,

有

舰风 (众
,

力)一。小 , 朴(R
,

)
。, 易. 《c( 犷+ 的

:

由定理 2
.

2和引理 4
.

1可得

定理 4
.

1 (非古典估计 ) 设0< 。《 e。及。< h《占
,

则有 l。(渝
,

t ,
)一 。‘,

l
、
《

c
(
: + 。

)

我们又可证明
‘

定建 ;
.

2 (舌典估计 ) 设。<
。
( 旬及。< h( 占

,

则有
”·(、

,

‘, )一 。。, }l
、

镇。

干公
、 ‘

(
T

‘

少
‘)下

‘ 。 暇 少

最后
,

若 : ( 砂则应用定理4
.

2 ,

若 : > 扩则应用定理 4
.

1 ,

我们就得到了本文的主要结果

定理4
.

3 当。< h( d 时
,

不等式
t}“(升

,

t , )一 。。

小镇
c : 蚤

关于
。〔(O

, 。。〕一致成立
.

换言之
,

差分格式(3
.

1 )
产

的解、
,
关于

。〔(o
, 。。〕一致收敛干摄动向题

A
.

的解
。
(二

,

t)
,

且收敛阶在范数 11
.

11
、

意义下为。(户)
.

五
、

数 值
‘

例 子

8里王

、....盈、z沙.直..、/口u
.
。

口“
人卜丁 卞 乙

‘

下公
0 劣 O 【

+ 2 “
’

、

(o <
戈< 1 ,

侧十冲、工J了尹
我们考虑奇异摄动问题

_

了口
Z u a ,材

巴

、。t
Z
一 海

盆

= x 3

(x 一戈
)
2

(4一 5 %一 2犷) (5
.

1 )

,‘
l二

。一 “
l

一
0、

、

纤
.

1
‘, 户于“‘(1下

.

‘〕
a丝1
妙1 .”

0 < t( 1 )

= x 粤(1一
二
)
:

从第
一

二节的讨论
,

容易求得 (5
.

1) 的
。

阶渐近解a l
(具体过程此处从略 )

,

其中平滑函数

粗略地取成
吃

, ‘
·

卜
- 卜

\

。
, 、

f o ,

。人勺 ~ 飞
,

卜

在区域 {(二
,

t)
, o‘戈《 1 ,

0( x < 0
.

97

勺
.

盯趁扮成 1
·

‘
,

1 -

0( t( 1 } 仁取 h二 2r 的均匀网格
,

由(3
.

1 )
‘

得到如下的差分格

式
:

“。,
,

一
4 (l

幸
。) ‘Zh了

* , 十“一‘)
U‘十

‘

1 , j 十 (“ +
_

l , , 。、l. 祝

⋯
:

+ (6 G 一 4人)椒
, 一 4 (口二 1 )移

‘, , 一 ; } (人二又袱 ,’
,

N 一 1 ;
矛书l、

‘一 ,

ZN 一 l)

u 。, = 。二, , 0 (j= o
,

一
,

⋯
, ZN )

“*。= 甲(寿h) (凡布 0 ,
1

,

⋯
,

万)

1
, , . 、

,
. , , , 、 ,

“‘1 = 甲气朋) +
。 己梦L月。)L I一 e x PL一 n / 己) 」
石

(k二 0
, N ) {

(5一
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其中 G = e th r
/
。,

N h= z , 卯(x )二 大4

(i 一二 )
3

犷劝(, )二扩(一
二)

么

(o ( 二( l)
,

f
一了= f(触 )

而 f(二)== 二3
(z 一二 )

2

(4 一 5
卜 2 x

2

) (o( x ( 一)

(5
.

幻是显式格式
,

因此可很方便地求得差分格式 (5
.

2 ) 的解姗
, 。

因为很难求得奇异摄

动问题(5
.

1) 的解析解
,

故我们将(5
.

2) 的差分解姗
,
与(5

.

1) 的渐近解。, (舫
,

介)在范数 l
·

l‘ 意

义下进行比较
‘

h , 1/ 君盯时
,

在厂
。附近的差分解与渐近解的值相同

,

因此不再画表列出
.

表 1 列出 了h = 1 / 4仑时差分解与渐近解在厂
。
附近的值

,

可以看出两者在角点 (b o) 附近

有一定的误差 (见表 1 的最末一列 )
。

表 2 列出了差分解与渐近解在网格中间的一些点 上 的

值的比较
.

表 3 与表 4 分别列出了在 h= l/ 2 0及h二 1 / 4 0时采用离散范数 !!
“* , 一 。,

(k/l
,

j动 11
、 所

求得的值
.

表 1

‘奋翻‘~ 扁‘J 日石盗‘‘‘奋曰 认舀祠白益一
. 州. . . . , . , , . , . . 户.

1

一 12 8

(
二 , 才)

幼

: ‘、
(h二1 /雌0 )

日二

“‘i
(h o l/ 4 0 )

2 5 6

(妙
.

2
,

0
.

0 1之各)

0
.

0 0901砂2

0
.

0朋9表拟2

0
.

0 00 8 6 . 12

0
.

000 8691 2

(0
.

4
.

公
.

0 1肠 )

0
.

q肠7 4 5碑2
.

0
.

00肠7弃以2

0
.

日0肠64 1劝舀

0
.

0 05 6 4 1公0

(0 ‘已
.

0
.

甘i肠)

。
·

梦邻5 1 02 ;

0
.

口O扫丘1口2 2

0
,

加8 4 087 1

0
.

0 0 8 4 06 7 1

(0
.

色
.

仃
.

01 2 5 )
‘

一

『
‘

0
,
0 0 3每7 2 7 2

尸

0
.

0 0 3 3招7之 {

0
.

00习3 2 6了2

0
.

0 0 33 2 6 7 2
;

(0
.

奋7 5
,

0
.

0 1 2 5 )

0
.

00 0 0 1 6 3 5

0
.

00 0 0 2 3 99

0
.

000 0 15 2 8

0
.

的0 D 19 1 2

表 2

、~ 一 (x
,

t)
(Q

.

4
,

0
.

25)

1 2 8

u 。 ,

(h= 1 / 2 0)

。 ‘ J

(h= 一/ 4 0)

(0
.

4
,

0
.

5 0)

0
.

加5 88 0 3 3

0
.

叻5 74色6心

0
.

D0 5 75 4 5 9

0
.

0 0 5 8 5 6 19

D
.

的5 7 1 0 88

0
.

0 05 64 2 0 9

(0
.

4
.

0
.

7 6)

0
.

00翻砚台! 2

OJ扣万伟046

0
.

00 5丫5 45 9

u ‘,

(h二 1/ 2 0)

,“ ,

(h = 戈/ 4 0)

0
.

加朋4的4

饮加盯03 26

0
.

0 0 5 7 6 45 9

0
.

0 0 56848 0

0
.

叩邸3 948

0
,

0 0564 2 09

0
.

00 5 04 12 9

l
e = 2 6 6 0

.

0 0 5 7 5 10 2

0
.

0 05 6 4 2 09

(0
.

4
.

1
.

0 0)

0
.

0 05 96 6阳

6
.

亡n5 7 7 2妞

0
.

0 0 5 7 5 4 5 9

0
。

00 5 063 40

0
.

00 67 5 8 0 0

0
.

00 5 64 2 00

本文是在南京大学的苏愚城和吴启光两位导师的指导下完成的
,

一

作者借此机 会 深 表 谢

意
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表 4
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(h二 l/ 4勿) }{“. 1和口, (寿寿
,

j犷)}}、

、
一

128、~ ~

\ 一

一

⋯
,

止⋯⋯愧篮二篮
{

长舜芝澡黔⋯
参 考 文 献

〔I J
,

G e n e t
, 一

Jea
n a 耳d 皿O n iq u e

坷。d扭只具旦
,

影n g 丝卜犷
_

p e过u
心

a tio o s ~

fg
r _ a

.

c la s
冬 o f 只

o n lin e a r

蜘
, rb o li卜冲p e rb o lio p r

, b l‘冬
,

Jo 哪
。,

.

呵
a场

.

助拟
.

御户1
. ,

6一 (i , 78)
,

1一2 4
.

〔2 〕 d e Ja g e r ,

E
.

M
. ,

Sin g u la r pe r tu r ba tio n s o f hyp e r b o lie typ e ,

A ”al夕tic a l a n d N u m e r‘。al
·

“ ,

场办ro Qc he :
·

肠
;

一

欠匆
m Pt 而扩冉o8l ,

:
一

铃 月橱, ‘。
,

烹
二
i火王七l’ss

。。 ,

L. S { Fr a
咔

,

人
.

ya
。

’

‘一
’

迁e :
·

slu ss 份d : t)、 N o r’t 护H吞1生a o d
,

刊bl肋 io g C。哪如梦(198 2)
.

苏爆城
,

二阶拟线性双曲型方程奇异{知动柯西问题的惭近解、
.

高等尝校计算数学学报
,

l (197 9)

8 0一9 1
.

苏煌玻二
-

3 刀a址 a几

二阶拟线性双曲型方程奇异摄动混合阿题的渐近解
,

南京犬学学报厂1 (1蛤的
,

1 9一玲
.

M
. ,

o e妞e坦 a万x o 益 s叨a 互e 双几a o 及宜o r o r 且n e p 6 o 几班 可e e K o r o y p a 。且e且H 只 e 班晓从M

侧
:

一一川川

Il a Pa 址e T PO 从 , 宁云。渐汤叫
、

而 M a , 如云二诫云而汀
一

沂沙乡
、而

,

[ 6」

〔丫]

[ 公」

张伟江
、

苏爆城
,

马晓云
,

双曲型偏微分芳程寄异摄动问题的差分解法
,

84
,

g 〔195 9)
,

2 18一2 42万

上海交通大学学报
,

1 (138 3)

嘴奇异摄动中的边界层校正法)
,

上海科学技术出版社

p
o 0 1a n ,

E
.

耳
一

, ;

逐
, , J ,

H
.

M过l
e t :

肥乒W
.

H
.

,

A *

孙
ild e r s ,

匆 尸rO 6!e 娜
戈杜诺夫 C

.

口书

K

th l ”宕t‘a l
户

:、 :

,

B
.

c
.

an峨彻帜ary La 尹r!, B O o le P r e ss

(l牙a3)
.

U 滋fo r ,
.

N u m e r‘c a lM e th o d S

,

D u blin (2 08。)
.

旅仁 几 U

李亚宾基
,

攀技术出版社
一

(巧后幻
.

打
; 、

_ 「

”‘川

咤差分格式理论导引争 (中译本)
,

冯果忱等译
, _

仁海 科
一

呀
,

之 一 , I
J

, , ‘
.

苏想城
、

吴启光
, 二滋偏微分方程数值僻法》

,

扩香舟

科学出版社
,

(107的
.

, 胜J,工J

?功
r.,1.JL

U n ifo rm D iffe re n c e
.

sc he哪 fo r

5 in卯ta r
Pe rtu rb a tio竹

Hype rb o !ie
一

H yPe rb o lie

Mix ed
一

尸ro bl em 犷 一

Y in G u a n g 一y a早

工J ia , g o a o U 移官。e r s讨g
,

了蓄a o g s。)

」 ·

人

A卜stra d
’

二’ 二 _ 朴一
_ 、 二

」
产

A d iffe re n ee s ehe m e 15 es t a b lish e d 主n this

、ng 砚ar 如rt u山at 而
‘

_

心是疡
ro bl e o s. w

。

Pa Pe r fo r se eo n d
一o r d e r h了p e r b o lie

一hyp er b o li e

形丫e a n e几el g y 过萌u‘lity
_
一 _

滋 血 ~
eri o l

s o lu tio n a n d pr o v e tha t th e n u m e riea l s o lu t io n e o n v e rg o s t o the s o lu tio n o f th e sin g u la r

p时tu rb a tio 立 甘r ob lem s 认n ifo r m ly w ith r e sPe et t o a sm a ll 担氏丈么也e t e r a n d in tho se n s e o f a

d ise r e t e n o r m


