
应用数学和力学
,

第 7 卷第 4 期 (1 98 6年 4 月)

A PPlie d M a the m a tie s a n d M e ehan ic s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

双重介质中溶质径向运移微分

方程组的精确解

黄军琪 刘慈群

(中国科学院兰州渗流力学研究室
,

1 985年 3 月 15 日收到 )

摘 要

木文对溶质径向运移问题综合了数学模型
,

考虑了非均衡线性吸附作用和介质的双重性 质 以

及溶质的衰变
.

在第一类边值条件下
,

用 L aP lac e 变换求得了严格的解析解
.

用 FO R T R A N 程

序在 D JS一时 0 机土对无量纲化的问题解进行了计算
.

求出了浓度的分布和变化
,

讨论了有实际意

义的各利
,

极限情况并给出了相应的解
,

通过数值分析
,

得出了几点有价值的结论
.

一
_

己! 言、 , 户 . 翻-刁

众所周知
,

溶质在多孔介质中的弥散理论在许多工程技术领域有所应用
.

油藏工程中混

相驱替技术 ; 环境水文地质学中地下水域内污染物的迁移过程 ; 土壤物理学中土体内盐份
、

农药
、

肥料的淋滤问题 ; 化工工程中化学反应塔 内溶质的对流
、

弥散
、

吸附现象 ; 甚至动植

物体内糖份
、

养份等示踪物质的输送等等都与这一理论有紧密的联系
.

近二十年以来
,

人们

对这个问题用解析和数值的方法进行了持续的研究
〔‘’,

直到 19 7 9 年
〔“’T a n g 等人才找到了溶

质径向运移微分方程的精确解
,

但没有考虑介质对溶质的吸附作用
.

本文对径向溶质输运问

题作了更进一步的研究
,

考虑了以下因素
:

1) 溶质 自身的衰变性质 ; 2 ) 介质对溶质的非均

衡线性吸附 ; 3 ) 介质的双重性质
.

作者综合得出表述这一物理过程的对流
一
弥散型微分方程

组
,

用 L a p la c e 变换求解
,

给出了形式比较简单的解析表达式
.

对于实际问题
,

当 选定参

数后
,

可以利用本解预测浓度的分布和变化
。

二
、

问 题 的 提 法

设有一无限大
、

水平
、

等厚
、

承压的孔隙
一裂隙介质

,

均质且各向同性
,

其中有一 个 半

径为
r 。的柱形源

,

在其周围形成了稳定的水 流场
.

从时刻 t= 0 开始
,

在源 处改注一种
“

理

想型 , ” ,

溶液
.

它的溶质有衰变的性质
,

并与介质间存在着非均衡线性吸附
.

如 果 我们还假

设
:

l) 分子扩散可 以忽略 ; 2 ) 双重介质中孔隙系统介质比面比裂隙系统介质比面大许多
,

从而裂隙系统中的吸附可不于以考虑 ; 3) 裂隙系统水流速度远大于孔隙系统 中的水流速度

l) 指其加入不影响流动性质
.
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近似地认为孔隙系统中无流动 ; 4 ) 没有溶质的结晶沉淀带来介质性质的变化
.

根据文〔3〕
,

系统间质量流由下式表述
:

J
‘
= (一 1 )

‘a (C
,
一 C

Z

) (‘= l , 2 ) (2
.

2 )

式中 J ‘
表进入 i 系统的质量流

, 口 表质量交换系数
,

C表溶液浓度
.

如果 将各系统液相和固

相中的溶质一并考虑在内
,

根据物质守衡原理可得表述这一问题的微分方程组
:
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=

口C
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.

口F
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‘
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,
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夕、.J声、.刃
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⋯
O自,曰,曰9目9自

产‘.、
咨
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,
产

‘
、

o ) = C
:

(
r , o ) = F ,

(
r , o ) = o (

r > r 。
)

C
。

t ) = 夕f( t )

t ) == 夕蜜(t )
,

、二 = C
:

}
,

。 , 。

~ F小 , 、 二 o

式中
:

几
:

弥散度
,

〔L 〕
.

叭
:
孔隙度

,

人
:

裂隙度
.

。= r犷= 常数
,

是水流问题的解
。 衬 :

动力吸附质量交换常数
,

〔T
一 ‘

〕
.

r : 径向距离
,

〔L 儿 m :

吸附动平衡时质量分配常数
.

厂
:

水流速度
,

[ L T 一 ‘

j
。

t :
时间

,

〔T 〕
.

几
:
衰变常数

,

〔T
一 ‘

〕
.

C :
液相浓度

,

〔M L
一

勺
.

“= ( 1 一必
,

) /功
, .

F
:

固相浓度
,

〔ML
一 3」

.

下标 1 和 2 分别表孔隙系统和裂隙系统
,

或和买由下述问题确定
:

一

补
“‘一C 。

, 一““犷一“‘-

d g f
_ _

.

, _ , _ _ _ , 、 。 _ ,
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旧
d t

, _ d叭
份
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a 丁
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( 2
.

1 1 )
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.

1 2 )

!
户
‘.
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l
‘

需要说明的几点是
:

l) 函数川和川 是针对非运动相边界条件不能独立提出而给定的 , 2 ) 对

于不渗入的介质颗粒
,

溶质只 可能附着在颗粒的表面
,

此时固相浓度指的应是平均值
.

若令
:

G
:
= C , / C。,

H
,
二F

,

/C
。, G :

= C Z

/C
。

占= r / r 。, : = e t / r 丢
, a = a : / r 。

叉= 加急/ 。
, 斤= 。急/

。, J = a r
急/ 。

则
一

叮得无量纲形式
:

·

瞥
一

黯
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勋吼一Gl) 一

、
2
一“

淤
一

氛
‘民一Gz) 一元G

王一

秘
,
一

赞
+

程
1

( 2
.

1 3 )

( 2
.

1 4 )
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餐
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其中
, g ,和 9 2

是 g 犷和 g f的无量纲形式
。

三
、

问 题 的 解

对 (2
.

1 3 ) ~ (2
.

2 0 )中的
:
施行 L a p la e e

变换并记
:

“
1
一

{二
G

,

一
‘’

dr
,

“
2
一

丁了Gae
一 “ ‘

击
,

瓦 一

厂Hle
一 ‘ ’

击

可得如下的常微分方程
:

_

d
Z
G

a
一

d梦

d G
,

J
。

二 二
、

_ 二 二

一 d歹一不红。
,
一。

, ) 一越行
“
“ , 。

2

(3
.

1 )

一

二
‘。

1
一‘

2
, 一“。

1
一 e

*“
,

一口
, 一 e :

、
,

; H
,
= 斤( G

,
一 m H

,

) 一叉H
,

G
:

( 1
, :

) =
(J 加

,

) (
s + 叉+ 户m )

‘ + 久
2
+ c

(
: + 叉) + J〕

(3
.

2 )

( 3
.

3 )

( 3
.

4 )

万
,

( 1
, S ) ~

一

: 仁(
s + 叉

。
:

( 1
, :

)一 ;

斤J /功
1

2 + e ( ; ( 3
.

5 )

丫户了.、、.产

口
,

{;、二 = 口
2

}; 。 二 = 厅
,

}。、

( 3
.

6 )

(3
.

7 )

了

⋯
‘、esraeseeeeIeeweesselesL

解之可得像函数解
:

户 _ 1
_ _ _ _

f占一 l

。
:

一了
匕‘P 飞

一

Z J
丫

_

p纷夕

J\Q + a

〔Q; + a )’」
(。+ a )居」

( 3
.

8 )

(J /价
;
) ( s + 丸+ 斤m ) 。

(
; + 叉)

“+ 。( ; + 又)
一

+ J 。
“ ( 3

.

9 )

口 _ ( 户于/功
:
) 万

’

“一 (
; + 初

么
+ 。

(
: + 初千百

一

u
Z (3

.

1 0 )

(
; + 叉)

3 + a
(
; + 叉)

“
+ b (

; + 叉)
( s + 兀)

“
+ e

(
; + 兀) + d

a ,

刀
, a ,

b
, c ,

d 为常 数
.

R i e m a n 一M e llin 的复反演公式
:

据中式根
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。
, 。 、

I f
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:
‘

+l’OO 口
: 。 一 ‘ ’

山

记 一 i为

(3
.

1 1 )

式中讨是实数
,

直线 : = 讨在被积函数G : 所有

奇点的右边
,

可以证明
‘弓’,

(3
.

1 1) 式中的积分

可取如图 l 的等效路线
. 5 : = o

, ; : = 一几
, s :

=

一 (又+ a “)
, ; ‘= 一 (无+ a ‘)

, ; 。= 一 (又+ 刀
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。。= 一 (叉+ 刀
产
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.

从此可求得G
: ,
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.

9 )和
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.
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: .
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。
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四
、

讨

刘 慈 群

论

(一 ) 当 厅, 0 而其它参数取正常值时

这表明系统间无质量交换
,

从 (3
.

1 3) 和 (3
.

1 4) 式得
;

G
;
二H

L
= 0

G
Z
一研(万卜二p

{豁}
、 (一 )

一
刃
专
; 二p {一 (灭+ 。)

·;

(4
.

1 )

式中

式 (4
.

1) 给出了单重介质中衰变溶质的径向输运问 题 解
.

又 当 天。 0 时 式 (4
.

1) 简 化为

T a n g (1 9 7 9 ) 的解
.

(二 ) 当 厅。 co 而其它参数取正常值时

从直观想象
, J 反映了系统间质量交换的强弱

, J 愈大质量交换就愈猛烈
.

当 厅。。

从 (3
.

1 2 )~ (3
.

1 4 )可得
〔‘’:

G
,

(雪
, r

)二 G Z
(雪

, :
)

这正合我们的推测
,

此时
:

。
, 。 、 , 工 , ,

。 , 、 _ _

f占一 1、

。 2 气白
, T ) = 厂r L叼 b )一

e x P、 。丁宁
.

外 气u R , )
‘ 石U J
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.
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H
l
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,

: )二附(。‘)匕
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{
‘
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:
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.

3 )

式中

万
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,

一
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,
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(
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+ 斤

一
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兀+

“, 一

粼
“了e x p〔一 P了

: 〕
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J
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。 。
, 。 、 二 , , ,

二
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2、‘
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‘
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.
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H
,
二 O
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I f
,
二

_ . 、 丫 、
a 。= l 十功l/ 价: , “盖r 欲分只

一

下
一

i--.
’

e x p 、一协肠 十圳石 之
几 . 0 气尸分 、 . 0 尸

此解与式 (4
.

1) 不同之处在于
;
l) 又开辟了一个容纳空间

,

使衰变常数增大到万a0 , 2) 由
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于损耗性的质量交换
,

使浓度波的行进过程延迟了一个 因子
a 。 .

(三 )

很显然

若 花” O 而其它参数取正常值

,

此时为无吸附的双重介质中溶质输运问题
,
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,
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(
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、
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勺

尸: 一‘+
一

;
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·
、。+ (一 1 )

‘、西
·

、。)
‘

刊。“、

在式 (4
.

5) 和 (4
.

6) 中若将护 和夕 分别换成
:

a “
= 牙(

e + 。)
,

b
“
= 牙tn

则可得单重孔隙介质中吸附
、

衰变问题的解“ ’.

并有如下的相似性
:

厅 功
,

仔一五
, “一班;

,

解二

m = 1反映了平衡时固液相浓度相等
.

这一事实从质量交换方程J 。= (一 1)
‘
a( C

;
一C

Z

) (‘二 1
,

2) 亦可看得出来
。

(四 ) 斤。 oo
,

其它参数取正常值

从 (3
.

1 2 )一 (3
.

1 4 )可得
:

G
,
= 功子了

,

即孔隙系统中固
一液浓度瞬 间达到平衡

,

也可说是一种均衡吸附
.

中的厅/必
:

换成厅/功
,

(1 十
e
/ , )就 可得相应的解 G

:

和 G
, 〔‘’.

最后还要提一下的是。的影响
.

。 = O相当于无限制的吸附
,

一种溶解过程
.

当 。 , co 时解又化为无吸附情形
.

而只要把 (4
.

5 ) 和 (4
.

6)

而对液相溶质来说这相似于
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五
、

计 算 结 果 及 分 析

对大多实际问题
,

人们关注的是液相浓度的分布和变化
,

本文只给出液相浓度分布的解

和几个主要方案的计算结果
,

别的有关计算结果请参考文〔4〕
.

图 2 是双重介质中裂隙系统浓度波的传播图案
。

由于是径向问题
,

波速愈来愈慢
.

这是

无量纲弥散度等于 2 时的情形
,

当弥散度增大时波峰面会变得平坦些
。

图 3 是双重介质中无吸附
、

均衡吸附和非均衡吸附三种情况下裂隙中液相浓度分布的比

气
、、、

、

_ 卜
、 、、 _

_

10 20 30

川 = 3
,

反二 0
.

1
,

J = 0
.

2
,

功
: = 0

价
2 = 0

.

1
,

天= 0
.

00 00 2
. a= 2

图 2

r = 6 0 0
,

二一3
,

口= 0
.

2
,

功
: 一0

.

2
.

功
2 = 0

.

0 5
,

瓦= 0
.

0 0 00 2

d ~ 2
.

—
厅~ 0

,
· -

一卜
J卜 00

.

一
·

一贻 0
.

01

图 3

较
,

从中可以看出
:

均衡和非均衡 吸附两种情况下
,

浓度的分布无很大差别
,

此时对非均衡

吸附解的计算取牙为0
.

01
,

计算表明
:

当斤> 0
.

05 时
,

这两种解的差别不会大于 5肠
.

图 4 是双重介质中厅、 co 和 厅 = 0
.

02 时
,

裂隙系统中液相浓度的分布
.

此时
, : = 20 0 0,

同上段分析过程相似
,

当厅较大时
,

瞬间交换和慢速交换的解亦无显著差别
.

图 5 是单重孔隙介质中无吸附
、

均衡吸附和非均衡吸附三种情况下液相浓 度 分 布 的比

较
.

此时 : = 5 00
, 斤= 0

.

0 0 01
.

可看出它们的差别是显著的
。

点划线表明一种缓慢的 吸附过

程
,

对这样的问题若用 均衡吸附方案
,

其解将会带来很大误差
.
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. j = 2

.

m = 3
.

—
牙= O

,
· .

一反为oo
,

图

价
: = 0

.

2
.

天= 2 x 1 0 一 ,

一
.

一万二 0
.

0 00 1



双重介质中溶质径向运移微分方程组的精确解

六
、

结 论

一
、

本文给出的解可用来预测有关物质浓度在多孔介质中的分布和变化趋向
,

也可用来

校正数值解
.

衰变性质对某些溶解过程也是适用的
.

还值得提到的是
:

只要将定解条件稍加

变动
,

如初始浓度为 C
。,

边界条件为齐次
,

所得到的解可以解决有关脱附作用的工程 问题
,

如地层的冲洗净化
,

某些可溶矿物的洗提采集等
.

二
、

非均衡线性吸附并不带来浓度的稳定分布
,

稳定解的存在与衰变常数 几相关
, m 、 O

时实质上也是一种衰变
.

三
、

对于 斤较大的系统
,

比如说 斤> 0
.

05
,

可直接考虑均衡吸附的解
,

其误差不 会超过

5肠
.

牙越大吸附过程越短暂
,

反之越漫长
。

四
、

系统间的质量交换系数 厅 ,

其作用与 户相似
,

唯一不尽相同的是质量分配系数 m 的

存在与否
。

山东大学计算中心梁文康同志对本文计算程序提供了帮助
,

作者谨表谢意
.
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