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摘 要

本文根据钱伟长教授提出的更一般的广义变分原理
,

给出了适用于有限元法中的更广义杂交

变分原理
,

并由此建立了新的广义杂交模型
.

进一步以变甲度薄板弯曲单元为例
,

对基 于各种不同的广义变分原理建立的各种杂交元做了

l
一

匕较
。

一
、

弹性力学中更一般的广义变分原理

最近
,

钱伟长教授提出高阶拉格朗日乘
一

户法并建立了弹性理论中更一般的广 义 变 分 原

理 “ , ,

从而更进一步地统一和推动了对广义变分原理的研究
·

用一 般的拉格朗日乘子法建立弹性力学中的广
一

义变分原理有两个不足之处
.

第一
,

不能

从势能原理直接得 到 R e iss n er 原理
.

第
一

,

不 能从余能原理直接得到胡 ,海 昌一毽津广 义变分

原理
.

可见
,

用以往的拉格朗 日乘子法建立广 义变分原理是有局限性的
。

钱伟长教授提出的高阶拉格朗日乘子法进
一

步的发展了拉格朗日乘子法
,

克服了用传统

拉格朗日乘子法建立广义变分原理存在的困难
,

片进一步建立了新的更一 股的广 义 变 分 原

理
。

钱伟长教授给出的高阶拉格朗日乘子项还可以做为罚函数引进
,

这样会更直接些
,

并且

增加了对高阶乘子项的一种物理解释
.

在建立弹性力学中更一般广 义变分原理时
,

是将域内的应力
、

应变关系做为高阶乘 户项

引入
.

在弹性力学中
,

应力应变关系可表示为
:
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或或

其中 。 , 仃 分别为应变
,

应力
.

a ,

A 分别为柔度
,

弹性 系数矩阵
,
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番 唐立民推荐
.
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~ 一 (‘一 a 仃 )
俨 A(“一 a q )/ 2

.

就是说 (1
.

3 )式等价于用高阶项表示的应力
、

应变关系约束
.

我们将 (1
.

3 ) 式做为罚函数直接引入泛函 中
,

结合拉格 朗日乘子法可以 分别从势能原理

阳余能原叩椎出两个等价的更一般的广 义变分原理
.

详细推导可参见文〔l ]
.

其泛函为
:
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·
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乍! 中
,

O 为平衡方程对应的微分算
一

子
,

T 为边界力
, u 为位移

,

F 为给定的体积 勺
.

矛和。分

别为边界 S
。

和 S
。

_

l几给定的边界力和边界位移
,

之为任意给定的常数
.

进
一

步川
一

以证明
,

由 d刀。 , = o 或 dH 。 *
= o

,

几取任何常数所对应的变分方程都等价于弹

性力学全部基本方程
.

显然
,

H 尸人二 一刀
。 , .

11 , *

和H
。 * 是完全无约束的更)

‘一

义变分原理
,

现有的各种广义变分原理
,

包 括胡海 吕
-

咋津厂
一

义变分原理都是它的特例
.

时应不同的 几值
,

一

可以得到各种广 义变分原理
.

(一) 当 入= o 时
,

记 11 : ; 和} 刀
。* 为 17 尸。和 11 。。 ,

由 (1
.

5 )
,

(1
.

6 ) 式可知
,

它与胡海

吕一鹜津广 义变分原理等价
。

由于 H 。、 是由余能原理直接推 出的
,

囚 此
,

用这种 方法解决 厂

拉格朗日乘子法存在的问种
·

( 2 ) 当 几= 1 时
,

记 11 , 弄 不tJ厅 e : 为 H o l 不l丁17
。 , ,

显然它 与 R e is s n e r 原理等价
.

{l了于

17
尸 :

是 由势能原理直摘排出的
,

因此
,

用这种方法又克服了拉格朗日乘 r 法的另一个问题
.

:; ) 当只二 l / 2 日
、

j
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17 尸盖

这个变分原理不能从胡海昌
一鹜津变分原理推出

。

如果在 (1
.

8)式中代八约束 条 件
￡= O 尹“ 则
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、
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这就是文[ 3〕所用的混合变分原理
.

( 4 ) 当 只= 一 z 时
,

记 H 尸 ;

不f一H
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考个 纷书原 洲也不俄 肖接从胡海吕
一

鹜津厂
‘

义变分吓理推出
.

如果在 (1
.

1 0 )式中代 入约束条

�

I
J“d

!
‘S

件
, 。二 O、 (在域内 )

, u = 。(在边 界 S
。

{几)
,

得
:

22
, .

二 !{}} ( o
, 。 ) ,

A ( o
: 。 ) + 工

。 , a 。一 。 , ‘o : 。) 一声
, 。

‘一
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J J J L
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艺
’

」
F

了
, u d s ( 1

.

1 2 )

这就 早 O d爪 给”{的木构
一

势能原理 「‘」.

, 只取 了
、

!
, ,

}}{
,

_

!城
、

数时
,

社全得到各种新的 )
’一

义变 分原 十吧
,

从而使各种广义变 分 原 理 有
一

]’
1

个 电为统
·

的框架
.

如果将 元理解为应力应变关系约束的惩罚函数因子
,

贝lJ按罚函数的

州质 可知
, 、 ,“只

一

、 oo 时
,

应力
、

应变约束将会得到满足
,

这样H
, *

和 11 。*
就会退化 成R e is s n e r

原理
,

即与 只二 1 时相同
.

在近似计算中关于 不同 兄值对近似解精度的影响是 个有待进
一

步

研究的课题
。

木 交将用有限
.

, : 祖、中的 个算例 讨论这个问题
。

有限元法中更一般的杂交广义变分原理

将 jI
, 、
和厅

。 、

直按川 } 建 认有限
·

悦烈时
,

为丫保诩收敛
,

通常要顾及 fI
尸 *
中对 U 的

协调要求戍 厅
。 *
中对 。 的协调要求

,

根据 11
, ,

或11
。 ;
用 不 协 调的单元函数建立有限元模

塑很 卜方便
.

如果对 11
; 、

或11 。 应 用拉格朗 日乘子法放松单元间的协调约束
,

就可以建立

适用于有限元法的广义变分原哩
.

按照文〔5 〕的方法
,

可以从 万
, ; 和刀

。; 直接建立两种更广

义 的杂交变分原理
.
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或 “。

一军脚[
一

;
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d 声
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其中
,

口为单元边界 。V
。

{: 的位移插值函数
,

它有两种构造 方法
.

竿 一 利
,

是使 。由单元间公

共参数唯
一

确定
,

这是常见的杂交
一

方法
.

第二种是使口= (刀
。 “

+ a u ”)/ (
。 + 刀)

,

}违中 a ,

口为任

意常数 (a 十刀年 0)
, 。“ 和 u ” 为 单元交界而两侧 不协调单元函数在交界而处 的位移

.

当 a 和刀

取不同值时
,

例如 a 二刀或 a 二 0
, 、戈厅= o 时又常被称之为分区广 义变分原理 ‘“〕‘? ’‘”〕.

三
、

更广义的杂交模型

根据 11 。 , * 或 H 。 。 *

建立的模型
一

可称 之为 更广义的杂交模型
.

在单元内假定
,

e == N叹

。 = Pp 贝,}T = R p

u “ B q

口二 Lq

其中
, “ ,

日为 单元内的独立参数
,

相关
.

代入 H o c 久 中得
:

(3
.
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,

N
,

P
,

B
,
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,
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日刀。 e 几

a住

aH
. c *

口日

= O 得

= O 得

E 一 H。 + D ,
日+ 久(Ha 一 D ,

砰) = o

乙 D a + (w 一 G )q + 久(C日一 D “) = 0

(3
.

3 )

(3
.

4 )

0 得 E (G 一 W )
r
日= Q (3

.

5)

由 (3
.

3 )得

将 (3
.

6 )代入 (3
.

4 )得

将 (3
.

7 )代入 (3
.

5 )得

a = H
一 ’D ,
砰

日= 〔(l一 }u)D H
一 ’D , + 几C〕

一 ’
(G 一 W )q

E K
’
q = Q

(3
.

6 )

(3
.

7 )

(3
.

8 )

其 中单元刚度矩阵 K
’

为
:

K
e
= (G 一 W )

, 仁(z 一义)D H
一 , D , + 只C」

一 ,
(G 一 W ) (3

.

9 )

当 义== o 时得广义杂交元
.

当 久二 1 时得广义杂交应力元
,

为果这时单元内假定的应力满足平

衡方程得杂交应力元
。

四
、

变厚度弯曲薄板的更广义杂交模型

杂交元放松了对单元函数的协调要求
,

因此
,

可以在较大范围内选择试探函数
,

而使单

元的性能尽可能的得到改善
.

广义杂交元在单元 内增加了变量的数 目
,

并尽可能的放松了对

这些变量的约束
,

例如
,

单元内平衡条件
,

连续性条件
,

应力
、

应变关系及单元间的协调条

件等
,

更加改善了杂交元的性能
.

对于变厚度薄板单元
,

杂交应力是不方便 的
,

因为 C 矩 阵 的 精确计算出现困难
,

又不

能避 免对 C 阵的求逆运算
。

而用广 义杂交元就可以避免上述问题
t。’。

对于 更广义杂交元
,

这里给出一个三角形薄板单元
,

其厚度按线性变化
,

并用计算实例

说明 又值对精度的影响
。

单元节点参数为一个横向位移和 二个方向的转角 (图 1 )
.

单元内的应力和应变用面积座标表示的线性插值
.

单元间的位移用单元间的公共节点参数构造插值函数
,

位移 。 为 三 次 函数
,

法向导数

a场 /口
。为线性函数

.

由此可推得单元刚度矩阵中的 G
,

W
,

O 矩阵的显式
,

而 H
一 , ,

C 可通 过 数 值 积 分 求

得 ‘“’。

作为数值例子
,

计算了无限宽线性变厚度
,

受均匀载荷作用的悬臂 板
,

尺 寸 如 图 2 所

示
·

弹性常数为 召二 2 义 10
.
k g /

e m
, , , = 0

.

3
.

不同的 几值对应不同的杂交模型
,

当 几= 1 时为杂交应力元 (单元应力场满足平 衡)
,

当久二 o时为广义杂交元
,

当久二 1 / 2时为文 [2 〕给出的变分原理对应的杂交元
,

当凡二一 1 时为

文〔3〕给出的变分原理对应的杂交元
。

在图 3中分别记为R
,

H
,

L
,

0
.

关于 A 点的挠度的计算结果参见表 1 及图 3
。

从图 3 可 以 看 出
,

当网格加密到一定程

度
,

对应不同的 久值的杂交元有几乎相同的精度
,

对于这类单元
,

如果考虑到计 算 效 率
,
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表 1 A 点的挠度(c m )

图 2
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图 3

节省机时
,

还是广义杂交元 (H )便于实施
.

从 (3
.

8) 式可以看出对于广义杂交元 (几二 0) 可以

避 免求逆运算
,

而对于其他的 几值则无法避免这种求逆运算
.
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对有限方法
,

做为罚函数的因子不必取得太大
.

惩罚因子是用来控 制单元内应力
.

应变

关系满足的程度
, 、

线亦) 。时
‘

,

即使
一

单元内应力应变关系严格满足
,

这时的结果应与 元= 1相

同
,

都是对应 R e is s n e r 原理
.

从图 3 也可以 吞出 不同的只 值一场网 格 加密到
一

定程度时
,

对精度影响不大
.

另外
, 、

价几值取得太大时
,

往往要求很高的计算精度
,
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