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摘 要

本文推广H o B 。、 。二。B

变换
,

对圆环壳在任意荷载作用下的轴对称问题进行了成功地简化
,

得

到了问题的H O

Bo 、皿Jl o B
型复变量方程

.

求得了方程的特解
,

结合钱伟长的齐次方程一般解
,

给出

了环壳一般轴对称问题的一般解答
.

讨论了常见载荷和闭合环壳情形
.

圆环薄壳理论 长期以来一直引起研究者们的注意
,

一 是因为环壳在承重和柔性结构中都

有着重要应用 ; 二是环壳方程本身的复杂和求解不易
.

H
.

R e is s n e r
(1 9 12 )

‘”和E
.

M e is sne r

(19 1 5 ) : “」成功地把环壳一般轴对称问题简化为两个实变量的二 阶 常 微 分 方 程
.

E
.

T 6 1ke

(1 9 3 8 )
‘3 ‘、 R

.

A
.

C la r k (1 9 5 0 )
〔‘’和 B

.

B
.

H o a o 、 二二 o 。
(19 5 1 ) ‘

5 ,随后分别进行了复变 量化

的简化 }几作
.

他们得到的复变髦方程在薄壳理论误差范围内是等价的
〔“’.

对
_

!二述
_

)j’程
,

许 多

作者
: ? 一 ‘“〕用诸如渐近积分

、

幂极数
、

差分解和摄动解等方法进行了求解
,

并将结果 叮1
一

j
几

各种

实际问题
.

近年来
,

钱伟长和郑思梁〔。 , ’“’得到了 H o B o , 。 二。 B 方程齐次解的一般解
. :;

_

兰个解

答已经用来处理过一些实际问题
‘’‘一 ‘. ’.

迄今轴对称环壳理论研究工作的重点是齐次方程的简化和求解
.

由于文 〔6〕
、

〔1 3 〕的 卜

作
,

这个问题 可认为 已经解决
.

但 非齐方程的简化工作 尚未进行
,

因而荷载仅限 护处理轴力

和内压
.

近来文〔1 7 〕得到了自重的结果
.

本文推广H oB
o 袱 二Jl oB 变换

,

对任意荷载作用下轴

对称环壳问题的非齐次方程进行了成功地简化
,

并用 F o u r ie r 级数求得方程的特解
。

结合现

有的齐次 方程
一

般解
,

给出了 一般轴对称问题的解答 (精确解 )
。

本文结果 可用于处理若干有

实际意义的 环壳问题
.

二
、

基本方程及简化

考虑在任意分布荷载P
, 、

力
,

作 用下的弹性圆环薄壳
,

耳坐标
、

位移和几何 尺寸如图 1 月

示
.

本文未加说明的符号同〔1 8 ]
.

根据 W
.

Flo g g e 〔‘吕’的结
一

果
,

我们有

叶开沉推荐
.
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平衡方程
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,
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aN , e o s甲一 rQ , 二 一 a rP ,

(rQ
,
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’

+ a N 。sin 甲 + r N
,
二 a rP

,

(
r
M

,

)
’

一 a
M

。e o s甲二 a r Q
,

弹性定律

} (2
.

1 )

碑 , W
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!!! 才尸
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::: r _____ N
,
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确
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“
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r /

E h

1一 , 2 (
v c o s切 + 叨si n 切

,

_
甲卜 刀

乙十功

a

图 下 环壳荷载
,

位移和尺寸 +
义
r 飞’c o s甲 )

分、
U 0 5 ~ 七 V 一

1
“ /

’

{
(2

’

Za “ d’

.

劣a戈rZ厅几、
.

奋、了、
、

DDMM

几何关 系
义 二二 (伪一 。

) (2
.

3 )

式中
,

D = 刀l‘丫[ 12 (1 一
, , 2

)3
, r = R (l十 a s i。切)

, a = a
/ R

.

(2
.

1 )~ (2
.

3 ) 式组成环壳一般轴

对称问题的基本方程
。

引入变量

动二
R (1 + a sin 切)

5 In 切
口, (2

.

4 )

山 (3
.

2 )~ (2
.

3 )式
, ‘]

一

以导得以 少 不, J * 为未知墩的 R e is s n e r一M e is s n e r 型方程

1 + a s in 甲

5 I n 切
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一
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l

L 、上 丁

a Z e o s Z切
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‘
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, 十 “ha a /

(2
.
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‘

!
1
2廷
,.

1

!
.

,

!
J

尹P
(1 + a s in 切)

2

5 in
Z切

r.IL梦a
十尸

(2 + 3a s in 甲)e o s甲

一 (x + a s in 甲)
sin

4中

a 么

(z + a sin 切)
门~

—
- - 一 ; - - - - -

一

a s ln 梦 (
1 + a sin 切

S in 切

+ a l ,

)
,

,

式中

以及

p 一“Q
。
+ R ·

{
甲

(。
, 。。、 , 一 ,

, 5 1。 、)(一+
。 5 in , )、、

J

(2
.

6 )

、,胜、

l

Q
。
= Q ,

(0 )

N , = 一

N e二 一

少e o s切

R (1 十 a sin 甲)

中 尸
仔

一菇淤
甲

十
尸

R (1 + a sin 甲)
sin 切

(2
.

7 )

、,lwe、

z
+ 一石

式

S l n 切

1 十 a si。
甲) p

,
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沿用文〔6〕的统一复变量化过程
,

我们可以将方程 (2
.

5 )复变量化
,

得到

‘
大世少 、+ 。c tg 、兮+

‘-
含 i u 甲 \

a Ze o s Z甲

(l + a s in 沪)s in 切

十 2。‘

)
“

飞111一

rP
C O S甲

,

十
2拼a该

a }
(z + a s in 叨)

“

s in
4沪 5 1 11 卿

Z‘、
、

了吸、

尸
拼a

O乙

甲P

、、,/
r

pa++
2拼a i

a

] + as in 甲

5 in 甲 (
1 + a s in 切

5 In 甲
(2

.

8 )

式中

小如
a

S = a E h劣 + 落

; : 一〔。(1

一
):

! / 2

蒸
(2

.

9 )

(2
.

5) 和 (2
.

9 )式中
,

已经略去了小鼠
。
(, / 2刃

·

为了简化方程 (2
.

8 ) 一 次项 系数
,

引入

F 关 = (l + a sin 叨 )亏 (2
.

1 0 )

代入 (2
.

8 )
,

可得

(1 + a s in 甲)F 关一 a e o s甲F 关 + 2拼‘s in 甲F 关

(2 + 3 a sin 甲)e o s切

s in 3甲

2祥a i

a

一

(1 + a s in 切)
“

刁lra‘J

rP

�
·

忿,+四
af尸自今

{
1 + a s i n 切

5 I n 叨

十 a l,

{
p 一卜 S ‘n 明‘, + a s‘n , 〕,

〔
( 1 + a s i n 甲)

“

5 in Z , 〕

在 (2
.

1 1) 式中
,

已经略去了小 场扣 (a / 2川
.

记 P
, 。

为表面法向荷载的均匀内压部分
,

_

片记

( 2
.

1 ] )

p
· , 一p一 p

’。

戈
了〕
一 。。 (

甲 。
, 。 e o s、( i + a s i 。、) d 、

〕

{ (2
.

1 2 )

为了简化方程 (2
.

1 1) 的非齐次项
,

引入变换

犷一 尹 一 钾
。t : ,

.

(P 一 p
。

)
以

( 2
.

1 3 )

代入 (2
.

1 1 ) 式
,

计算后手导至l{

(l + 。 5 in 切)了
多一 a e 。 S华夕十 Zo is i n , 〕厂

4户2

(
Q

。
十“一

欲
aP 一

)cos
* 2 2名a i
十

·

(一+
a s in 切)

2
{[ (a + s i n 沪) P

, : + e o s

帅
, 〕

·

+ a
( 1 + , ,

)P
,

} (2
.

1 4 )

式中

I’ = “

J
。 Lp , , C O S甲一p , S‘”甲, 又工十 “ s’“切) “甲 (2

,

15 )

当荷载 P
, : 二 P, 三 0 时

,

(2
.

1 3 )和 ( 2
.

1 4 ) 式简化为



一厂二 F , _ 2尽i e t g 切Q
。 (2

,

1 6 )

(〕
一

:
一 。、i。、。)了, 一

。 c 。s* 犷一,
一

2。‘、in 、
,

厂一 “
‘2

(。
。
一 犷

’

“u1,
, 。

、
c o s :

a \ 4 拜 /

(2
.

1 7 )

(2
.

16 ) 和 (2
.

1 7 ) 式就是 H o B O 、 。二。 B 采用的变换和所得到的环壳方程〔5 , .

本文的 (2
.

1 3 )和

(2
.

1 4 )可以看做是H o B 。二 。 Jl o B 变换及方程在 般荷载情形的推广
.

叮士
韶 父一‘ 、 llj r 件习

将基木方程简记为

兄 (厂)二f(切) (3
.

1 )

式中

算子兄 ( ) = (1 + a sin 中) ( )
. ‘

一 a e o s甲( )
.

+ 2拼is in 甲( )
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一

丫(
Q
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公
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S
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·
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一
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)了
, ,

} (3
.

2 )

我们首先 劫蕊方程 (3
.

1 ) 的特解
.

没 作齐次 项
, ‘
}
‘

以表示为 厂述 1了。盯 io r级数形
;

丈

f(切)“f
。 + 兄 (f

。 e o s 。切+ f二
sin , :明 (3

.

3 )

(}显定 (3
.

1 ) 的特解 厂
关 {

、

!决
“‘弓

厂
‘
= B

。 + 乙 (B
。 e o s 。甲只

一

B 叮s in n叨) (3
.

4 )

将 (3
.

4 、代 权(3
.

1) 式左端
,

经计算后
.

可得下述方程组

(声、艺一
〔: )B 了一f

。

(/ ,‘一 3 a )B 省一 j了
,
= f

l

一 B 叮+ 2“iB
。 + (3

〔: 一 l、i)B
:
一 f叮

一 ‘,一十

「
,
Z‘一
彗(。 十 2 , (2 ,

一

‘

川
B ‘

+

「菩
(一 2 )(一 1卜 。‘

_

I
B‘
一 f

·

(·> 2 , (3
.

s a、 e
)

、.,...砚.‘..万.,l
、、

l
well
润

j

一“ :一十

!
_ 一

; (·十 2 )‘”
一

干 1 , 一

川鲡
+

!
;乙‘一
笠(一 2 )(一

‘,〕
B

一
“ (

·》 2 ,

由(3
.

sa
)式可确定 B 了

; 其余方程 可分为彼此独立的两组
:

第一 组
,

由 (3
.

5b )
,

(3
.

s d)
n
取

奇数的方程和 (3
.

5 e ) n 取偶数的方程组成
,

可以解出系 数 B ; ,

B
3 ,

B
。 ,

⋯ 和 B 雪
,

B 匕
,

B 巴
,

⋯ ;

第二组
,

由 (3
,

sc )
,

(3
.

5 d)
” 取偶数的方程和 (3

.

5 e ) ” 取奇数的方程组成
,

可 以 解 出 系数
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,

B
Z ,

B
‘ ,

⋯ 和 B 璧
,

B 省
,

B 了
·

⋯ 这样
,

特解 (3
.

4 ) 的系数可全部确定

42 9

.

这两组方程有带状结

,

容易由普通的代数方程解法求解
.

当 f
, 二 4矿(Q

0
一 a Z‘ap

, 。

八 4川 )/
a ,

其余系数f
。 、

儿全为零时
,

第
一

二组方程有零解
,

第一

B0构

组方程可以写成递推关系
.

如果将 B : ,

B 咨
,

一B
3 ,

一 B ‘
,

⋯顺次记为 A l ,

A Z ,

A
。 ,

A
‘
⋯

,

在此关

系可以写成

A , = f
:
/ [ 一 z + (拼‘一 3 a )A

:
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: 〕

A
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J

魂
。 _ , 一 。艺一LI‘i 一

、, (n + 2 ) (n 十 1 )/ 2 ] A
。 十 ;

/ A
。 (”李 2) (3

.

6 )

此即文〔5〕得到的方程 (2
.

1 7 )的特解
.

H o B 。袱二 ; o 。方程的齐次解已 由文〔1 3 〕得到
,

它的两个线性无关解可以写做

犷; = e x p [ (刀+ ‘? )(切一二/ 2 ) ]
·

(k , + ‘k
Z

)

厂
。
二 e x p [ (刀+ i, )(甲一二/ z )〕

·

(g
, + 19 2

) } (3
.

7 )

式中
,

特征指数 久一刀十印 与 a 、

“取值有关
,

文〔1 3〕已用表格给出其值
.

函数

k
,
= l + 乙 (夕
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九
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日
、
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,

户
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,
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,
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,

g
,

= (b
,
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)/ 2
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。
一 b

一 ,

)/ 2
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.
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C
。

/ C
。
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。
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。

)/ 2
,

C
一 。

/ C
。
= (a

一 。
+ ib

一 ,

)/ 2

和 C
一 ,

由下述递推关系确定
、

与n ) 0 时

C
二 _ _

, , 一 a ￡〔只+ f(n 一 1 )〕〔元+ ‘(
n 一 2 )]

(3
.

1 0 )

C
。 一 l

-

- 一 (汽+ ‘n )
z 丰扣 一 a 饭仁只+ ‘(n + 1 )〕〔几+ ‘(n + 2 )〕/ 2 }C

” 十 ,

/ C
。

当 n < o 时
‘

,

_

二 _
_ _ _ _ _

胜
月红匹坦(丝士工日〔主士互丝丝 )〕

_ _

_ _
_ _ _ _

C
。 十 ,

(之+ ‘n )
“ + {科一 a 公[ 之斗 i(。一 l)]〔几+ i(

n一 2 )」/ 2 }C
, 一 ,

/ C
。

当 n 二 0 时

「
一

a
. , . 、 , _ . 、 一

! C
_ ,

l
一

a
. ,

.

. 、 ,
.

_ . 、

〕 C
.

}丈, 一 竺玄以一坛) (几一 2 1) }七
‘
一 } z

卜 冬诬以 + i) (几+ 2万) } 认
‘

+ 又
z
二 0

L砂 2
’
、” ” 、~ “

’
‘ 一

} C
。

L价 2
’
、

”
’ 、“ ‘ “

’
‘

」C
。 ’ ‘ ’

一
U {

(3

一

如果直接用文〔1 3〕的 几值
,

贝lJ 。 = 0 的关系式自动满足
.

于是
,

方程 (3
.

1) 的全解为
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犷 = C f厂
,
+ C f犷

:
+ V 关

式中 C了
,

C f为待定复常数
,

应由边 界条件决定
.

对全圆环壳情 形
,

特解
.

式中 V
, ,

V
:

及 犷关 分别在 (3
.

7 )
、

(3
.

4 )中给出
.

(3
,

1 2 )

C叮二C蜜二 O,

解答即为

四
、

内力和位移

由 (2
.

9 a
)
、

(2
.

1 0 )和 (2
.

1 3 )式
,

并注意至,!(2 一5 )式的

F 一
履(
尸一尸

。

)一 Q
。

我们得到

、....、

!
F+Q

1

a E h

R e犷

(l + a s in 甲

(4
.

1 )

中二 少
艺拼

Im V
’

(1 + a sin初 +
R e tg甲

1 + a s in 甲

代入 (2
.

2 e 、

d ) 和 (2
.

4 )
、

(2
.

7 ) 式
,

可得

叽一 暴
e o s甲Im F

(z + a s in 甲)
2 十

a + 5 in 切

(l + a s in 中)
2 (Q

。+ F )

2 + a s in 甲

2 (l + a s in 切)

·

a P
, o

丫少
N 。

下

1 (
2拼 \

lm 犷

1 + a sin 切

a + s in 甲

(z + a sin 切)
“
(Q

。 + F ) + 彗
, 一

[ (a + s in 切)p
, ; + e o s切p , 」 (4

.

2 )+a
“

M
, =

M
。=

刹!
一

、

糕
,

一

)
‘

+

粼v(i 糕
*

)
’

+

a 护C O S甲

(1 + a sin 沪)
“

R e犷

}
住 C O S甲

(1 + a sin 甲)
“
R e犷

O
, a

2拼

位移

5 1几甲Im 犷

(一+ a sin 甲)
“

C O S甲

(i + a sin 甲)
“ (Q

。
+ F )

由图 1 ,

夕= v c o s中+ 阴 sin 甲

之= 口 S l n 甲一切c o s甲
} (4

.

3 )

由 (2
.

2 a ,

b ) 和上式可得

R
g = 它h-- (IV “一’Jv , ) 咬l + a s ‘n 切) (4

.

4 )

微分 (4
.

3) 式

之== (
。 e o s甲+ 。 sin 尹) + 公

5 1卯一 白

利用 (2
.

2 a 、

b ) 和 (2
.

5 ) 消去 奋 和 公,

可得

r 甲 刀 r

之= 2 0 十 l 口石 l a 吸Iv , 一 vZ v 口) s l n 尹一
沙 甲O 一

’
一

~

C o S甲

e o s甲R e厂

1 + a sin 甲 ]
d ,

(4
.

sa )
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假定 lm 犷
‘m 夕与 Re : 具有相同量级

,

则可 以 ; : 明
,

(4
.

sa) 第 一 部 分 具有
。

(
一

然、或
\ 乙拼

/

)
量级

,

此时 (4
.

sa
,可以简化为扩知了叭

、

一
。
一

犷
_

资犷嘿蕊
) 、

, 夕 U

(4
.

sb )

常数 : 。

由位移零位置规定决定
。

设环壳具有边界 甲二甲
。

和 切= 切, .

边界条件可提为

或 夕(甲
。

)= 歹
。

或 , (尹
。

) = 牙
。

或 , (甲
,

)二歹
;

或 劣 (沪
;

) = 牙
,

(4
.

6 )

或其它混合形式
.

式中右端各量为已知边界值
.

两个边界四个条件
,

可确定 (3
.

1 2 )中两个复

待定常数
。

在前述方程和内力中的常数 Q
。 ,

系 甲二 o 处的剪力值
.

当边界之一给定力的边界条件时
,

Q
。

不难由整体平衡条件确定
.

在一般情况下
,

包括全圆环壳情形
,

则应由位移的 补 充 条件

来决定 口
。

值
.

例如
,

当 之。= 二 1 = 。时
,

补充条件为
’

{
甲‘

‘ 明 0

我们采用的 (4
.

5b) 式计算
二 。

黑酥豁、
一 0

(4
.

7)

五
、

几种常见荷载及闭合环壳

内压 p
, 。

作用情形 已在 (2
.

1 6 )
、

(2
.

1 7 )和 (3
.

6 ) 式中讨论过
,

载及闭合环壳
.

1
、

自重 (图 2 (
a
))

此时
,

P
, 。
= o ,

P
, : = 一 g e o s 甲 ,

夕
,
= g s in 切 ; 由(2

.

1 5 )式得

F = 一 a q (中一 a o o s 切十 a )

方程 (2
.

1 4 )为

￡ (: )一卫鬓兰〔。
。

一
*
一

。(*

一
* + a )

。。S ,

现在我们讨论一些常见荷

(5
.

1 )

口

十
孟

艺拼

a q (2 + ,
)1

s in 中(1 + a s in 切)
2

〕

略去小量
砰动

,

得到

兄 (厂)二

(5
.

幻式正是文〔1 7 〕的结果
.

2
、

离心力 (图2 (b ))

4拜2

a

〔Q
。
一 a q (甲一 a e o s 中+ a )〕

e o s 切
(5

.

2 )
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协
“

行行协
了z / / /

(a ) (b ) (
〔

) (
〔l)

图 2 常见荷载和闭合环壳

此时
,

P
r 。
= 0

P
r ; ~ a (1 + a sin 甲)s in 叨

p
,
= q (z + a s in 甲)

e o s 中

式中
, q 二尸曰场h

, 。 为角速度
, 户为密度

.

代 人 (2
.

1劝
、

(2
.

15 )式
,

得

F = 0

和

(5
.

3 )

州厂)一 4

竺Q
。 e o s 甲 + 2拼a g f(3 + 、

)(]
一

卜a s in 甲)
号 e o s 甲 (5

.

4 )

与a 《 l 时
,

(5
.

4 )式简化为

兄 (不
一 ‘

竺
“

!
Q
。+

或
‘
(3 、一 )

·、‘

」一
:

(5
.

5 )

与(2
.

1 7 )式相似
.

因此
,

在细环壳时
,

离
J

已力解
;‘

}
一

由内压解得到
.

3
、

静水压 (图2 (
e ) )

此时
,

P , = 0
,

P
, 。
= 0 ,

P
, , = 一 a g (i 一

e o s 切) , a 为液休比重
。

代 ,\ (2
.

1滚)
、

(2
.

1 5 )
_

:

丈得

。 , 了1
.

1
.

_
.

a
。 .

a a
. ,

、
1

’

= a 一
q 吸

。 甲
一t一 」 s ln 乙切一 s ln 甲一

, c o s
‘

劝十
。

一
。 s l n 一

甲 夕
、 ‘

亡
1 口 Q ‘ /

(5
.

6 )

‘口 ￡ (。)一 4赞
2

。
。 c 。 。 :

一

。

经
。2 。〔6、 + :; 5 1· 2 * 一 1 2 5 1· 、

《尤 J (尤

一 4a e o s 3甲+ 4a 一 6 a s in
Z切〕e o s切

2拼
厂

一

ia Zg (l + a s in 甲)
“

[ e o s Z甲一 e o s卿一 a s in 中〕 (5
.

7)

4
、

线布载荷 (图2 (d ))

本文方程 (2
.

1 4 ) 也可用
一

于处理线布集中载荷情形
.

此时

(2
.

1 4 )中F实际上是竖向荷载合力
,

只需将其改写为

F 补二一 Q朴
(1 + a s in 甲肠){甲一切

关 }
”

于是基本方程 (2
.

1 4 )为

P
, 。
沈P

, 1 二 /) ,
一 O,

但 注 意到

(5
.

8 )

￡ (: )一 ”竺
“

[ Q
。
一 Q苦

(1 + a sin 甲关) {甲一切关 } 〕e o s甲 (5
.

9 )

式中
,

{甲一甲关}
o

是 H e a v isid e 函数

、, 一 , · ;一{

,

定义是

1 (尹》甲朴 )

o (甲< 甲关 )
(5

.

1 0 )
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5
、

闭合环壳 (图2 (
e
))

在方程 (5
.

2)
、

(5
.

7 )的右端
,

都有项 叨 c os 切存在
,

在闭合环壳情形
,

这是 非 周 期 项
·

这是因为对应的荷载自身并不构成平衡力系
.

囚此
,

必须考虑 由外部约束提供的约束 反 力
.

考虑图2 (
e )的一般情形

.

不失 一般性
,

假定在 甲= 二 处支撑反力为Q气 与 (5
.

5) 相似
,

我们将F 改写为

F一。·、。一 ;
·

+ ·

I:
(,

, !

一
: 一 , 一‘· , , “+ a s ‘n , , d * (5

.

1 1 )

并且
,

F 补 应当在 甲二 0 和 甲二2二 时连续
,

一

十是得

Q ·

一J;
‘

(,

一
* 一 , 一

”* , “十 a s‘。切, d 切 (5
.

1 2 )

故闭合环壳的基本方程为

￡ (。)一 ‘矿 (。
。、 Q·、, 一二 ;

·

、尸一 代
z ‘ ·,

, 。

、
c O S ,

“ 、 任拼 /

2拌a云

a
(i

一

卜a s in 甲)
“

长L(a 十
5 1红q

,

)夕
, , 决

一 e o s甲 P
,

〕
’

+ a (1
一

干v )P
,

} (5
.

1 3 )

(5
.

1 3 )式是 (2
.

1 4 )在闭合环壳问题的推广
.

当表面分布载荷 自成平衡力系时
,

如内压和

离心力
,

Q 共二 0 ,

方程 (5
.

1 3 )和 (2
.

1 4 )相同
.

(5
.

1 3 )式可用于研究各种闭合环壳问题
.

六
、

结 语

木文得到 了环壳
一

般轴对称问题 (包括线布载荷和闭台环壳 ) 的简化复变墩方程和一般

解
.

这个解答是简便和准确的
.

本文结果 可用于研究若干有实际意义的环壳问题
.

本文结果

适用于 a < 1 的 环壳
。
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