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摘 要

本文首先讨论拟协调元空间的紧致性
,

把 R e

lli ch 紧致定理推广到拟协调元空间序列
,

进而把广

义 p o in e a r己
、

F r ie d r ie h s 和 p o i n e a r e一F r ie d r ie h s

等不等式推广至IJ拟协调元空间
.

然后讨论拟 协调

元法的收敛性和误差估计
.

木文证明 了如果拟协调元空间具有逼近性和强连续性
、

满足 单 元 秩条

件且通过检验 IP T
,

则近似解是收敛的
.

做为例子
,

我们证明了 6 参
、

, 参
、

12 参
、

15 参
、

18 参及
2 一参拟协调元的收 敛 精度 在 L Z ’2

(口 )范数 厂分另IJ是 O (h
:

)
、

O (h
:

)
、

O (h荟)
、

O (h篡)
、

O (h子) 及
O (h华)量级

.

一
、

引
一

言

文〔1 〕建立了拟协调元方法的数学基础
,

把其收敛性归结为三部分
:

( i )能 量泛函的一

致正定性 ;
(ii )拟协调元空间的逼近性

;
(iii )拟协调元空间通过广义分片 检 验

.

文〔1 〕讨

论了 (ii )
,

(11 1)
,

但对 (i) 还未加讨论
,

本 文将讨论这个问题
.

为此目 的
,

我们 讨 论拟协

调元空间的紧致性
,

把熟知 的 R e
lli

c h 紧 致 定 理 推 广 到 拟 协 调 元 空 间 序列
,

进 而 把

P o in c a r 。
、

F r ie d r ie h s 和 P o in e a r 。一F r ie d r ie hs
等不浮

工丈推广到拟协调元空间
.

这样在用拟

协调元解板弯曲问题时能保证能 量泛函的一致正定性
.

另外
,

我们改进 了「1 〕关于 逼 近 性

和广义分片检验的结果
,

证明在相当广的情况下拟协调元方法是收敛的
,

坪巨给出了误差估

计
。

做为例子
, 6 参

、

9 参
、

12 参
、

15 参
、

18 参及 2 1参拟 协调板元是收敛的
.

和〔1 〕
一

样
,

我们仍以周边固定的薄板弯曲问题为例叙述我们的结果
.

设 习 是 R
Z r扫的有界多 边 形 域

,

记 I
,
2 , “

(口)二 {u = (
u o o , u , 0 , u o ‘, u Z 。 , u “

, :‘。2 ) }
。‘夕〔L

Z

(口)
,

o板‘+ j成 2 }
,

则 L
Z ’“

(口)按下述范数卜I{
: : , 2 、。 是 1王ilb e r t 空间

:

。〔L 么, ‘

(口)
,

!!u l!1
2 , 2、。 。 = 乙

0《f + 7砚2

{ !
。‘,
一。二

J 甜

对V 叨 〔H
Z

(。)
,

定义 E “ = (阴
,

日二 1 田
,

口x , 切
,

口至
1 二 l田

,

。委
1 二 2阴

,

口圣
ZX : 阴 )

,
贝IJE H

Z

(。) 成为

尸
, 2

(口)的闭子空间
.

在空间 L
“’“

(口)上
,

定义
一

个双线性连续泛函 a(
· , ·

)如下
:

“ , 。。: , , ,

(。)
, 。

(
。 , 。

)一 {
_

(
u ZO v “。+ : 。 ‘, 。 , ‘+ 。。2。 。2

)、二

J g
(1

.

1 )

4 09
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对 V f〔(L
Z ’2

(口))
‘,

一

考虑变分问题
:

u。〔H 丢(口)
,

取 〔I
,

(
: 二 1

,

2
,

⋯ )
,

a
(刀

u 。 ,

E v
)二f(刃

: ,

) (V
。〔H 丢(口)) (1

.

2 )

旱 L
Z ’么

(口)的
-

u ,

〔U
, , a (u

, , v )二f(
v )

·

列有限维子空间
,

则下述变分问题

(V
v〔U

,

) (1
.

3 )

址 (1. 2 )的多套函数有限兀逼近
.

如果 U
,

是按拟协调元方法构 造 的
,

则 (1
.

3) 是解 (1
.

2) 的

拟协调元方法 (见〔1 〕)
·

对 T = 1
,

2
,

⋯
,

设 K
,

是 口 的一个有限元剖分且具有下述性质
:

对V K 〔K
, ,

K 是 一个三角形 (或平行四边 形 )
,

民g = U K (
: 二 1

,

2
,

⋯ )
;

K K 军

K
,

中的任意两相异单元的交集或空或是
一

条公共边
,

或是

记 P K 是 K 的最犬内含圆的直径
,

hK 为 K 的外径
,

h
,

二 s u p hK

个公共顶点
;

: = 1
,

2
,

⋯
,

)则 1im h
,

= 0

d.
三

,目gJKKK

且存在与
: 无关的正数 刀> 0 使得 私

,

( 户以 V K 〔K
,

)
.

拟协调元是按下述步骤构造 U
,

的 〔‘, “, “, 今 , 5 ’.

首先给定一个整数 t> o ,

对 V K 〔K
, ,

给定线性插值算子 汀公
“ :

H
‘

(K ) , H
“

(K )
、

H 。厂

H
‘

(K )* 刀归K )
、

H 二:
:

11
‘

(K ), 尸 但K )及 H 梦
: :

H
‘

(K )、L
“

(口K ) 和由多 项式构成的

有限维 子 空 间 N 盒‘
, o < l’+ j( 2

.

其 次 定 义 算 子 H 犷
:

H
‘

(K )。N 盖‘
, o< ‘十 j( 2

.

对

V 。〔H
‘

(K )
,

汀左咖 由下述方程确定
:

、尸。N 、
,

{
‘ 尸11 、四d

戈一

{
。 : 尸17 口

一N ! d一{
二”X l

尸 H : 二d
/

、尸。N :
,

丁
二 尸“、? d / 一

{
。二 尸17

d K叫N
Z
“一I

二 ”工 !
“H : 之U d /

(1
.

4 )

(1
.

5 )

兮尸别望
,

{ 尸H 罗脚d
, 一 l

_

p (N :H 督
‘二一N :N

。

11 ;
: 阴 )“

: 一
{

_ _

。二 ,尸H 梦。 d 二

J 万 J 口左 J 蕊

(1
.

6 )

、 p oN 、
, 2

1
二 p ll 、tLl d / 一

{
。二p oZN IN

Z

ll ‘一 + (N ,一 N ‘, H
, : 叨〕d ￡

一

{
二
(”一p H 蟹? + ”一 p “望叨 , d

X “
·

7 ,

, p oN :
,

}
二 p ll : 叨d

/ 一

{
。‘ p (N :H , 一 + N !N

Z

ll ;一 , d一丁
‘”一p H 、? d X

(1
.

8 )

比中 N 二 (N ; ,

N
。

), 是 口K 的单位外法向向 鼠
.

最后
,

定 义算子 17
, :

H
“

(口)、 L
“ , “

(口)
,

对 V u〔H
‘

(口)
,

刀
了 u 由下 式确定

:

(二
; u )

‘,

1 一 二丫(
。
}
二) (‘十 j簇 2 ,

、。、
,

) (1
.

。)

对于问题 (一 2 )
,

按照

1 1
艺

(口))
,

之仁1 」
,

有

令 U
,

二H
,

(H
‘

(口)门万丢(口))
.

这就是拟协调元法
.

我们称蓬U
:

卜
、

去I丢(口) (或 曰
2

(身)) 具有逼近性
,

如果对丫、〔汀吞(口)(或

1im
了 一) 入)

in f }IE :。一 v ;

11:
2 , : 。 )

= 0
粉 了 r

U 「

我们 称弋U
,

}
,

11 丢(g ) (或 H
“

(日) ) 通 过 广 义 分 片 检 验
,

如 果 当 叭〔U
,

(
: = 1

,

2
,

⋯ )
.

s u p鸽。
,

1}:
: , : (。、

< , 时
,

对丫切〔C言(尸
2

)(或丫切〔C万(g ))有 lim T
‘, , (切

, : ,

)二 o (‘= 0
,

1
,

2
,

j=
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l
,

2 )
,

这里

T
。 , 1 (切

, v ,

)

T
。 , 2

份
, 。 ,

)

T l , 1
(卿

, v ,

)

一

{
。

(”一、
·早

“ + 切·‘
。

’“/

一

I
。 (”一、 之少早

。 + 。〕: ,

””“X

一

I
。
‘”一切

·
落
“十

一

{
。
‘”一切

·
落
。
+

明嵘
。

)d 二

T :
.
:

(切
, v ,

) 切v
毛
1
)d

二

T
Z , 1
‘*

,

二 , 一

{
。
(”一 : ·

:
! + * ·

:
! )d /

T 乞, !

(*
,

二)一

!
。
(”一: ·‘! + , ·”

2

, d
/

对 (1
.

3) 解的收敛性有如下定理
。
“

, “’

定理 1 设 a(
· , ·

)是一致正定的
,

即存在 与 : 无关的正常数 a 使得

v v ·

〔U 一 a l}
“·

}}:
2

.
2 : 。 ) ( a

(
v 一 v ·

) (‘
·

‘0)

对 : 二 l
,

2
,

一 致成立
,

则对 V f〔(L
, , “

(口))
‘ ,

(1
.

3 )的解
“ ,

在 }
·

}
: “, “。。 ) 意 义 下 收 敛 于

(1
.

2 )的解 E “。 的充分必要条件是王U
,

}
,

H 丢(口)具有逼近性和通过广 义分片检验
.

在第二节中
,

我们在硬U
,

}具有相容性的条件下证明紧致性定理
,

然后证明广义 Poi nc ar 色

等不等式
,

在第三节中
,

讨论拟协调元空间具有相容性的条件
,

证明单元秩条件在某些条件

下能导出相容性而且有更强的结果
.

主要的想法是 正规仿射连续族的概念
。

第四节讨论逼近

性和广义 分片检验
,

给出拟协调元法的收敛定理和 精度估计
.

最后
,

第五节给出第不节
、

第

四节中的定理的证明
。

二
、

紧 致 性 定 理

设笼U
,

}是 L
“, “

(口)的一列子空间
,

我们称笼U
,

}具有相容 性
,

如 果 存 在 整 数 r > 0 和 与

K
、 : 无关的常数 c 使得

:

a) 对V 叭〔U
, ,

V : ,

以
‘

IK〔尸
,

(K )对 V K 〔K
,

(0 ( ‘+ j( 2) 成立 ;

b) 下述不等式

= 0
,

1
, 乙 }

。

‘+ j 一 乙
}
: , 二( c { 乙 1

。甲
·

}
。 , 二十 11李

一 ‘

乙 ]
。梦

·

1
。 , 二

(2
.

1 )
爪 + 佣 二 l + 1 科 +

二
2

对 V 叭〔U
, ,

V K 〔K
, ,

V :
一

致 成立 ; c )下述
一

不等 犬

‘+ , 、 1 ,

; (· :
,

)K /

(、)一 (。 : ‘)K “

(二) }、
·

{ h
, s

K 勺

U P
K r (￡ )

S U P
, 卜
巷

乙 1
。州 (妇 }

仍 + ” . ‘+ 了+ l

+ 八毛
一 ‘ 一 ‘ s u P s u P

“ 了 : (二 ) , 之纽

兄 (2
.

2 )
爪 + 几 二 Z

,
”丁

”

(”, ,}

对V K 产、 K
“
〔K

,

(劝
,

。落
’

}尸
、

叫 ‘
};

“

在 K ‘、

K 产,

K
“ ,

K 的内点集
.

我们知道虽然 U
,

v正。
.

v 叭〔u
,

及 v : 一 致成立 ; 这里 (
。妇)“

、

(
。州)

‘ “

分 别 是

K
“

仁的连续延拓
,

K
,

(劝 一 {K }
二〔K

,

K 〔K
,

}
,

塞产、 多
“ 、

塞 分别是

不必包含在 E ll
Z
(Q )中

,

但它要逼近 E H
Z

(口)或其 子空 间
,

所以 U :
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的元素必然要具有某种
一

与 E H
“

(口)的元素具有的性质类似的较弱的性质
.

相 容性 就 是刻划

这种性质
.

不等式(2
.

1) 着眼于元素各分量间的关系
,

不等式 (2
.

2) 着眼于元素通过内部边 界

的连续性
.

当 U
,

是非协调元空间时
,

「7 〕中的弱间断性和〔8 〕中的弱连续性 均能导出相容

性
.

关于相容性成立的条件将在下节讨论
.

现在我们建立紧致性定理
。

定理 2 如 果子U
,

}具有相容性
,

则下述两结论为真
:

l) 若 v ,

〔u
,

(
: 二 l

,

2 ⋯ )
,

在五
‘, “

(口)意义下弱收敛于 。,

则有 lim 乞 !}
。 ; ‘卜

, 。。 ,

, ~ ) 阅 ‘+ J‘ 1

2) 若{ U
,

}
、

H
“
(口)(或 H 孟(口))具有逼近性且通过广义分片检验

,

则对任意在 Lz
, 2

(口)

中有界的序列{v
,

卜
,

叭〔U
, ,

存在{v ,

}的子列{。
, ,

}和 v0 〔H
Z

(口) (或 H 丢(口)) 使得
。 , ,

弱收敛

于 百v o ,

且 xim 乙 双v拜一 (百
v 。

)
‘,
l
: , (。 ) = 0

.

甲 I es ) 电。 ‘+ 了‘ 1

这个定理是 R el li ch 紧致性定理在多套函数空间 U
,

上的推广
,

也是〔8 〕的工作的推广
.

它的证明完全平行于〔8 」的方法
.

因而从略
。

同样用〔8 〕的方法也可得下面的定理
。

定理 3 如果{U
了

}具有相容性
,

则下述结论为真
:

l) 若 {U
,

}
,

H 苏(口)具有逼近性 且通过 广 义 分 片 检 验
,

则存 在 常 数
。 、

, 使得广义

P o in e a r 色一F r ie d r ie h s 不等式

lry
,

一屯
2 , : 。。 ,

成
c 冗 阿

‘

盈
2 。。。

(v
。 ,

。“
,

) (2
.

3 )
‘+ J 一么

对 : 》 ? ⋯致成立 ;

2) 若笼U
,

卜
、

H
Z

(口)具有逼近性 且
.

通讨广 义分片检 验
,

则 存 在 常 数
c 、

, 使 得 广 义

P o in c a r 己不等
。

弋

1!v
,

1!盈
2 , 2 。。 ; 成 C 乙 一!。 : ‘

‘+ 了. 2

及广 义 F r ie d : ie h s 一

不等式

!。:
: 。。 ) + ‘

歌
:

()
。· ; / “·

)
“

}

}}1
2 (g +

丁
。。

}
· ?

。

}
‘
d ·

}

(2
.

4 )

沙 ,

l又
:

.

2 (。 、

( 口 兄 11gl
’

‘+ 了一 2

(2
.

5 )

对V 叭〔U
, ,

V : 》 ,
一

致戍立
.

三
、

单 元 秩 条 件

从现在起
,

我们一直取 U
,

淤用拟协调元法构造的 (见第一 节)
.

木 省讨论 {U
,

} 具有相

容性的条件
.

我们从单元秩条件和正规仿射连续族的定义出发
.

单元秩条件 称{U
,

}满足单元秩条件
,

如果对V 切〔H
‘

(K )
,

V K 〔K
,

(
T = 1

,

2
,

⋯ )
,

从

刀是
”叨 = II F。二 17 是物 = o 能推出 万走

。切
、

刀是物〔尸
。

(K )
,

H 是
。、〔尸,

(K )
, _

目
_

刀 。K二 一H 护团 l
。K

一I7J 一知黝
!
J ! 一二一聂二

。? !
J ! -

单元秩条件的物理意义是

秩
,

所以才称为单元秩条件
.

现在要对算子刀扩
、

11 。二

“

零能模式只能是刚体位移
” ,

它的验证是检验一 个 矩 阵 的

等多讨论一些
.

对任意单元 K
,

设存在 H
‘

(K )上 的 线性独 立
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的连续线性泛函 九
, 二 ,

价
, , K ,

一
,

诱
, , K ,

兀一组 多项式 G , , K ,

⋯
,

G ,
, r 和空 间笼g }夕〔尸 (aK )

,

当 F 是 K 的一边 时
,

川
,

是F 上的多项式 } 中的一组函数 功
, K 、

买
, K 、

g 梦
, K , 1 ( j( M

,

使

得对 V 叨〔H
‘

(K )
,

有

刀是
, 。 = 乙必

, , 二
(、)G ,

, 二

刀 J二。 = 兄 功
, , 二

(。)夕
, , 二

刀吕x 。 = 乙功
, , 二

(“)g 华
, 二

了一 1

刀李
二。 = 乙必

,
, ‘
(w )g 乍

, 二

(3
.

1 )

而且当 刀护切 = o
、

H
。K二二刀备K。二 IJ 督

K , 二 o 时 功
, ,

以阴) = o
,

1《j( M
.

剑门称 必
, , K 是刀护

,

刀、
、

汀介
、

刀务 的参数
.

我们选字
一

个固定的参照 单元户 (二角形或矩形)
.

对所有的单元 K
,

都 存 在 仿射变

换 F二、二 B K 、+ b 二
,

这 里 B 二 是 2 x 2 非奇异阵
,

bK 〔R
“,

使得 K = F K

片
.

于 是对 任意 定义

在 K (或aK )
_

仁的函数 。
,

记

公
,

(* )二切 (尸、* ) (V *

扩 (或。贯)) (3
.

2 )

对线性泛函 功
, J 二 ,

我们定义一个 H
‘

(户)上的线性泛函 成
, , 二 如下

:

丫翻〔万
‘

(户)
,

访
,

,

二
(扬) = 功

, 夕 二
(功 ) (3

.

3 )

其中 白
、

二 按 (3
.

2 )式的方式对应
。

我们称算子族丈H 吴
” ,

11
。x ,

H 答‘
,

H 考价 = 笼(刀护
,

刀 。K ,

打二K
,

刀爹动 !K 〔K
, , T = 1

,

2
, ,

二 }是

正规仿射连续族
,

如果 (i) 若对一列单元{K
。于篇

一 。

有 B K ,

在矩阵范数意 义下 收 敛于 B KO
,

则对 j二 1
,

⋯
,

M
,

访
, 夕二 。

在 H
‘

(对)的对偶空间 的 范 数 下 收 敛 构
, 二 。,

户
, , 二 二

一致 收 敛 于

亡
, , 二。 ,

夕,
,

、 , 、

女,
,

二 ,

和 夕乍
, 二 ,

分另11在乙
,

(。尤)意义下收敛于吞
, , 二。、

吞
, , 二 。

和 夕乍
, 二。; ( 11 )对

任意 单元 K 和常数 口
,

记 厂一 {艾 !交二e二
,

V 二〔K }
,

对任 意定义在 K (或口K ) 上的函数戮

记
、

、(交)二 :、,

(口 哎 )
,

艾〔尺 (:戈口贡)
,

则有 (汀要
。、 ) (, )二 (17罗面)(乡二)

,

(11
。二二 )(二)二 (万

。* 。 )

(夕‘)
,

(1 1与二叨 )(‘卜口 (11 。声面) (0“)
,

(刀誉
x 阴) (‘)二 0 (H

。

登汤 ) (0
‘)

, “〔K (或aK )
, 叨〔H

‘

(K )
.

如果插值算子 打扩
、

II
J K 、

刀二K
、

H 誉
K 只用插值点的函数和其导数值以及函数和导数的某

种积分平均值作为
一

参数
,

而插值点在 K
_

仁的相对位置是仿射 不 变 的
,

则笼刀护
,

汀 。K ,

H 二K
,

11 务 }就是正规仿射连续族
.

这说明常用的插值算子都是 正规仿射连续族
.

不难看 出 这是仿

射族
‘“’的推广

.

我们称 {N 众‘卜= {N 走
’

!K 〔K
, , : 二 1

,

2
,

⋯ }是正规仿射连续的
,

如果 (i) 对任意 单元 K
,

存在 N 扩 的一组基 尸‘, 二
(l( I( 乌

,
)

,

使得 当 B 二
二

、B K 。

时 有 户
‘, 二 。

一致收敛 于 户
: , 二。

( 1(

l( L ‘,
); (1 1)对任意单元K 和常数 口

,

若记K 之稼 !艾二 8二
,

V 二〔K }
,

贝1} }
〕: , 、

(二)= P ‘,

玄(0二)
,

(V
%〔K

,

1镇l( 岛小
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{N抖是正规仿射连续的 一个特殊情形就是它是仿射的
,

即存 在 万梦使得 对 任 意 单 元

K
,

心
, = {尸 !P( 劝 二户(F户)

,

v 户〔N 蔚
。

我们称 {U
,

卜具有强连续性
,

如果对
一

单元 K 的每边 F
,

存在定 义在 F 上的多项式空间 匕

的线性泛函 q , 、

g 二
、

q璧
,

它们具有性质
: g ;

(1 )g 二(1 )g梦(1 )斧 0 ,

且{g , }= {q ,
IF仁aK

,

K 〔K
, ,

V 朴
、

{好 }= 魂姑 !F已。K
,

K 〔K
, ,

丫 : }和笼q梦}= 诬q梦IF仁口K
,

K 〔K
, ,

丫
,

}分别 是 仿 射族
,

使得当 F = K 门K ‘是一边时
,

对丫叨〔H
‘

(口)
, a , (H 。x

叫
,

) = q , (H 。二 尹

二 }
;

)
、

g 二(刀吕
: 二 {

, )二

一q ; (H二益
产

切 l
,
)

、

a璧(H誉
‘叨 }

,

) 二 一、梦(H 聂
,

叨 I
;

)
,

当 F 二K 门”。 时
,

对 V 阴〔11
‘

(。) 门

H 丢(口)
, q ;

(刀
。二阴 i

,
)= g 二(11 路叨 }

, )二 g梦(H 淡、 }
, ) = 0

.

我 们 称{g , } 是 仿 射 族
,

是 指 若

F = F沪
,

则对任意 F 上的多项式 尸
,

有 q ,
(尸)二 q * (户)

,

其它的相同
.

如果对 V 。〔H
‘

(K )
,

H
。K
叫

, 用到。在F 的一个函数插值点
.

H 奋K却 !
, 、

H彗
K二 l

; 分别用到

切向导数
:

法向导数插值点则 笼U
,

} 具有强连续性
; 如 果 刀

。K。 }
; 用到 二 在 F 的函数 插值

点
,

而 17 备K田 {, 、

刀誉
K 二 }

;

在 F 上的积分平均值由 、 在 F 上的参数唯 一
确 定

,

则{U
,

}也具

有强连续性
, 也就是说常用的空间笼U

,

}都具有强连续性
.

有了以上几个概念
,

我们可以给出相容性成立的条件
.

定理4 设下述三个条件成立
:

l) {汀扩
,

H 。K ,

刀二K
,

刀乳} 是正规仿射连续族
,

且对V 咫尸1
(K )

,

刀扩尸 = 尸
,

11 。K尸

研丝
_

.

_
_

_ 口尸
.

~
。 一

= 厂 l‘K
,
1 1

’

; 工 厂 =
一

西: }‘K
,

1 1 ; K厂二

2) {N 犷}是正规仿射连续的
,

且
.

N尸 包含常数空间 (0 < i+ j( 2 );

3) {U
,

}具有强连续性
.

则由单元秩条件 成立可以断言{U
;

}具有相容性
,

并 目存在与 F
、

K
、 : 无关的常数 c 使得不等

式

= o
,

1
,

乙 I刀走
, : 。

l
,

_

; , 二成 。

艺 }刀 ;
。二 I

。 , 二

(3
.

4 )
‘+ j 目 乙 ” + ” . 2

}。
、,

刀是
。。一刀走

。、 l
。 , 二 + {。

、:

汀
「

是
“: 。一刀是

‘阴 l
。, 二 簇。 。

,

乙 I刀盒
,二 I

。 , ‘
(3

.

5 )
‘+ 了. 2

3 、es~ ,

IH 是
U切 一 11 。: 功 {

。, 。二《 e h矛 山 111 是
.

, 1
。 , 二

价 + 翻 一 2
(3

.

6 )

,I7j
‘二一

勤
;、

。一 二 。一二浏 一

品刀是
“。 z

。
.

。二( 。 。幸乙 }万 :
·。 l

。, 二

价 + 目一 2

(3
.

7 )
对V 叨〔H

‘

(K )
,

V K 〔K
, ,

V : 一致成立 ; 而且当 尸 = K 门K
产是一边 时不等式

}刀
。二。一刀。二 ,

w l
。, , 簇。 、餐乙 [ (3

.

8 )
拼 + ” . 2

!二 :
·二 }

。 , 二 十 .二二,
切 ;

。, 工 ,

)

}二 ; K 切一 H :、
,

? .
。, · + !17 ,

工阴 一

暇
产

阴 }
。, ·、 ·”幸蕊

:

(:
“ ;一 }

。, · + ,“二)
“ ,

。 ,

一

)
(3

.

9 )
对 V 脚(H

‘
(口)成立

,

当 F = K n ag 是一边时不等式
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_
_

旦 、一 ,

_
}Ij o x

叫
。, ,
成

c h若 山 }1 1妥
. 田 !

。 , 二 (3
.

1 0 )
仍 + 翻 一 2

!刀 ; K o l
。, ;

+ I刀誉
二。 !

。, ,
( 。。幸E !汀是、 I

。, 二

(3
.

1 1)
价 + . 一 2

对V 叨〔H
‘

(口) n H 急(口)成立
.

因为这个定理的三个条件是不苛刻的而且常用的单元是满足这些条件 的
,

所以可用单元

秩条件取代相容性条件
.

至于单元秩条件的验证可归结为一个矩阵的秩的检验
.

对 V 叨( H
‘

(K )
,

在 N 犷(i十j= 2) 中选取一组基
,

记 17 鑫了tD 在这组基下的坐标为刀犷(。)
,

令

口
二
(, ) = ((刀是

0

(。 ))
, ,

(刀企
‘
(。))

, ,

(刀是
2
(。))

,
)
r

(3
.

1 2)

功
二
(阴) = (必

l , 二
(二)

,

沪
: , 二

(w )
,

⋯
,

功
。 , 二

(。))
,

(3
.

1 3)

L 二 L
Z。
+ L , x + L

o :

其中 L ‘, 是几
,
(切)的维数

,

则 (3
.

6 )~ (3
.

8 )可写成

A 二

凡 (功 ) = Q二价
二
(即) (3

.

1 4 )

其中 A K 是 L 又 L 非奇异阵
,

Q K 是 L x M 矩阵
。

定理 5 设 N 尸
、

N 扩包含常 数 空 间
,

且 对 V 咫尸1
(K )

,

刀扩尸二尸
,

万、尸 = 尸 }
。。

~
_

一 口尸
.

~
、 ,

一 a尸
,

~
,

~ _ _ , ‘
, . , _

、
_ 、 _

一
, 人

_ 八
, _

_
.

,

。 , ,

17 耘尸 =
一

廿
_

}。二
、

H 誉
K 尸二 二又

:

}
。K .

则单元秩条件成立等价于 Ox 的秩是 M一 3
.

~ a K ‘

一 口5 1 口龙 、

“
口五 ‘

一 ON
’“人 ’ 入 ,J

丫
2

“
l八小

’ ‘ ’如一叮
’尸 ’ “ 代 几 曰 “ ‘

l八 ~
‘ ’ -

四
、

拟协调元收敛的条件

上一节我们解决了相容性的问题
.

现在我们讨论逼近性和广义分片检验
.

首先将仿射族

的逼近性结果
「“’推广 到正规仿射连续族

。

定理 6 设 {11 扩
,

11 、
,

打耘
,

刀瞥对 是正规仿射连 续 族
,

{N 笼, } 是 正 规仿射连续的
,

o< ‘+ j( 2
.

如果存在整数
r‘> 2 (1( i( 5 )

,

使得H 是
。 :

H
f l + ’

(K )、H ‘ (K )(o( m ( r , + z )
、

H 。二 :

H
, : 十 ‘

(K )、L
Z

归K )
、

刀二二
:

H
r 3 十 ‘

(K )。L
Z

(aK )
、

万誉
x :

H
护一+ ’

(K )、L
Z

(aK )是连续的
,

且
.

对 V 尸〔尸
r ,

(K )有 几扩尸二尸
,

对
一

V 尸〔尸
r Z

(K )有 刀、尸二 P I
。K ,

对 V 尸〔尸
r 3

(K )有刀耘
_ 口尸

_ . , . ,

。 _ n
, , 、

_ 。
。 。 a尸

, 、 二
一 。

P == v: }
。二 ,

对V P口
r ‘

(K )有万臀
二P一 孤

:

1
。二 ,

并且P
r , 一 、‘十 , ,

(K )c N i了(o< ‘+ j‘2 )
,

则
一 a s l。 蕊 ’ ‘、 。 ” 一

~
’ ‘ 、‘ 一 尹 门 一

“几 一

a挥
’“ 几

”
’ 一t J 一 ’” 一 、 苍十 7 2 “

一
产

一
‘ ’

压 、 , \ ”
J

决
“ 广 , 入 ,

存在与 K
、 : 无关的常数 c > O 使得

o( l( m
,

r叨一万是
。。 l

‘, 二
(

e h擎
十‘一 1 1。卜

: 十 : , 二

}。一刀
。二。一

。 , 。‘( c。犷
2 ‘

告!田 }
, 2 十 : , 二

(4
.

1)

(4
.

2 )

瓮
一 H : 工二

纂一
二:

二、

_ _

(
。

小一幻叫
, ,

+ : ,
二

0 一口工
(4

.

3 )

护
_ 工

(
c h备

‘

0 , J K
(4

.

4 )

�

1
.了.,.., ...... .了.

!

对 V 功〔H
,

(K )
,

V K ( K
, , , = 1

,

2
, ·

一致成立
,

!, I
, ‘ 、 , , 二

且

}.二。一。
, “
!!
: 2 , 2 〔。 ,

、
。

立
* :

2 一 ’

}
。
}

,

+ 1 , 口 ( 4
.

5 )
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对V “〔万
r

(口) n H
‘

(口)
,

V : = 1
,

2
, ·

一 致成立
.

这里 r = m a x 笼r‘+ 1 }
.

1 ‘移‘肠

由于在这个定理条件
一

曰 U
,

}具有逼近性
.

而月这些条件相当地赛
,

所以我们从现在起
,

把川拟协调元方法构造的福U
,

}满足定
.

叩 6 的条件称为具有逼近性
.

虽然在能量泛函一致正定 和 硬U
,

} 具有逼近性的条件 下
,

通过广
‘

_

义 分片检验是收敛的充

要条件
,

但它的验证是相当不易的
, 一

下面我们给出
·

个较易验证的条件
-

—检验 IP’r
.

检验 IPT
:

对V K 〔K
, ,

存在插值算子万落
‘ 、

厅介使得 笼H 扩
,

H 。二 ,

厅言
二 ,

厅轰 }也是正

规仿射连续族
,

而且 H 梦
、

刀二
、

汀 万了
二的参数是 11 罗

、

H
。‘ 、

17 二
二 、

H 誉
二的参数的线

性组合
,

且
.

对V 尸〔尸, (K )
,

汀二K P

两条件成立
:

a )
、

对 V 。〔H
‘

(口 )门H 丢(口)
,

厅梦
、
尸= .

如果存在 r .

) 2 使得 下述

、f卜‘名K日口

当F = K 门K
产

导
一

边时有

Sd

, .月...,J....一一

‘“〔尸向 一 2 ‘F ,
,

{
,

飞
d :

一 {
尸「
厅寿

, 。

厅轰
, “

(4
.

6 )

材臼
S

汀N仔厅�汀一..

1尸

当 F 二K 自。口是
一 边时有

V 尸〔尸、
,

一 2 (F )
, { 尸厅:

二。、。 一
{
尸厅介

“ : l: 一 。

J F J 尸

( 4
.

7 )

l))
、

对丫叨〔开
‘

(K )
,

V K 〔K
,

(
r 一 l

,

2
,

⋯ ) 有

v ““p 、 一2 ‘K ,
,

!
。*

N 、(H晋
二 一愈

‘ ) 。,一 刀 ,入
:

(汀名‘ 一厅言
K
)叨 、

2N IN 2
‘H 头一厅轰’叨 + ‘N , 一 N ‘’‘11 “

K 一厅“
K ’叨

}
“一 O

码 (刀轰一厅粼 * + 叭丛‘峨
‘ 一次户

。 }

一

!
lseL

尸

(4
.

8 )

则称硬U
,

}通过检验 IPT
.

定理 了 如果 {U
,

} 具有逼近性和强 连续性
,

满足单元秩条件及 通过检验 I PT
,

则对任

意 f〔(L
Z , 1

(口 ) )
‘ ,

问题 ( 1
.

3 )的解收敛于 (1
.

2 )的解
:
lim !!刃。 。一 u ,

}}:
2 , : 。、

二 0
.

定理 8 设 {U
,

} 具有逼近性和强连续性
,

满足
一

单元秩条件且通 过检 验 IP T
,

如果 场F

= K n K
‘

是 一边时
,

对V 。〔H
‘

(犯 )
,

有

(理
.

9 )

成立
,

、尸〔p 几 一 3 (F )
,

{
, H

d
二p d一}

,
,

当 F 二 K n a口时
一 ,

对V “〔H
‘

(口 ) 自H 活(口 )有

, p 〔p 一
3 (F ,

,

{
, p ll J

二d一”
(4

.

1 0 )

成立
,

则存在与
u 。、 ;

H 吕(g )
,

则

无关的 、数 · 使得
、

。取 , (
·
) 一!

。
,
。。。“, ,

, 〔五
2

(“, 日
、

{
·

若 2‘。。“
·

(“ ) 门

.}E

一
l

一
、 ·

{鑫
”‘

!

一 }一
r ‘

一
。 + “, 一 }一 }

r , ,

。

} (d
.

1 1 )

对丫
: 二 l

,

2
, ·

一致成立
.

这里 r ‘ = m a x {r
.
+ 1

,

4 }
,

P
一 ,
(F ) 二{0 }

, 犷= m a x {r , + 1
,

4 } ; 如
1 ‘弓‘ 6
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果对 V K 〔K
, ,

V ; ,

汀 。K 切 二 汀罗叫
。K ,

丫、 (H
‘

(K )且对V 、〔H
‘

(日)门月 忘(g )
,

(11
, “)

。。

〔{。 I刀〔C (口)
, 。 !。。 = o }

,

贝一J r ‘
= r 。 + 1

.

盆r 二 m a x 潇r
‘
+ 1 }

.

不难验论 6 参
、

9 参
、

12 参
、

15 参
、

18 参和 21 参拟协调兀是满足定理 7 的条件的 〔‘一 5 〕,

这样就证 明了用它们解板弯曲问题是收敛的
.

表 1 给出了它们的收敛精度
.

表 ,

1

扛
.

牛
.

补⋯
::

:

{ ”“

诊
““ ’

⋯牡
五

、

各 定 理 的 证 明

现在给出第三节和第四 宵中各定理的证明一首先我们建立
一

个引理
。

引理 1 设 {刀罗
,

万、
,

刀振
,

11 盏}是正规仿射连续族
,

{N 留}是正规仿射连续的
.

贝1}对一列单元 {K 。 }茜‘
。

平IJ* . 〔万
‘

(K
.
) (m 二 o

,

1
,

⋯ ) 女Ll果 lim !I功
二

,

(二。)一必
、 。

(。
。

) 11= lin ,

脚、.
尹

f0用田

l几一场
。

l二 o ,

我 们 可以 断 言对 0簇 i+ j( 2 ,

(刀梦
, ,

切。)(F
二

,

幻一致收敛于 (刀况
(F K 。

幻
.

这里朋
·

}}分别是向量的欧几里得范数和矩阵与之相应的范数
.

证明 由于 {刀罗
,

的结论是显然的
。

对 椒

下述等式

d x 二 }d
e t B l .

ld 分
,

H 。K ,

刀言
K ,

H 轰}是正规仿射连续的
,

所以 f十了= O 的 情形时引理

⋯
,

在(1
.

4 ) 巾做坐标变换 x 二B 玩分干b肠
,

利用导数链法则和

d ; 二 }d
e t 刀二

。

}}}方又,
夕ld ,

,

刀
B封 产

}!B吴
‘

产 l
(5

.

1 )

我们可得
:

l( l簇肠
。 ,

{
* ”

‘, · 。

(H :
.

户
‘, 二

田 。
)(F

x 分) {d
e tB ‘

r

}d 分

(110 、洲二) (几 劝 (氏七万
一

)
;

随‘凡
卜

}曲

云
。:

, J

。、
,

户,
,

二
, ,

)(
二跳 切。)(:

K 。 * ) }d
·tB 二 ,

}d ‘
(5

.

2 )

去工甲

j

户

l如一
一一

其 中 B心 二 (b狡 )
: · :

.

如果记万抵 阴

一
乙夕

l’
, “

‘, 。p ‘, 二
, ,
一

A 议一 }
二

p
‘;二 户

,
,

‘
,

,“
e , B x 。

}d ‘
,

R 氛是 (5
.

2 ) 式的右

瑞项
, 1簇l

,

j《L , 。 ,

令

A . = (A 梦) : 1。又 : , 。 ,

刀
。 = (刀

‘,
. )

: ,。 x l
,

则 (5
.

2 )可化成下述等式
A 。
口
。二 R 。

由于{H 罗
,

H 。‘ ,

刀丢
二 ,

H 轰 }是正规仿射连继族
,

凌N 罗

R 。二 (R 盆)
: 1。)< ,

}是正规仿射连续的
,

所以由引理的假
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设
,

当m ” co 时
,

A . ”A
。,

R 。” R
。 ,

而A
。

非奇异
,

所 以刀
。”口

。 ·

由此立刻导出(刀式 “ 。
) (F

。
幻

一致 收敛于 (刀筑“
。

) (F KO 幻
·

类似地可以证明其它情形
·

引理得证
·

定理 4 的证明
:

证明较长分几步进行
.

a
)

、

对v 雪> 0
,

我们证明如果集 八二 {K }K 是与片 同面积的三角形 (或平行四边形 )
,

h K
簇君}非空

,

则存在与 雪有关的常数
,

使得

l= o
,

z
,

乙 l汀梦切 l卜
‘, 二 《 c

(君) 乙 l刀全
, 。 }

。, x

(5
.

3 )
娜+ J一 孟 价 + ” 一 2

旧
、 ,

刀罗切 一 H 梦山 !
。, ‘ + }口

x :

H 罗。 一 H 梦功 l
。 , ‘( e

传) 乙 }刀男
”切 1

。 ,二
(5

.

4 )
仇 + ”一 2

一二罗功一二
。二。 一

。 , 。二 +
}
一

异二罗
。 一 二 : 二 。 {

。, 。‘

耳 。。 l

+ }刀轰 田一
。

异
17 : 。 }

。, 。‘ 《 e
(雪) 乙 l刀贯

n 叨 }
。 , 二

(5
.

5 )
m + ” . 2

对 V 切〔H
‘

(K )
、

V K 〔八 一致成立
.

为此我们假设 上述结论
一

不真
,

则对于 m = 1
,

2
,

⋯
,

存在

K . 〔J ; 和 叨 。〔H
‘

(K
。
)

,

使得

I汀戳 , 。
l
: , 二 。 + 乙 I刀梦

二 切。 4
, , ‘。 + {口

x ,

刀赚 功
一 17 玖 田。 i

。, 二。

‘+ j二 1

+ I”。 H先 二。一 11 先 “。 {
。, 二。 + IH筑 叨 协一 11 。‘ 。 阴 。

{
。, ‘二 。

,
.

~
。

口 _
‘ ,

+ 11 1 ; 二
二 切。 一 。; IJ 哭篇

。, 。· 。 + }二轰
。 切 。 一

命
二 :认田 。

.
。, d K 。

> m 乙 i刀欲
, 。

I
。 , 二。

(5
.

6 )
‘+ j 一 2

成立
·

由于对p 〔尸1
(K 动

、

刀代 尸 = 尸
,

H气尸二”
x ,
尸

,

H 气尸二 a丸 尸
,

11 、
。
尸= 尸l“一

~
.

~ 口尸 1 _
、,

一 a尸 T _
。 _ 一 _ 二 ~ ~

。 。

n
_ _

、 、
_

,
卜

一
_ ,

万三
二
尸= 犷

一

}
,

刀歹
二

尸 = 二屯
二 一

}
,

H 护 尸 = H 护 尸二 刀臀 尸二 0
,

且这些算子
口s !。二

。 ’

一 d K 。 一

口N I。二
。 ’

一
产 。 一 ‘ 一 产 。 -

一
“ 。 - 一 ’ 、

~ ~ 一
7 了 “

都是线性算子
,

我们可设对 。 = 1
,

2
,

⋯有

!}功
二 。

(。
。
) 11= 1

,

功
二。 (叨。)一功

二。

(P) (丫P〔P ;
(K

。)) (5
.

7 )

由于 {K 。}二八
,

由文〔幻可知硬B。 }是有界集
,

所以存在体
K 。(、 。

)}
、

笼B肠于的子列 (仍

记为{必
二。

(叨
。
)}

、

{B ‘二 })及单元 K
。

和 切。
〔H

‘

(K
。

) 满足

lim }1必、 (叨
。
)一功

二。

(切
。

)】}= lim l}B 二 ,
一 B ‘。}}= 0

,

}}功
‘ 。

(叨
。

) 1}= 1 (5
.

8 )

因为 B 二
,

。B 二
。 ,

所以 访
, , 二,

、 成
, , 二 。.

故对 j 二 1
,

⋯
,

M 有 lim 成
, , ‘ 。

( 1 ) = 毋
, , 二。 ( 1 )

,

lim 访
, , ‘。

(5
.

7 )可得

(鑫
(B二 戈)

‘

)
一 成

, ,

一
(鑫

‘B一‘,
:

)
“一‘

,

2 , 这里 B

一
‘“孔 ’

2

一 从 而 由

功
二。

(、
。

)土功
二 。

(P) (V P〔P l
(K

。

) ) (5
.

9 )

另一方面
,

由 {11 罗
,

万。、 ,

万言
K ,

刀升}是正规仿射连续族的事实和引理 1 可知 (5
.

6)
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的左端是一致有界的
,

所以 lim 乙 }H ,气川fn
!
。 , K 。 = o

,

即 (川认切·) (凡
,

幻 一 致 收 敛于
‘+ j o Z

0
,

‘十 j二 2
。

再用引理 1 得

H 找阴
。
二 o (‘+ 了二 (5

.

1 0 )

由单元秩条件得 H !00 川 。、

H 汽“
。
〔尸

。

(K
。

)
,

I州

2 )

阴。
〔P ;

(尺
。

)
,

汀 d 二。, 。
一 11 早00 切

。

l
。二 。二 0

_
。

a
, , 。 _ , ,

~ 。 口 , _ 。 。 . _ , ~ _ L
。 * 、 、

~
。 。 _ ,

~
. 。

jl 石K
. 功 ,

一 asl l 丫u0 切
。
l
‘K 。
二 1 1 ; ‘

。阴 。
一 沙万 1 1

“

u0 田
。
{”‘

。
二 几,

,

士丈]J不‘节厂
。
“ 1 1 长u0 阴

。 , 贝,J有 1 1 汽功
。

= Il t00 尸
。,

几
二。, 。

一几
二。 尸

。
= 巩

‘。 , 。一II:
、 。
尸

。
= 11 头

。

叭一11 轰
。
尸

。
二 0. 于是得功

‘。

(功
。
)

= 功
‘ 。

(P
。

)
.

再由(5
.

9 )得 必
二。

(。
。

) = o ,

这与 {}功
x 。

(、
。

)11= z 矛盾
.

所以 (5
.

3 )~ (5
.

5 ) 成立
.

b)
、

对V K 〔K
, ,

记 。‘ = (片的面积 / K 的面积)
‘/ “,

天二 {交}艾= 0二 二
,
二〔K }

.

则才与尤

同面积且存在与 K
、 : 无关的常 c ; 、

几> 0 ,

使得
e Z
h、, ( OK ( e lh、, ,

h茸簇 c l
(5

.

2 1 )

对V , (H
‘

(K )
,

记场“ ) = 。 (0 护艾)
.

V 艾〔它
.

则由于 {1 T罗
,

刀
。‘ ,

均是正规仿射连续的
,

故有

(刀梦功)(二) “ 0犷
j (刀穿肠)(口

二“) (v i + j《 2
,
‘〔K )

(刀
。二叨 )(二)二 (刀

。云肠)(8
二二 ) (V

二〔口K )

(H 言
二 , )(“) 二 0二 (汀二云肠)(0

二 x ) (V ‘〔口K )

(刀轰“) (x ) 二 0二 (刀先场)(e
二“) (V “〔口K )

H 言K
,

H 头}
、

{N梦}

(5
.

1 2 )

成立
,

这样由(5
.

1 1 )及 (5
.

3 )~ (5
.

5 )可导出 (3
.

4 )一 (3
.

7 )
.

再由 (3
.

5 )可知
,

(2
.

1 )式成立
.

c
)

、

现在我们证 明对 占> 1 ,

存在只与 占有关的常数
。
(豹 使得下述不等式

l汀
。二 切 一 刀。二 ,

功 }
。, , + }刀名

二。 一 刀升
,

功 I
。 , ; + i刀轰。 一 汀轰

产

切 !
。 , ,

( c
(蚕) 乙 { {H 梦。 }

。, , + }刀
‘
声

, 叫 }
。, 二 ,

} (5
.

1 3 )
‘+ 沙一 2

对v 却〔H
‘
(K UK

‘

)及这样的K 和 K
,

一致成立
:
F = K 自K

‘

是一条边
,

K 与此 同面积
,

hx 《雪
,

帐
,

《占
,

p K, > 占
一 ‘

心
, .

如果 (5
.

1 3)为真
,

则利用与b) 类似的方法 可证 明(3
.

8 )~ (3
.

9 )
,

现在假设 (5
.

1 3 )不成立
,

则对 m 二 1
,

2
,

⋯存在 K 。 ,

K 二具有性质 K 。 门K 点= F 。 是 一边
,

K 。
一

与片同面积
,

棍
,

簇岛

帐 : ( 氛 内几》 宜
一 ‘

峨 及 “ 。〔11
‘

(K
。 U K二)使得

I H “
。 ‘。 一 万 。‘

:
.

切。 I
。 , , 。 + IH 吞

二 。 叨。一 IJ乞铸; 田
拼

,
。 , , ,

+ }17 轰
。 “ 。

一二乳; 。。
.
。 , ; 。 > 阴

逐乙 〔}11 气
(5

.

1 4 )

‘+ 了一 2

功 。
’
。, K 。

十 ’“气“ 。
‘
。 , K ““

}
与a) 类似设对 m = 1

,

2
,

⋯
,

有

I】功
二.

(。
。
1
二。

) }}
“
+ {{功

二孟 (。
。
{
二柔 )}}

“
= 1

,

功
二 。

(、
。
l
二。
)土功

二。
(P }

二 。

)
,

丫尸〔尸:
(K o UK 黔 (5

.

1 5 )

而且存在 K 。 ,

K ‘和 叭〔H
‘

(K
。

UK ‘)
,

功
‘。

(二
。
{
二 。

)、功
二 。

(二
。

}
二 。)

,

功
二柔

B x 。 。 B 二。
,

B 二从” B 二飞

F
。
= K

。

门K ‘是一边
,

使得当 m o co 时

‘阴
’
““’”““切。

’“’

} (5
.

1 6 )
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并且有

刀城“
。= 0

,

H 城 , 。
= o (i + 了= 2 ) (5

.

17 )

所 以 有 功
二 。

(四
。

{
‘。

) = 0
,

11 叨盆切
。
〔p ,

(K ‘)
,

H 。二众 二。
一汀 田。

{。‘ b = 11 豁 毛叭一

杀
H : ‘?

。

‘
。K ‘一“聂; “

。 口

aN
,
汀叨; “

。

{
。二 ; = 0

·

由强连续性可知 好
。 (H 言妥尹

。

}r
。

)二

、里
。

(刀轰0, 切 。

I
, 。

) == 0 ,

所以H叨; 。
。
〔p

。

(K ‘) ; 又 q , 。

(11
。‘ ; 。。

{
, 。

) = 0 ,

所以11 , ‘却
。
= 0

.

即 沁乞(“
。
)= o ,

与 11功
二。

(田
。

l
二 。

) }}
‘
+ I}功

二

; (。
。

I
x .

) 11
2
= 1矛盾

·

所以 (5
.

1 3 )成立
,

进而 (3
.

8 )
、

(3
.

9 )成立
.

利用 (3
.

5 )~ (3
,

9 )可证明当 F 二K n K
产

是
一

边时
.

不等式

、;去一刀罗理二 一 刀
。
,

;

切 {
。, , + 、;丢艺 一z, 梦叨

‘+ 了一 1

一刀汽,
/

、一
。, , 簇 。

乙 〔l刀瞥
:。
{
。 , ‘

仇 + ” 一么

对V 功〔H
‘

(口)
,

致成立
,

这里 。 与K
、

K
‘ 、 了 无关

,

K
、

K
’

+ IH 势护叫
。 , x ,

j (5
.

1 5 )

(K
, .

利用 (5
.

1 8) 及〔l〕的引理

和〔8〕的方法可以证明 (2
.

2) 式
.

d)
、

最后
,

利用与上面类似的方法可以证明 (3
.

工0)
、

(3
.

1 1 )
.

定理 4 得
一

证
.

定理 5 的证明
:

首先假设单元秩条件成立
,

由定理假设
,

显然 Q K
功以尸)二 0

,

V 尸〔尸 ,
(K )

.

又功
二
(1)

、

功
二
(x

:
)

、

功
‘
(二

:

)线性独立
,

故 Q二的秩至多为M 一 3
.

如果 u〔万
‘

(K )且价
x
(
u
) 满足

方程
Q x
功
二
(
“
)二 o (5

.

1 9 )

贝lJ因单元秩条件推出万臀
。。尸

,

(K )
,

,了。二“一刀 , 。 }。二
,

H :
二。一夕11 罗

。 .
。二 ,

刀穿
‘ 。 -

”
‘ ’

~
’ 产“ . / 、 司” ‘ ’ J 尸一

~ 一 五 一、
一 二 “

一
/ ’

一
。二 一 一 皿 一 ’“ 瓜 ’

一
。人

’

一

口‘一 五 一 ’ “ 二 ’

一 口五 一

日 _ _ _ _
.

_

口万 11罗 “Io x
,

所 以功二 (u ) = 功‘(11罗“)
,

再由R 赶 = 褚功、 (u ) }眨1 1 ‘(八 ) }
, ‘
习

’

知Q 二 的秩是材 一 3
·

反之设 Q K 的秩为M 一 3 ,

则 (5
.

拍)的解空间
_

是{必x( 尸) {尸〔尸
:
(K )卜 因而若。〔H

‘

(K )
,

刀梦
。= 刀梦

u = H 梦
u = 0

.

贝}J功
x
(
。
)是 (5

.

19 )的解
,

于是存在 p 〔p l
(K )

,

使得功
二
(
u
) = 功

二
(p )

,

11 枷一

聚{
。‘ ,

由此可推出11 ‘一 11 ”
KJ

一1

1
L

. .

5�

d�口
所以 H罗

。 = 尸
,

打。K “ = 尸 }
。K ,

H 言K u 二
-

〔尸
。

(K )
,

这说明单元秩条件成立
.

定理 5 得证
.

定理 6 的证明
:

我们首先证明 ( 4
.

1 )
.

令 八 足定理 4 ll’.J 证 明 a) 中 定 义的集 含
,

我们证

明存在常数 c( 幻 使得

l}H 罗。 0。
,

、

( c
(舀) }l二 11

r l + 1
, 、

(5
.

2 0 )

对V 、〔H
r‘

+l (K )
,

V K 〔八一致成立
.

由〔9〕知
,

(5
.

2 0) 等价于

v , 〔、
r l + ‘ (片)

,

l{。户
。 11。

,

* ( c (互) 一l。一
r l 。

一

,
,

* (5
.

2 1 )

对V 尺
一

〔人一致成立
,

这里功 (x) = . (F护x)
,

丫 x 〔K
.

对v 、。H
r , 十‘(玲)

,

集合 {、护
、 IK 。, ‘}是 11 仍 (对川

: 的有界集
,

否则对。一 1
,

2
,

⋯
,

存

在K
”
〔八

,

使得

11刀分:田 11
m

.

* > ”
(5

.

2 2 )
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而{B
、 。

}是有界集
,

所以存在 {B
、。

}的子列{B 丫 }及单元 K
。

使得 B
, 、 , /

、及
。 ,

所以诱
.
、。 产

、毋
, 、

。 ,

乙
. 、 。 ,

一 致收敛于 亡
, 一、

。 ,

因而 j生万。 (户)中云
, 、 ” 一

, 云
. 、。 ,

1簇 j ( M
.

所以

11
行

/

、在H 。
(户)中 !。敛于 。

牙
、 ,

。: 、11
仑

,

} 是有界白勺
,

这 与它 是 无 界 的 矛 盾
·

所以

{、少
切 !K 。, ; }是 H 。

(对)。
一

、的有界集
,

又对v K 。, 心
,

由定理条件有
·

。
(K )存在 使得

v , 。。
r ! + 1 (才)

,

l一, z户r一用
,

* 《。(、)i}, }!
r , 十 ,

.

*

因而由共鸣定理 (见〔1 0〕) 可知 (5
.

21 )成立
,

也就是 (5
.

2 0) 成立
.

另外利用仿射变换的技巧可知
‘” ,

存在常数 。
(约使得对V 功〔Il rt +l (K )

,

V K 〔八 有

, 。
咒轰

、

)
切一p ,,一 + ‘

,
·

( “(君) l, l一 + ‘二 (5
.

2 3 )

山 (5
.

2 0) 显然有V 。〔Il rl 十l( K )
,

V K 〔八
,

不等式

}}。一刀罗。 }}
, , :

, ,
、

(
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,

成 立
.

注意定理的条件有

(5
.
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l川一 H 罗叨l
, ,

, ,

二 in f 朋(切一 P ) 一 11 罗 (山 一P )皿
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P (P r :
(K )

簇e (占) iu f 11。一P }
r :

一

* 1
. 人

< e (宜) 1二】
, : 、1

,

l
’

(j
,
几 (入 )

即不等式

}、一 11 罗却 11
;。

, 、

(
c (约 1叫 {

r l
一

卜1
。

丫、〔I尹
, 子

一

l( K ) (5
.

2 5)

对丫K 〔人
一

致成立
.

对 V K 〔K
, ,

利用定理 4 的证明b) 的符 号
,

由(5
.

25 )
,

对V 。〔万
r ,

+1 (K )
,

l 二 0
,

1
,

⋯
,

。
,

有

}切一 11 罗。 11
, 、

二路
一

’
!肠一 H省训

‘
,

* 或 c0 护 }刻、
一

,
,

矛
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一 (
r‘十’) }。 I

。, 十 ,
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二。。全
一

(r ‘十 ’) !叨 l
r , 十 :

.
、

一

I耳利用(5
.

1 1 )可得 (4
.

1 )
.

类似地 可证 (4
.

2 )~ (4
.

4 )
.

冉用与〔1 」文类似的方法
一

可得 (4
.

5 )
.

定理 6 得证
.

定理 了的证明
:

由定理 1
、

定理 3
、

定理 4 ,

我们只须证明
:

若 叭〔U
,

(: 二 1
,

2
,

⋯ )
,

且

5

号p Jl
之’!

!}“
2 , ‘(、 ,

< oo
,
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“

)
,
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’
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)一 o (‘一“
,

‘
·

“
,

j一 ‘
,

“)
·

记 。 ,

二 11 浏
, ,

田正jI
‘

(口)fl打孟(口)
,

则利用分部积 分公式 可得

艺7
’
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(叨
,
。

,
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,
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,
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+
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·
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一

{
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·
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Z
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K
盏U

�

l
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f
、

L
+ 乙 诚 ZN ;N

:

打轰。
,

+ (N卜 N I ) 刀言
K。

,

〕ds
兀 ( 凡

:

_

万。二。 ,

(。
二 2、〕刃 ; 一。

、 , 、万2
)、

:

不
口K J

�J....

一
J胜

对非负整数 I,

影算子
,

利用 ( 1
.

劝

ZT : , :

(切
, v ,

) =

尸差
:

刀 (K ) ) 尸
‘

(K )是正交投影算子
,
尸二

:
L
“

(F ) 。 尸乙
(F )是正交投

( 1
.

5 )及 ( 1
.

7 )式及笼U
,

}通过检验 IPT 的事实
,

有

乙
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〕
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·
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·
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(。。* N
, 一。x
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Z
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,

) d
;

飞
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乙
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:

十 乙
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:

}
d
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·
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艺
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·
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,

〕ds

利用 Sc hw a rz 不等式
,

插值不等式 (见〔1 〕)
、

不等式 (3
.
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.

1 1) 及下述不等式
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,

一 (刀轰叨
,
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‘+ j 一 2

v 小〔万
‘

(兀 )
,

一中一
。, 。‘ 簇 e 、万受}}巾一1
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,
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( 5
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下 - ) 叉〕
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.
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.

5 )和 (3
.

7 )可以推出
,

定理 7 得证
.

定理 8 的证明
:

在定理的条件

得下述不等式成立
:

, ‘卜 ‘汉〕

(5
.

27 )用与定理 4 的证明类似的方法可得
,
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.
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。

F
,

a(
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,

因而存在与
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⋯
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{
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11 1 I n

v : ( 不/ t
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乙 h毛
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l
, 、十 , , 。

.

(5
.

3 1 )
落‘ 1

对 (5
.

3 0) 右端第二项
,

利用 与定理 7 的证明类似的方法 可以 ii1 二得对 V 叭〔U
, ,

不等式

,
·
‘E

一
, 一 “二 , ‘、

· ,}二 ;,

一麦鑫
“军

:

一
』

一
+ “, 一‘ ,一 ,一

成立
,

其中 。 是与 u 。 , : 无关的常数
,

这样我们就得到了 (4
.

11 )
.

定理 8 得证
.

(5
.

3 2 )

[ 1 〕

[ 2 〕

[ 3 〕

仁4 〕

〔5 〕

[ {) ]
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