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摘 要

本文建立受匀速转动约束的变质量完整力学系统的运动微分方程
,

包括 L ag ra ng e 形式 的 方

程
,

N ie ls e n 形式的方程和 A pPe ll 形式的方程
,

并举例说明这些新型方程的应用
.

— 己!
.

全
.

、 J 1 1二刁

由于空间技术和其它工业技术的发展
,

变质量力学系统的研究越来越引起人们的注视
。

在 文献 〔1〕
、

〔2〕
、

〔3 〕中研究了常质量完整力学系统 L a g r a n g e 形 式的方程
.

本文研究变质

量完整力学系统相对匀速转动坐标系的 L a g ra n 罗 形式 的 方 程
,

N iel se n 形 式 的 方 程 和

A pPe ll 形式的方程
。

然后举例说明这些新型方程的应用
。

本文主要结果为 (3
.

4 )~ (3
‘

9)
、

(3
.

1 0 )
、

(3
.

12 )
、

(3
.

1 4 )
、

(4
.

8)
、

(4
.

1 0 )和 (4
.

1 6 )
.

二
、

变质量完整力学系统在绝对坐标系中的运动微分方程

研究由N 个质点所组成的力学系统
。

在瞬时 t,

第 i质点的质量为 m . 二。‘
(O (‘二 1 , 2 ,

⋯
,

N )
; 在瞬时 t十 dt

,

由质点分离 (或并入 ) 的微粒质量为dm
‘.

设系统的位形由
,
个广义

坐标q : , q : ,

⋯
,

如来确定
.

我们假设质点的质量为时间的函数
,

即m ‘= 。‘(t) (‘= 1
,

2
,

⋯
,

N )
.

在系统中第i质点写出 M e o e p e K 。益 方程
‘“’

F ‘一 m ‘护‘+ 南‘“‘== o (i= 1
, 2

,

⋯
,

N ) (2
.

1 )

其中护
‘
表示‘质点的位矢 , 气表示‘质点的加速度 , 风表示微粒对‘质点的相对速度 , 尸‘

表示作

用于 i质点上的力
.

将 (2
.

1) 式两边点乘 夕
‘,

并对 i求和
,

得到变质量系统的 D
,
A le m ber t-

L a g r a n g e 原理
:

乙 {F ‘一。 ,尹‘+ 南 .叮‘卜占矛‘= o (2
.

2 )

在理想约束情况下
,

尸 ‘即为作用于i质点上的主动力
.

若

朱照宣推荐
.
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现在将原理 (2
.

2 ) 写成广义坐标下的形式
.

首先
,

采用
“

凝固
”

导数和
“

凝固
”

偏导数记号〔幻
.

原理 (2
,

2 )可写成

、

竺
, f _

, , .

D
)

」

巧Q
,

十岁
,

一 一

而
二

、
一

口‘
厅 歹

一

+

月 g 。

口T

欲}
““一 0

(2
.

3 )

其中 : 一

立知
‘
,
。*‘为系统的动能

,

‘. 1 ‘

Q, 一

石夕
‘

箭: 岁
,

二乙 由‘。‘
a护‘

d q ,

分别为广义力和广义反推力
.

对于完整系统
,

我们得到变质量完整力学系统的运动微分方程
仁”

且
一

盆
一

咒
一

Q.+
梦

·

‘一
’, 2

, ”
’

, ”
,

(2
.

4 )

如果采用普通导数和偏导数记号
,

可以得到方程

蕊器
一

会
一

Qa+
‘

·

‘S 一 ‘
, 2

, ”
’

, ”
,

(2
.

5 )

其中K
.
== 乙南‘

(。
‘+ , ‘)

口产,

口q -

如果采用 Par s 偏导数记号〔5 ’,

则有方程

d 口T
。

一

而 百奋万

因为仅考虑m ‘= 。‘
(O的情况

,

则不然
。

我们亦可以将 L a g r a n g e

程
。

方程 (2
.

4 ) 变为

会
一。

·
+ K

·

‘一‘
, ,

,

一
,

(2
.

6 )

故(2
.

5) 和 (2
.

6) 的右边有同样的形式
。

对于更一般的情况
,

形式的方程 (2
.

4 )
、

(2
,

5 )和 (2
.

6 ) 表示为 N iels e n 形式的方

厅 刀r
_

厅T 0
. ,

1’

刀不 刀丁一
‘
刃不= 、

, 十汽 (
s == 1

, 2
,

⋯
, ”

) (2
.

7 )

方程 (2
.

5) 可变为

(
s == 1

,
2

,

⋯
, ”) (2

.

8)

方程 (2
.

6 )可化为

器
一 2

会
一。

.
十、

.

会
一 2

会
一Q

.

、、
.

(
s == 1 , 2

,

一
, ,

) (2
.

9 )

三
、

变质量完整力学系统相对匀速转动坐标系的

L a g ra n g e 方程和 N ielse n 方程

现在将方程(2
.

4 )
、

(2
.

5 )
、

(2
.

6 )
、

(2
,

7 )
、

(2
.

8 )和(2
.

9 )写成相对匀速转动坐标系的形



受匀速转动约束的变质量完整力学系统的运动微分方程

式
。

在绝对坐标系中的动能

.
一: r了

阴

‘.二l,自
N

乙f-l
一一T

根据复合运动的概念
,

可将上式写成

: 一

鑫奋
一‘。

‘· + 。‘·, ‘云二 + 石‘
·

,

m ‘。。, 。‘,

+ 兄 m ‘”‘, 。二+ 乙 扣
”洒

‘’

= T
, + T . + T

。

(3
.

1 )

_ 一 。 其
,

1 _ _
_ _

,
_ _ ,

_
_ , 二 , _

_

_ 一
_

. , 。

共甲 I ,

== 乙
。 m ‘如

,

叭
,

衣不相坷转动坐称 示阴 动材幻
卜 1 ‘

T . = 乙 m ‘几声二 表示动能中含有 “ 的项 ,

1 _ _

玄川
‘”‘. U ‘. 表示动能中含有。

“的项
.

设系统绕空间固定坐标系O劣y z的0 2
轴以匀角速度转动

。

取动坐标系O丫犷z,
‘

其中O了 与

0 2 轴重合
.

令质点在O丫犷了坐标系中的坐标为对
, 夕犷

,

衬
.

我们有
”: ,

= 分犷了
‘+ 户了了

‘+ 衬P
。‘

一。户 x( 对子
‘+ 必了

‘+ :
犷矛 )二。(对尹一 , f矛

‘)

其中了
‘,

尹
,

矛 为 山
‘,

0 犷
,

0 了 轴的单位矢量
.

于是

T 。 == 。 乙 二‘
(t)(一穷犷v犷+ 户犷

二
犷) (3

.

2 )

T
。 香

。:

鑫
m 。
‘r,‘·‘

’
+ “‘”

(3
.

3 )

将(3
.

1)式代入 (2
.

4 )
、

(2
.

5 )
、

(2
.

6 )
、

(2
.

7 )
、

(2
.

5 )和 (2
.

。)
,

得到相对匀速转动坐标系的

变质量完整力学系统的运动微分方程
。

因为
一

攫一擎
一

擎
一”

月 q , o q 一 o 口.

故 (2
.

4 ) 式化为

公
一

器 一豁
一

Q.+
岁一 (曝

一

箫
一

箫)+ 口T
。

口q - (s == l
,

2
,

⋯
, n
)

(3
.

4)
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(2
.

5) 式化为

d aT
,

d t a奋
a

(2
.

6 ) 式化为

d 口T
o r

d t a寸
。

(2
.

7 ) 式化为

赵 关 康

一 Q
·
+ ‘一(层欲

一

会)+ 会 (
s二 1

, 2
,

⋯
, 。

) (3
.

5)

一 Q
·
十‘一(

一

杀
一

会
口T 口T

o e

日q a aq (
s二 1

,

2
,

⋯
, 。
) (3

.

6)

盯一为拼一内
,

(一.八O一.

一一

品
:

会
一 2

贷
一

Qa+ 叭一

(吴
二

含
一 2

货 )+ 刀T
,

汀 q ,

(
; 二 1

,
2

,

⋯
, 行) (3

.

7 )

(2
.

8 ) 式化为

瓷
一 2

会
一

始
二一(会

一 2

会
一

)+: 汾
‘一1,2

,

一
,

(3
.

8 )

(2
.

的 式化为

会
一 2

会
一Qa 十K一(会

一2

会)
十

会
(s 一 ‘

, 2
,

一
,

(3
.

9 )

现在研究方程 (3
.

4 )~ (3
.

时的特殊而又重要的情况
.

将 (3
.

2 )和 (3
.

3 )代入方程 (3
.

4 )
,

得到

汀T
,

刀q a
= Q

,

+ 岁
。
一 2。乙 m ‘

(t)(‘盟
一 , ‘T

·

q刀厅

,

六
, , 、

/

十 田
一

台
价‘L‘’气x

犷
篡

十。,

箫)

叫
_

、
口q ,

/

(
s == 1

,

2
,

二
’ , 月 (3

.

1 0 )

如果满足条件

二 一 / ~

台
阴‘Lr ’火

劣签豁
一 , ,

黔
-

(3
.

1 1 )

贝.J方程 (3
.

1 0 )成为

厅T
,

刀互
。

刀T
,

刀q
a 二Q

,

+ 岁
,

+ 。2

,

a x 才
苍万 止

一

十 g
”g a

(
S = 1

,

,
_

旦妓
,

口q
-

2
,

⋯
,

)
”
) (3

.

12 )

我们注意到

兰 丝
二 = 兰些

丝 _ _

旦
d t 口互

,
d t 口寸

。
一 Dt

刀T
,

刀寸
,

+

鑫
而扭斋

+ ”犷

哥
+ “
斋

一

)

,
‘.�.

jJ�打性伪一a

会
一

会
一
瓮

一

K. 一叭 +

会
成 (

“,

斋
十 , , + * ,梦

一

+ 。, ,擎几
。 ,

’

a q 。
’

a q
a

塑l、
口q :

/

a劣

口g
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DDt
一一

盯成d
�

dt
q ,

口T 。。

口众
.

刀T .

厅心
。

+ 。 乙 功 :

‘一 1
扮影

一 ,

澎 )

口 T
。。

刀q a一一
仇�a
广
卜

一q汁月iaa一心

则方程 ( 3
.

5) 和 ( 3
.

6 )在满足条件 (3
.

11) 下
,

亦可表为方程 ( 3
.

12 )
.

将 ( 3
.

2 ) 和 ( 3
.

3 )代入方程 (3
.

7 )
,

得到

真
一会

一 2

贷
一 Q

·

十梦
·一 2。

鑫
m 。

( , , (
“‘

+ 。
么

E m ‘
( t ) (

二, 口
戈了

aq a

十“‘
篡

一

)

日对、
a q , /

(
: = 1

,

2
,

⋯
, ,

) (3
.

1 3 )

落。 1

如果满足条件 (3
.

1 1 )
,

则方程 (3
.

1 3) 化为

刀
口众

,

D T
-

n
, 二

一 2
上夕万

汀T
,

刀 q a

一

Qa+
梦

·
+ 曰

2

鑫
m ,

( ,

)(rt 叙犷⋯
,
d衅

一石二 -

卞 梦言
~

5 二-

U g a 。甘a ) “一 ‘
, 2

,

一
”

,

( 3
.

1 4 )

类似地
,

方程 ( 3
.

8 )和 (3
.

的在满足条件 ( 3
.

11) 亦可化为方程( 3
.

1 4 )
。

如果质量是不变的
,

则梦
,

= 0 ,

特殊偏导数记号厅变成普通偏导数记号a , D 变成 d
,

而

方程 ( 3
.

1 2 )和 ( 3
.

1 4 )分别为

, 、 . ,

六 了
一叼

·十 田
一

台
m 代

· ,
斋

+ 。犷
影

一

) ‘一 ‘
, 2

,

一
,

( 3
.

15 )
Z
一q口口�之

.

q理口d
一

dt

乱:
一 2

会
一。

·
+ 。么

鑫
m 。

(
·
:

一

豁
+ 。‘
篡)

一

‘一 ,
, 2

,

一
,

( 3
.

1 6 )

方程 (3
.

1 5 )与文献 [ l〕
、

〔2 ]
、

[ 3 〕中的结果一致
.

四
、

变质量完整力学系统相对匀速转动坐标系的

A p p el l形式的方程

将原理 ( 2
.

2 ) 改写成

舒Qa+
岁一
补

, 。

念}鲡
一”

( 4
.

1 )

有关系式
〔“’

踌
�

体一一
‘一B

监r
�

二q口口

乙。‘护。 二 乙 m ‘笋‘ ( 4
.

2 )
‘一 生 公一 1

户怪舀

一r
·

q口
一

口盯匆
一一

‘一.开时

其中 G = m ‘笋。笋‘ ( 4
.

3 )
, .一今�

N

乙同
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为加速度能量
.

这样 (4
.

1) 式可改写为

上 ( _
. _ .

a G 、 。

甲裙Q
。

+ 梦
。

一 二了 卜占q
,

== 0

川 L“
‘ ’ 一 ‘

a互
:

J
一 1 ’

对于完整力学系统
,

得到 A p p el l 形式的方程

aG ~
, r , , J .

骂
一

= O
:

十 少
,

(s = 1
, 2

,

⋯
, ” )

日心
, 、

‘ ’ 一 ’ 、 一 ’ 一
‘

如果将 G 的表达式化为相对匀速转动坐标系的形式

G = G l + ‘2 + G 3 + G
‘
+ G

,

(4
.

4 )

(4
.

5 )

(4
.

6 )

, 、 ,
_

。 二 1
_ _ _

_ _
·

共甲 。一台百
, ‘a ‘·u ‘·

为相对转动坐标系的相对加速度能量
,

。 二 1

叭一台
2 私

·

2
·

(父了石
‘+ 红了了

‘+ 戈了石
‘)

·

〔2。万
‘x (分了奋

‘+ 沙了了
‘+ *了万

‘
)]

万

= 2。 乙 m ‘·

(分犷亨了一分犷户犷)
‘一 1

为加速度能量中含有。 的项
,

G
Z
=

‘一 1
军立

1 fn ‘〔2。万
‘冰 (绪了了

产+ 沙了了
‘+ 之f万

‘)〕
1

y

+ 乙
1

牙m ‘

·

2 (父
,

_

+ 级了
‘+ 鲜石

‘
){ 诚

‘

戏诚
‘

x( 州矛
‘+ 户犷了

‘+ 衬习)〕}一

仃
‘一 1

‘ 2 0 2

乙 。‘

(玄了
z + 公了

‘

)一。
‘

乙 。‘
(戈了二了+ 红犷, 了)

‘. 盛一 l

为加速度能量中含有。
2

的项
,

三
m ‘{2。万‘又 〔。万

‘ 、 (二了矛
‘+ ,

、

犷了
‘+ :

‘万
‘)〕}

·

〔2。万
‘ 、 (* ‘矛

‘+ ‘了歹
‘+ *了万

乙

,
)」

= 2 0
3

乙 , ‘
·

(
“
犷夕了一 , 丁穷犷)

‘一 1

为加速度能量中含有。
“的项

,

石
‘x [ 。石

‘ x (二了子
‘+ 夕丁了

‘+ 二
了石

‘
)〕}

’

曰
r硬‘

沉
1一2

!

乙同
一一

G

。‘
(
x
犷
“+ 梦犷

2

)

N

习j-1
口
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为加速度能量中含有。
‘

的项
。

因为‘
: ,

G
‘

项中不含有互
,

项
,

故可弃去
.

于是 G = G
一

+ G I+ G Z

将 (4
.

7) 代入 (4
.

4 )
,

得到相对匀速转动坐标系的 A p p el l 形式的方程

(4
.

7)

篇:
一。

·
+ 岁

·

+

(
一

黯)
+

(
一

瓷) ‘一‘
, 2

,

一
,

(4
.

8 )

其中

1
11、
J

I
‘

、矛、产

‘

、/ J.,矛.

呵鲡彻如
一 2。

感
m ‘

(
* :

一鑫
m ‘

(
二 ,

一奋了
-

+ 夕犷

(4
.

9 )

叙匆嵘叭

如果满足条件(3
.

1 1 )
,

则方程 (4
.

5) 可写成

a‘
,

口心
.

一。
·
+ 岁

· + 。2

鑫
。.

(
· :
戈:

+ 。‘

影)
‘一 ‘

, 2
,

一
,

(4
.

1 0 )

如果引进准速度。
:二。:

(g
, ,

心
: , t) (l== l , 2

,

⋯
, :

)则有

心
。

= 心
。

(q
‘,

。 ‘, *)
,

J
。
= 互

.

(q : , 。‘,

6 ‘, t)

以及

其中

d g
.

= 乙 (4
.

1 1 )

d 二 : 为准坐标变分
.

将(4
.

1 1)代入 (4
.

4 )
,

得到

aG峪叭瓷
一

+

舒
·

: 、: 一公
浇t n t 一 , 1

月六

(4
.

1 2 )

令 G 朴
(g

, , 。 : ,

心: ,

..q一
.

0a
-

口
则有

众
:

(q

a G

aJ
。

。 : , t )
,

布
,

(q
, ,

鲁}阮
‘一 0

心: , t)
, t )

一 令 世
_

碗
二

川 口J
. 。。‘ (4 J 3 )

将 (4
.

1 3 )代入 (4
.

1 2 )
,

贝I」有

~
.

。 口G 朴 、

1 1 ‘十厂乙一下犷
一

卜
口田乙J

d 汀‘= 0 (4
.

1 4 )

其中

“ ! 一

鑫
Q

,

篡
尸‘一

鑫
二

.

会
对于完整系统d , ‘

(l= 1 , 2
,

⋯
,

n) 是彼此独立的
.

由(4
.

1 4 )得到准坐标下 A p pel l形式

的变质量完整力学系统的运动微分方程



530 赵 关 康

二汀 : 十尸:
(l= 1

,
2

,

一
, ”

) (4
.

1 5)
铃一�飞叹一a

�d
一

、

.

G 份
可化为类似于 ( 4
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作者与梅凤翔副教授进行了有益的讨论
,

谨致谢意
.
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