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摘 要

本文讨论了曲边区域上小参数
己

在高阶导数项的椭圆型方程第一边值问题
,

从一致 收敛 的必

要条件出发构造了特殊的差分格式
,

证明了差分方程问题解的一致收敛性
,

估计了收 敛 的阶数
,

并讨论了差分方程解的渐近性态
.

在实际问题中存在大量的高阶导数项含有小参数
“ 的微分方程 问题

,

由于这类问题具有
边界层奇性

,

在计算时利用古典差分方法将遇到很大困难
,

出现数值不稳定
.

因此
,

必须采

用特殊方法处理这类问题
.

近年来出现了一些用差分方法处理这类问题 的工作
.

例如A
.

M
.

H 刀石H H [ ‘] ,

R
.

B
.

K e llo g g 和A
.

T s a n [ “, ,

E
.

P
.

D o o la n ,

J
.

J
.

H
.

M ille r ,

W
.

H
.

A
.

S chi ld e r s〔“’
等人分别对常微分方程问题构造了关于

。一致收敛的差分格式
.

苏 煌 城
,

吴启

光〔‘’对椭 圆型方程第一边值问题

:
。 ·。

三 ·

令
+

金一
(一 。)

一

会
一“一 。, ‘O< 爹

< ‘,

u :

}
r = O

构造了一致收敛的差分格式
,

并证 明了差分问题的解的渐近性态与微分方程问题的解的渐近

性态是一致的
·

本文讨论的是曲边区域上高阶导数项口
Z

u/ a犷含有小参数的椭圆型方程第 一边值问题
.

对

这个问题
,

M
.

Zla m a l〔
”’
在理论上讨论 了解的渐近性质

.

本文在第一节讨论了摄动问题和相

应退化问题的解的性质
,

构造了摄动问题解的渐近表达式
;
在第二节证明了差分格式一致收

敛的必要条件
,

并据此构造了摄动问题的差分格式 , 第兰节讨论了差分方程问题解的一致收

敛性 ; 第四节讨论了差分方程问题解的渐近性态 ; 第五节给出了数值结果
.

一
、

微分方程问题

在曲边区域 日十 d口 内讨论椭圆型方程第一边值问题
:

伪 苏爆城推荐
.

66 3



启B4 刘 必 跃

L
。“三 巳飞

a X
一

+ 6

筹
+ “(一 。) 癸一

“‘一 。,
霎

一 c ‘一 。,
·

“f(x
,

夕) (x
,

v垮口

“

吵二叫 ,
,

盯
’ -

·
,

一
其中 。> o 是小参数

,
口 = {(

二 ,

, ) 19
。

簇夕簇 , , ,

且 : 1 (, )簇%镇 , :

(, )}
,

a口

(1
.

1)

(1
.

2 )

= U 厂
‘ ,

I’ , = {(,
,

夕)lx =
v l
(夕)

,

且 梦。成 g 成 g ,

}

]
一 :

= {(x
,

夕) }夕二夕
。,

且 v :
(刀

。

)< x < v :

(, 砂}
,

厂
a

{ (二
,

, ) }x =
v :

(v)
,

且 夕
。

成梦《g , 卜

厂
4
= { (x

,

, )}g = v . ,

且 v ,
(夕

,
)< 二< v :

(g
,
)}

(1
.

3 )

切(“
,

, ) }
r :
= 劝(二)

,

甲(x
,

夕) }
r ;

= 甲:
(夕)

,

甲(‘
,

夕)}
: ,
= 甲。

(, ) (1
.

4 )

假定方程的系数
、

右端函数
、

边值函数以及区域边界函数
, : , v :

等满足下述条件
:

z ) B (劣
,

y)》a > o
,

C (x
,

y)> 刀> o ; (2
.

5 )

2 ) A(
戈

,

刃
,

B(
戈

,

刃 具有三阶连续偏导数
,

C (“
,

川
,

j( “
,

川 具有二阶 连 续偏导数
,

且 A 恤
,

川
,

B (,
,

川
,

C (二
,

妇 以及它们的三阶偏导数关于变量 二
、

, 分别 满足 L ip sc hi t : 条

件 ;

3 )
v :
(夕)

, v :

(夕)和 沪(二) 具有四阶连续导数
, 甲 ;

(夕)
,

切:

(v)有 三 阶导数
,

且 v , , , 2 ,

甲

的导数满足 七印 s c h it z 条件
.

对问题 (1
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1 )
,

(1
.

2 )的解有下面的先验估计
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,

问题 (1
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在边界厂
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上边界条件失去

,

因而原问题的解在此边界附近具有边界层奇性
。

我们知道
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.

7 )
,
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.
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’

。
‘u 。
/ 。。

,

在 上述 两 点附

近的奇性
,

希望在下面渐近解和数值解中有较一般的结果
,

我们对退化问题 (1
.

7 )
,

(1
.

5) 不

加相容性条件
,

按 〔5 」中所述方法考虑右端函数 f( 二
,
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.

定
_

义函数
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其中
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(2
.

1 0 )

由上述引理知
,

差分方程问题 (2
.

2 )
、

(2
.

3 )唯一可解
,

井满足稳定不等式
.

三
、

差分格式的一致收敛性和误差估计

在本节中
,

我们将讨论差分方程问题 (2
.

2 )
,

(2
.

3 )的解丫
而 , , ’和 微 分 方 程 问 题 (1

.

1)
,

(1
.

2) 的解
。(凡 川 之间的古典估计和非古典估计

, 、

从而证得“〔“,
咐关于小参数

。一致收敛
一

于“
,
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其阶为O (h +
: ’/ ”

)
。

首先
,

对于格式 (2
.

2 )的拟合因子袱二 ,

川
,

有

引理 了 }, (二
,

川 一。
1( cT Z

/
。

(犷 = : 一

)

}以
“ ,

川一川簇M
:

天T+ 笋
, 一

)

其中
‘,

M是与h
,

拜口
。无关的常数

.

设问题 (1
.

1 )
,

(1
.

2 )的系数
,

右端
,

边界条件满足适当的相容性条件
,

的。, “
有

.

直到四阶为止的有界偏导数
,

此时我们有
·

(3
.

1 )

(3
.

2 )

使对每一个固定

、

一 {耸
;“,

!
、·

‘“一 ‘
,

2
,

3
,

‘,
(3

.

3 )

由(2
.

1 0 ),. (3
.

1 )
,

(3
.

2 )
,

(3
.

3 )我们可证得下述古典估计

引理 8 }
。一u 伪

, , ,
】簇

e
(h +

: 么

/
。3
) (

: 一

= : +

) (3
.

4 )

}
u 一u ‘. , , ,

{(
e
(h+

:
/
e Z

) (
: 一

铸 : +

) (3
.

5 )

其中c是与h
, : 和。无关的常数

。

在上述引理中
,

我们已得到古典估计
,

若能再得到一个非古典估计
,

便 可得到一致收敛

性定理
.

我们知道 l
u一 u 协

, , ’
}( }

u 一“。一。
。

}+ !
u 。+ 二。一 。‘几 ,

” }
,

由引理 3 知
,

!
u 一 u 。一田

。

}=

O (占+
。

·

乃
一 ‘

)
,

因此只要得到 }
“。十。

。
一 u( “ ,

” }的估计即
一

可
.

我们 首 先 考 虑 L奋
几 , 了 ’

(
u 。+ 切。

一

u( “ ,
” )的量级

,

但由于L‘合
,

”u 。中有一项v (二
,

刃u0 , 夕,

而我们对。、
。

闰犷在 , = y 。附近的奇性并

不了解
,

仅由引理 2 知道。
2
% /a 少的量级

.

因此需考虑

}
u 。 + “

。
一“‘” ,

” l( I
u 。一 v 。

I+ I。
。
+ w 。

一 v (海 ,
” 1+ }

。‘“ , , , 一 u ‘“ , , 、

}

其中v ‘” ,
”是下述问题的解

:

L 奋
‘, , ’v ‘而 , ” = F (二

,

g )
v ‘“ , ‘ ,

}
。。*

. ,

二 u ‘“ ,

” }
。。 * , ,

这里F (
, ,

约见 (1
.

9 )
。

} (3
.

6 )

下面我 们 分 别 估 计 {
v伪

, ’夕一 u 协
, ’ ,

1和 }
v 。+ 。

。
一 v协

,
” 1

.

记 w 伪
, , , = “‘几产 ’一 v (“ , 了 , ,

贝IJ

切 ‘几 , 了 , 满足

L J
‘
”

’ 。‘” ,
” = j(x

,

夕)一F (二
,

g ) = 少(,
,

夕)

功。‘ , , )
}
。。*

, ,

二 0
’ (3

.

7 )

引理 9

其中
。与h

,

证明

问题(3 U7 )的解。 “ ”
’

有估计式

Iw
‘而 , ” l《砧

r , 。无关
.

令二
‘“ ,

”二 e x p〔(夕一夕
。
)/ 6〕Y

‘“ ,

” ,

将它代入(3
.

7 )
,

并整理得

(3
.

8 )

L
。‘“ ,

” 肠Y ‘“ ,
”三 一 b。Y

。
+ 乙 b‘Y ‘= e x p [ 一 (夕一夕。)/ d〕中 (二

,

v ) (3
.

9 )

其中
、一 *

;

补
一

(扣为
+

一

伙洲(六
+

}.)
十 C (二

,

妇

,

1 / 2
. 刀 , 、

、
;

o , = 人
+

+ 、
一

气人
+ 十汽 Lx , 梦) )

, “ ,
“

1

h
斗
+ h

-
了卫
\h

-

一“‘
x , 。, )
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小参数在高阶导数项的椭圆型方程第一边值问题的一致收敛差分格式

一 e

黔沪{知
一 。)一 , (!

,

。)
}

,
b
‘
一 eX

牲丁了
占’俨华

”, + ”(凡

Y ‘
(‘二 o ,

1
,

⋯
, 4 )的定义同(2

.

7 )
.

‘

显然
,

b‘> o (‘二 o ,

z
,

⋯
, 4 )

,

乙 b‘一 b
。
=

B S
’

。g (占
, ,

舀, )
一C (二

,

, )
,

其 中 S = e 二p (斑
2

)[ 1 一

e x p (一叮
:
)〕一

e x p (勺
:

)仁1一
e 盆p (一刀

1一刀
2

)〕+
e x p (一斑

:
)〔

e x p (刀
:

)一 1 ]
,

刀: 二 : 一

/ d
, 刀: 二 r 十

/ j
.

由于我们现在讨论的是非古典估计
,

因此可取占二
:
1/5

.

故有。
, , 刀:

( 尹,5
.

利用台劳展式可以

证得 S > 0 ,

因而 L奋‘” ’ .

是正型算子
,

极值原理成立
.

用类似的方法
,

可 以得 出估 计式

‘

s/ eg “
; ,

雪
:

)) l/ 2占
,

所以乙 b‘一 b
。

《一c/ J
.

构造闸函数 少二动 士Y ‘“, , ’,

利用极值原理可得
泣. 1

沙
‘“ ,
” }( 动

,

再运用 引理 3 的证明中估计
一

切 的方法
,

类似地即证得 山汽 , 二 O (句 (劣
,

刃〔

口几
, 下 -

引理 10 存在与人
, : 和。无关的常数

c ,

使

}L二” ” (
。。+ 。。一。‘肠 , 了 ’

) 1镇
e
(h +

二
·

d
一 ‘+ 。

·

d
一 ‘+ e x p〔一 a (梦

二
一 夕)/ 2

。〕) (3
.

1 0 )

证明 L 奋孟” ’
(
。 。+ 切

。
一 v协 , , ,

)== L J奋
’ ‘’。。一F (二

,

g ) + L J‘” ’。。

利用 (3
.

2 )
,

(1
.

13 )
,

(1
.

1 5 )以及差商和导数的关 系可得

IL奋
‘
”

, v 。一F (二
,

g )卜 }L a(” ” 。。一 L
。。。

}( c (
:

·

d
一 ‘+ 。

·

6
一 ’+ h)

,

!切
。* 、 + A (二

,

, )。
。, 一 e

(二
,

y )。
。

}(
c e x p [ 一a (, 二

一 g )/ 2
。〕

。

而 下(劣
, y )。

。, 夕一B (二
,

y )。
。夕二

’

B (二
,

y)[ 切(二
,

y ,
)一

u 。
(,

,

夕,
)〕

‘

I
,

其中I二 e x p [ 一B
。

(v
, 一 , )/

。〕{[ e x p (B擂
:

)一
e x p (珑

:
)〕[ i一

e x p (一 B‘
:
)」一〔

e x p (一 B‘
; )一

e x p (一B 占1 )〕
·

[ e x p (B
。君2 )一 1〕}/昭(君

: ,

雪: )
.

由中值定理知
,

存在介于B
。,

B 之间的 Bl
,

B : ,

使
e x p (B

。

省: )一
e x p (B君

:
)== B ,

(二
,

0 ,
)(夕

, 一夕)
e x p (B

:舀: )占
: ,

e x p (一B 搭
,
)一

e x p (一B雪: )= 一B ,
(二

,
62 )(介一 g )占

: e x p [ 一B
Z

咨: 〕
.

若B》B
。 ,
贝llB , 簇B

,

易证 }(g
, 一 , )

e x p〔一 B 。
(梦

, 一 , )/ 2
。〕I :

/
。g “

1 ,

占
2

) !(
c ,

其中 I , 二B ,
(二

,

0 :
)
e x p (B传

2
)〔1一 e x p (一B砖

:
)〕

一 B ,
(劣

,

6 :
)
e x p (一B :雪: )〔

e x p (B
。占2 )一 1〕

.

若B ( B
。 ,

则 J = (v , 一夕)I
: e x p〔一B (夕

, 一夕)/ Ze〕/
e

其中 I
:
= e x P〔一B (g

, 一 , )/ 2
。] I: e 二P〔一 (B

。一B )(g
, 一 g )/

。〕/ g “
r ,

咨
2

)

由于 B
。

> B , ,
B Z ) B

,

亦可证得 }(,
, 一夕)1

2

/
。
1(

c 从而有

}1 1簇
c e x P[ 一 a (g

, 一 g )/ Z
e〕

因此
,

存在 与
e , : ,

h和 6无关的常数
,

使

l乙
。

“
,

” , 。

I( ce x p [一 a (夕
, 一 g )/ 2

“〕

综合上述结果
,

即得 (3
.

1 0 )
.

引理 1 1 设 少,
(,

,

y )= (
: + e

)e
x p〔一 a勿一

夕)/ 2
: 〕

则 L 奋几
’ ‘ ,
巾:

(
二 ,

, )( 一舜
。e x p〔一 a (v一

, )/ 2
。〕

,

(3飞1 1 )

其中气与h
, : , 。无关

.

证明
·

经过不复杂的运算
,

我们有

L 奋
“’ ‘’中 :

(二
,

夕) = 一 C (%
,

, ) (
r + 。

)。x p [ 一 a (夕
, 一 , )/ Z

e〕
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一 B (
: + 。

)I
·

e x p }
:
一 a (v , 一夕)/ Z

e〕/
。口(君

: ,

占2 )

其中z一 〔e x p (尖
2

)一 1〕「
1 一 。x p

(一 g : :

)1一「
。x p

(要
一

占: 卜
1
1 :

1一 e x p(一 * 叠1 )〕
.

L 、 乙 / J L 、
“

/ J

当“〔 (o
,

+ co )时
,

g (
,
)二 (

e x p 一 1)/
* e x p (

二
)是二的增函数

,

故

B舀
。

〔1 一 e x p (一 a 君: / 2 )〕> a 占:〔i 一 e x p (一斑
,
) j/ 2 (3

.

12 )

、、,了么‘‘‘�,
.a一2

·

芝
J

口、了、
,

二
、 .

B 省
了

人 1
.

卞 一二花一
~ 仁

乙 !

(B占
3 !

1 3 )

)
“ +

一

(弊护+ 二
,

4 !

> 1 +
红
‘ 蕊

竺雪
:

(
+ 一

菩舀
乙 )

+ ⋯ ( 3
.

1 3 )

结合 (3
.

12 )
,

(3
.

,

可证得 I > 0
.

现考虑 (
‘ + “

) I /绍 (氛
,

条)的量级
·

当 互” o时
,

I /川咨
, ,

氛) 今 a( B 一 a/ 2 ) / ZB > 矿/ 4 B
,

因此

存在l:
,

使 m a x
“

, ,

占2 )《l,时
,

了 + ￡ B l ,

一
百一

‘

可易
,

条) 又 一 a
一

/ 4 ( 3
.

1 4 )

设几为足够大的数
.

显然
,

若乌》几
,

有

梦
。(
鱿

:
2

) 》
,

, 一xP (一、2) 一

}豁澎毛卜钱毛裁筐雳洲戒
若省

2
》12 ,

占i ( 12 ,

有

夕‘‘�

r丈1,
‘‘5

g

T君

仁e x p (B占
2

) 一 1 ]〔1 一 e x p (一 a 君,
/ 2 )〕一

g 2 1勺(B + 1 )
〔e 不p (B君

: ) 一 z〕[ 1 一 e x p (一 B占
:

)〕

蜜i

因此存在与五
, r,

e X p (斑
2
) 一 i

一 》a/ 10

。无关 的常数l
: ,

丁 + e

己

使 当 雪》12 时
,

班
g (专

, , 君
: ) ( 一 。 (3

.

1 5 )

由于 I < 0 , g 传
: ,

占
2

) > O故在闭区域l: ( m a x (氛
,

古: )簇l
:
上亦有下式成立

:

r 十 ￡ B l ,

一 。
’

g传
: ,

君
2

) 气一
‘ : ( 3

.

1 6 )

综合 ( 3
.

1 4 ) ~ (3
.

1 6 )
,

可知存在与
: ,

h
, : 无关的常数花

。,

使 (3
.

1 1 ) 成立
.

结合引理1 0 和引理 1 1
,

我们有下述结果

引理 12 存在 与h
, : , 。和d无关的常数 c ,

使

{
v 。十切

。
一v( “ ,勺 }(

c
(h十

:
·

d
一 ‘十 。

·

己
一 ’

)
_

( 3
.

1 7 )

取。= : 1/5
,

综合引理7~ 12
,

可得非古典估计
·

一
引理13 存在 与h

, r , 。无关的常数M
,

使差分方程问题 ( 2
.

2 )
,

(2
.

3 )的解丫
” , 了’和 微分

方程问题 ( 1
.

1)
,

( 1
.

2 )的解
。之间满足估计式

’

}
u 一 u ‘瓦 , 下 ,

}簇M (h + : 于
‘5 + 。

·

: 一
“ 5

) 丫 (3
.

1 5 )

经过前面的一系列工作
,

我们可以得出本文的主要定理
,

即一致收敛性结果
.

定理 1 设
。和。‘为, ”分别是 ( 1

.

1 )
,

(1
.

2 )和 (2
.

2 )
,

(2
.

3 )的解
,

、

则存在 与h , : , e
无关的

常数
c ,

使

}
“一。“

, , ,
}镇

c
( h +

r , ‘5

) (3
.

1 9 )

证明 当 : < 护
‘2

时
,

由引理 8 知巨一娜峥
,
}簇

。
(h 十

: ‘, “

)
,

当 :》扩,2 时
,

由引理 13 亦有
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}
u 一 u 才h , , ,

}簇
c
任+ : , 产5

)
.

因此
,

对一切e一致地有(3
.

1 9 )成立
.

四
、

差分方程问题解的渐近性态

我们在第一节中已指出
,

当。。 O时
,

摄动问题 (1
.

1 )
,

(1
.

幻退化为抛物型方程的初
、

边

值问题 (1
.

7 )
,

(1
.

5)
,

并且由于 B (‘
,

功》 a > o
,

这种退化是正则的
〔7 ’.

由引理 3 知
,

当。” o

时
,

除了在y“ y二附近
,

摄动问题 (1
.

1 )
,

(1
.

2 )的解u( 二 ,

川逼近于退化问题 (1
.

7 )(1
.

8) 的解
“。
(
二,

川
.

通过下面的定理可知
,

当 T ,
h 固定

, e , O 时
,

差分 方 程 问 题 (2
.

2)
,

(2
.

3) 的

解娜
“, , ’的渐近性态与微分方程问题 (1

.

1 )
,

(1
.

2 )的解“的渐近性态是一致的
.

当h
, : 暂时固定

, e、 O时
,

差分方程 (2
.

2 )退化为下述差分方程

L石
介, ‘ , 。

丢
介 ,
”注 u

;劣
, + A (“

,

, )。;1
,
” 一 B (

x , 。)
“

;;
,

”
’

一 C (“
,

。)
“
‘
几’‘ , 二f(,

,

。) (4
·

‘)

显然
,

差分方程 (4
.

1)和微分方程 (1
.

7 )是相容的
,

截断误 差 为 O (h + 劝
,

并月 (4
.

1) 是无条

件稳定的差分格式
。

类似于〔4] 中定理 2 ,

我们可以得到本节的主要结果
.

定理 2 在。、, ,

内
,

让h
, : 固定

,

令
。。 0 ,

则差分方程问题 (2
.

2)
,

(2
.

3 )的解逼近于退化问

题

L百
‘ , ‘’u

J
‘”

’
== f(二

,

g ) ((劣
,

夕)〔口
, , ,

)

。于
几

川 !
。。 ‘

, * , :

二 。‘九 , , ,
}
。。、

,
、

: ,

(‘, 1
,

2
,

3 ) } (4
.

2 )

的解
。

五
、

数 值 结 果

我们考虑问题

L
o u 。

二 u 二 二 + e“, , + 2 %‘一 (1 + 梦)
u , 一 (2 + 二)

。

= 4护一丫 + 4沉一 %y一 戈勺一 2 (5
.

1 )

_ 「
, . . -s 二

~
. , .

/
_ ,

犷丫
一 , .

1
二 .

3
、飞

‘

“a
l d 口 ~ 1 1

甲 人 甲 汤甘丫 甘几涌 一 了 J气汤 一
1
甲下

一
甘 刀. lb 口

L 、 怪 / 、 Q , J
(5

.

2)

口= {(二
,

, ) }o《夕( 1
, , 2

/ 4簇二( 1 一夕3
/ 3 }

利用差分格式 (2
.

2 )
,

(2
.

3 )对
: = 1/ 5 ‘(i= 1

,

⋯
,

5 )
,

和正方形网格 h= : = l/ (8
·

Z J “ ‘

) (j= 1
,

2
, 3 , 4 )的各种情况进行了计算

,

得到了数值解
,

在计算过程中我们用渐近解与数值解进行

了比较
。

表1列出了当: 二 1/ 5 ‘时。、 , ,

中某些网格点上的数值解和误差随着h的不同所得到的值
.

从

此表可 以看出
,

对于固定的
。 ,

在每个网格节点上
,
h越小

,
’

数值解越接近于原 间题的解
,

误

差越小
.

表2列出了当人= 1 / 6 4时靠近y= 1边界层那一层网格点上的数值解和误差随着
。的变化

而得到的值
,

从此表可以看出
,

差分问题 (2
.

2 )
,

(2
.

3 )的解在边界层附近对原问题的解的逼

近效果还是比较理想的
,

绝对误差和相对误差都在 1 0
“么
~ 1。

’ “

之间
.

表 3 列出了 h
, e 的各种

情况下的最大误差
,

由此也可看出
,

对每个固定的
e ,

最大误差随着h的减小而减小
.
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