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摘 要

本文将中厚板的厚度函数按一小参数展开
,

并采用奇异摄动方法
,

把原来变系数的微分方程

组化成一系列常系数微分方程组求解
.

文中给出了任意变厚度中厚板的自振频率计算 显式 表 达

式
,

由此式
,

我们不仅可以方便地计算出各种变厚度的自振频率值
,

而且也可以根据频率的要求

来优化板的厚度
.

文中的算例表明
,

本文的方法具有较好的精度
、

方法简便
、

有效等其他优点
,

可以考虑作为分析各种变厚度板壳的振动及稳定特征问题的有效方法之一

一
、

引 言

众所周知
,

对于板的振动问题
,

建立在经典薄板理论基础上的计算方法
,

其应用受到一

定的限制
.

自从 2 9 2 1年 T im o sh e n k o 〔‘们首先提出具有两个广义位移的梁理论
,

M in d lin 〔么’在

1 9 5 1年提出三个广义位移的中厚板理论
,

此后
,

许多学者分别采用解析法
〔. ’, ’,

能 量法〔“’、

有限元
【一

‘”和有限差分
〔‘“”“’方法计算了各种不同边界条件下的等厚度中厚板自振问题

【”’.

对于变厚度的中厚板的自振问题
,

由于基本方程是变系数的偏微分方程组
,

一般只能采

用近似方法或数值方法求解
〔’“’.

本文采用奇异摄动方法
,

将厚度以某一小参数 展 开
,

这样

使原来的变系数方程化成为一系列常系数的摄动递推方程
,

从而避免了求解变系数微分方程

的难点
.

在求解更高阶的近似摄动方程时
,

本文采用了 H al e 定理〔毛’的 思 想
,

从而也避免了

求解高阶近似的非齐次微分方程组的难点
.

对于精确到一阶近似的自振频率计算
,

文中给出

了任意缓变厚度中厚板自振频率关于板厚函数的显式表达式
.

文中对四边简支中厚板的算例表明
,

本文的方法具有简便
、

精确
、

有效等优点
,

一

可作为

求解各种变厚度板壳的振动和稳定问题的一般方法
。
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,
为泊松比 , G 是剪切模量 , k 是剪切系数
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上述基本方程
,

由于厚度 h 是 君
、

刀的函数
,

因而直接求解是很难的
.

为 化 变系数微分方程

为常系数方程
,

这里我们采用了奇异摄动法中的 PL K ‘”方法
,

为此设
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上述展开式中
, ￡ 是表征厚度缓慢变化的小参数

.

(2
.

7 )中第二式的物理意义是将自振 频 率

因子作展开
,

这里我们对 护
,

而不是对 几作展开是为了在相同量级的近似下达到较 好 的 精

度
‘3 ’。

将(2
.

了)式代入基本方程 (2
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,

并按 : 的同次幂归并
,
得摄动递推方程
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摄 动 解

以 四边简支矩形板为例进行分析
,
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,
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.
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LU = f

其中
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对于各种厚度函数
,

只要把它代入上述表达式
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作为数值算例
,

我们计算了上述四边简支

矩形板具有线性变厚度 (h
, 二豹 及 双线性变厚

度 (h
; 二雪的 的自由振动频率值

,

其计算结果分

别在表 1~ 表4给出
.

为了验证本文所给出的一

阶近似特征值的精确度
,

本文结果同文献〔15〕

采用限制误差法的结果作了比较
,

并分别在图

1给出
。

姑公妙
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图 1 线性变厚度板基频曲线

四
、

结 论

本文采用奇异摄动方法给出了任意变厚度中厚板的自由振动频率计算表达式
,

从本文的

算例结果表明
,

摄动一阶近似就得到了较好的精度
,

因而在实际计算中
,

我们只要求得等厚

度时的结果
,

通过应用推广了的 H “le 定理
,

就可得到任意变厚度板自褥频率 的 一 阶 近 似

值
,

从而避免了求解变系数微分方程和非齐次方程 (2
.

9 )的困难
。

从本文的算例结果看出
,

对任意变厚度中厚板自振频率计算的摄动 解
,

当 h。/a ” o 时
,

它收敛于经典薄板的计算结果 (见图 1 )
,

而对于一般的有限元法数值解
〔“ ’,

往往要出现
“

自

锁
”

现象
。

虽然本文仅给出了四边简支的变厚度中厚板频率计算结果
,

但方法本身对其它边界条件

也是适用的
.

同样
,

对于任意变厚度中厚板的稳定问题
,

也同样可采用本文的方法
。

由于本文的方法能直接给出频率关于厚度函数的显式表达式
,

因而它为进一步处理设计

最佳厚度函数来达到所期望 的动力特性的优化问题提供了方便
一

表 1. , = n , 1时
.

自振频率 。 = [ D / (p a ‘h。)〕
, 邝
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·
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表 2 , ‘ 儿二 2时
,

自振频率 。“ [ 乃/ (p a ‘h。)〕
1 / ,

·

a
·

〔l + 刀(h
l

)。〕
i / 2

a
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表 3 川 二二 月= 3时
,
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, / ,
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a
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表 4 m = ”“ 4时
,

自振频率 。 “ [D / (p a ‘h。)〕
‘/ 2

·

a
·

〔l + 口(h
l

)。1‘/
,

a
/ h

。

口

尸(舀)

尸(占叮)

10

2 1匆
.

9

0
.

5 1 4

0
.

2 5 7

2 0

2 7忘
.

8

0
.

7 86

0
.

3 93

3 D

2 9 7
,

3

0
.

8邹

0
.

4 4 4

10 0

3 1 4
.

0

0
,

98 8

0
.

49 4

注 :

在城挤的算例中
.

取 k二O
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8 22
. , 二0
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