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摘 要

本文得到了等厚度圆环薄壳在自重荷载下一种简化形式的 H 。。。二H 二。。 方程
,

用 F o ur ier 级

数求得了方程的特解
.

利用文〔2 〕已有的齐次解结果
,

从而给出了问题的一般解
.

作为结 果 的应
用

,

文中给出了两个算例
.

在 内压和轴力作用下的等厚度圆环薄壳 问 题
,

目 前 已 有 完 整 的 解 答
.

H o B 。、 。二 o B

(19 5的得到 了方程的特解
〔‘’,

钱伟长
、

郑思梁 (1 9 7的得到了齐次方程的 一般解 t“1 .

在 此基

础上
,

文〔4 〕~ 〔9 〕处理了波纹管或波纹膜片的若干计算问题
。

考虑到大型环壳结构
,

例如环壳形屋顶的采用
,

在 自重荷载下环壳的应力和位移计算
,

实属一个有实际意义的问题
.

本文导得了在 自重作用下环壳 H oB
o 、 。二

oB 型的复变量方程
,

并对方程进行了简化处理
,

得以用 F o ur ier 级数求得了方程的特解
,

利用钱伟长
、

郑思梁已

得到的齐次解结果
‘“’,

从而给出了问题的一般解
.

作为结果的应 用
,

文 中 给 出 了 两 个 算

例
。

二
、

基 本 方 程

我们考虑图 1 所示 圆环薄壳在自重荷载下的轴对称问题
,

其几何尺 寸
,

坐 标
,

位 移 如

图1

平衡方程为
‘’”〕

总
(N , r

)一N
,

一
, 一。+ 一。 S 、· , 一 。

rN , + ·N , 5 ‘· 。+ J‘

豁
犷,

一
+ 二。一 , 一。

苏
(M , 二 )一、

,

一
, 一。

, 一 。

(2
.

1 )

(2
.

2 )

(2
.

3 )

圣

叶开沉推荐
.

本文被国际薄壳和空间结构学术会议(IA SS) 接受为宣读论文
,

莫斯科
,

198 5年9月
.

63 7



已3忍 主 欢 瑜 陈 山 林 昊 国 平

环壳的尺寸
、

坐标和位移及转角变形图N们

n

式中
,

内力M ,
、

M
e 、 N ,

、

由图 1 , r == R (l + a s i

O同文〔10 〕
, q 为单位面积重量

.

其中a == a / R
,

由 (2
.

1)
,

l d
, 、 : 、 r Q

‘” = a 云丽协
一

d矿 L‘”
’

r ) 一。记示功十
r q ‘g p (2

.

4 )

(2
.

4 ) 代入 (2
.

2 ) 积分得
,

N , = 一Q
c tg功+ 5夏

Q
。

。
功(l + a s in 功)

aq (a
e o s
功一功+

a
)

s in 功(1 + a s in 功)
(2

.

5 )

式中 Q。为 功二O处剪力
.

设基本变量

巾= r Q /
、in功 (2

.

6)

。 _ 少、in 功_
写一 一砰

- -

一
中 s in 砂

R (l + a s in必)
(2

.

7 )

将 (2
.

7 ) 式代入 (2
.

4 )
,

(2
.

5 ) 得
,

N , =
a e o s

价
a
(1 + a s in 价)

少十
Q
。 a q (协一 a

·

e o s
必+ a )

5 in 协(1 +
a s in 功)

s in 功
·

(一+ a sin功)
(2

.

8 )

l d中 Q
。

二Y . 二二
- —

一 - ; 不一

— 一
~ 一 ; -

~

‘
‘

万~ -

a a 价 a s ln
“

价

十竺(卜
“

终尹
一

协)
a s l n 一

p

(2
.

9 )
神一O一C

a q (1 + a s in 协)
a

’

5 in 功

环壳几何方程为
〔‘“’

l / d 口 、

勺 == 丁气
、

币瓜「一 功 ,
“ 、 u 甲 ,

.

。, = (
。e o s

功一 , s in 价)/
r

_ a (
v e o s价一山

s in功)
一 。

(f千反亏i动
- } (2

.

1 0 )

1 / d功

x = 百k 而一
“ (2

.

1 1 )



自重作用下的圆环薄壳 G3匀

二
_ 1 d x

。
_

, 一 {。 一

刁砂’ 托口一

eo s
协x

(2
.

1 2 )

物理方程为

1
, 、 , 、 二 、

1e ,

一赢 (N , 一 vN ,
), ‘, 二 若人(N

, 一”N 功)

M , = 一 D (k , + , k ,
) , M

。== 一D (吞
。+ v舜, )

将 (2
.

1 2 )
,

(2
.

1 3 )
,

(2
.

7 ) 代入 (2
.

3 )
,

得到

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

1少州时
.

5 in 价 分
+ ac , g

嗡

由 (2
.

1 0 )

a z c o s :

诱
(1 + a s in功)

sin

(2
.

1 1) 可以导得

尹一”a 、 十 一

井
, 一。

(2
.

1 5 )

/ 1 + a sin必 \
l ,

l d / l + a s in 功 \

x
傲

“价一 a s in必
“ ,

/
“‘g 尹一 。 哪 又

一

飞i而
一
“ ,

)

将 (2
.

1 3 ) 代入 (2
.

1 6 )
,

得

。
, . ,

f「
.

(1 + a sin 功)〕
、 ,

「(1 + a s in 功)
E ha x “ c tg功嘴! a +

v 、 ‘ ’_

艺犷甲 ’

IN , 一 }“
’_

万犷
w ‘

一
’

‘L S ln 中 」
’

L S i n 毋

+ 。v

l万
。

飞一 挤
,

「(1 + 严华功)(万
。
一 , 万

‘
、1

’ 一 ‘

」
‘

” J d价L si n
功

、 ‘

” “
’

,

勺

将 (2
.

8 )
,

(2
.

9 ) 代入上式
,

计算得

(2
.

1 6)

丈仍
J、

d
矛

六又W洛功Eh aa x 一牡票丝璧箕
+ 。。t g ,

.

嘿一
。 l u w “势 “脚

a Z e

(i + a si

.

中
·

5 in 诱

+ v a 小一
aQ

。

(2 + 3 a sin功)
·

e o s
功

a (l + a sin必)
sin 协

十

a Zq (2 + 3 a sin 功) (功一a e o s功+ a )
·

七0 5
功

a (1 + a s in价)
s in 4
功

Za 么q (1 + a s in 功)
a sin 3

功
一 (2 +

v
)
a Zg (1 + a s in 功) (2

.

1 7 )

引入线性微分算子

L (⋯
1 + a sin娇

s in 功 鉴
’十 ac ,。

气
犷c os 丫(⋯

(l + as in功)
s in 功

则 (2
.

1 5 )
、

(2
.

1 7 ) 为

“(、)一
va 、 十

一

笔
一

, 一”
(2

.

1 8 )
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L (中)十
; a 巾一 a ha E x =

·

龟}:幸翼豁};恭
‘ + ‘2 +

·
’
·“““十 a sin必)

a Z口(2 + 3 a sin功)(功一 a e o s
功+ a )

e o s
功

a (i + a s in功)
s in

4

功

设复变量S = A 中十 B x

其中 A
、

B 为待定常数
,

沿用文 [ 2 〕的复变量化过程
,

+ Z a , 。(1 + as i。必)
a sjn

。
功

(2
.

1 9 )

可得

一

a(iv
“十

扣 )一
‘2 l’A

a (A
a hE + v B )二一 ‘2“B

(2
.

2 0 )

l上为待定比例常数
,

在 L o v e 一
K ir e hh o ff 假定范围内

,

有

l‘、、 。(, 一 : 2

)
氛

B / , 、

二
·

2。

L (S )二 A L (少)+ 刀乙(x )

由 (2
.

1 8 )
、

(2
.

1 9 ) 式解出L (x )
,
L (价)代回上式

,

并取A 二 ‘2“/ a
,

则可得

L‘S , + 2‘。S一 ‘
一

考
Q

oa e o
砂(2 + 3 a sin 功)

a (1 + a s in 必)
sin

4

功

a 么q e o s功(2 + 3 a sin功)
a (1 + a s in功)

s in
4

功

·

(功一 a c o s
功十 a )

+ (2 +
v
)a

, a (1 + a s in 功)+
Za Zg (1 + a s in功)

a s in 3
功

(2
.

2 1 )

。_
:

2拼 「二
,

D
。

‘

: ‘

飞
, , . _ _ : _ 二 、

_
, , , _ _ : _ 二 、 c

上
’

一
‘ 又 一 l 甲十 几孟

一 ’

乙仔I X !、1 十 “” u 甲) ~ 、工十 “缸u 甲少口
U L 肠“ J

.

21 ) 式
,

则得 (2
.

2 2 )
, 、

d
么
F

.

d尸
_ . 、 . ,

。

L主+ ““‘即)d 扩 一口““

沙而 + t“十 却, )“‘卿厂

= 12拼
Q

oe o s
功(2 + 3 a sin功)

。q e o s
功(功一

a o o s
价+ a )(2 + 3 a s in功)

-

一 as in
3

功 一
-

一
a si r 功

-
-

一

+ ‘2 +
·

,
·。5 ‘·“‘+ 一‘

·
, )

2
+ 2““盆戈

”
沪,

“

」 (2
.

2 3 )

(2
.

2 3)
,

消去方程右端的分式
,

引进新变量 V
,

。一 *
,

一 : 、。
「Q

。 一 (。一 。 e 。、。+ 。 ) a q
l
e t ; 功

L a
一 ’

a 」 一
‘ (2

.

2 续)
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并且考虑到 a + 2j’i ‘ 2川
,

(2
.

2 3) 式则化为

(1 + a sin 功)
d 么厂

而
“ 一

a c o s
,

一

要
+ 知￡5 1

。
, : 一 4拜2

万「马
切甲

’

‘ L “

一 (功一 a c o s
功十 a ) 瞥〕一功

+

纂
(2 +

·
,
·。5‘·“‘+ a s‘·‘,

“

}

因为
晶

- 1

2材 3(z两
, 2

)

(2
.

2 5 )

h
_ 、

,
, ,

a
_ __

二
_ 。

,
_

、 _

二
_ 。

⋯
兀

. , _ _ _
.

_

_
长 l

,

上式 甲言 成
_

项 司以峪去
,

这种忽峪在 功护 士万阴 区 域
,

误
u 乙户 乙

差在薄壳理论误差范围之 内
.

在功= 士, / 2 的邻域
,

式 (2
.

2 5) 的非齐次项《 1 ,

这种忽略在

渐近意义上是允许的
,

于是 (2
.

2 5) 式简化为
:

(1 +

一
, )

纂一
,

篇
+ 2。‘5 1·功厂

== 4矿〔Q
。
一 (功一 a e o s

功+ a )
a g 】e o s功/ a (2

.

2 6 )

上式左端与 H o
Bo 、。Io B “ 3环壳复变量方程相同

.

(2
.

2 6) 式即为 自重荷载下环 壳 基 本 方

程
。

三
、

特 解

注意到

必
c 。s
必一 ;

s in 功+ 乙 (一 l )
” 2 n

n Z 一 1
5 in n

功

c o s Z

功一合(
‘+ c o sZ‘,

我们将方程 (2
.

2 6) 改写为
,

邵
一

办(1 +
a sin功)纂一

c os ‘ 十 2沁‘

晒
一

丫
aq比

十

嘴
一

a)co s&+ ; a c 。5 2功一乙 (一 1 )
” 2 行

n Z
一 1

S‘二‘+合
S‘·。」

(3
.

1 )

设 (3
.

1) 式特解为
,

犷一I
B
。
+

晃
‘A 一‘二‘+ B一

, , )」
·

七
“

二。
(3

.

2 )

代入 (3
.

1) 式左端
,

比较同类项系数
,

可得

(一 a + 州)A
,
“ a / 2 (3

.

3 )

。 Q
。

《一 乙a
一

十尽公夕且
,

一 力 1

= 一 a

O q
(3

.

4 )
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2拼iB
。
一A , + (3 a 一拼i)B

: = i / 2

一 4B
:
+ (一 6 a + 拼i)A

3一拼iA , = a / 2

(3
.

5 )

(3
.

6 )

十璐
A

lwe
且

」一“
·”‘+

l一要(
, + i )(

, + : ) + 拼‘
石

+

[彗‘一
‘, ‘一

2卜 。‘

〕
·

,
: 一 :

一。

一 A
·。‘+

〔若(
。+ ‘)(

。 + 2卜。‘

I
B一

(
。) 3 ) (3

.

7 )

+

卜彗(一
1)(卜 2卜

; ‘

〕
·

B

一
(一 ‘)一

‘ 2称

n Z
一 1

由于非齐次项交叉存在
,

采用通常环壳问题的递推办法计算 (3
.

7 )
、

奏效的
,

我们直接采用 (3
.

3) ~ (3
.

8) 式组成的方程组计算系数
。

(
n
》 2 ) (3

.

8 )

(3
.

8) 各项系数是难此

方程组可分为互相独立

的两组
,

一组取 (3
.

7 ) n 为偶数
,

(3
.

8 ) “为奇数的方程
,

并补 充 (3
.

3 ), (3
.

6) 式
,

当算

至项数, 等于 N时
,

一

可取B , 十、及 A , + ,

为 0 ,

即可解出 A
; 、

A
3 、

⋯
、

A
:
一 卜 一

,

及 B
: 、

B
一、

~ 、

凡
二、

·

⋯ 另一组取 (3
.

7) ” 为奇数
,

(3
.

5)
”
为偶数的方程

,

并 补充上 (3
.

4 )
,

同样

可解出 A
Z 、

A
4 、

一
、

A 幼
、

⋯ 及 B , 、 B
3 、

⋯
、

B
Z
一

, 、
·

⋯ (3
.

5) 式用于确定 B O, 于是特解

(3
.

2)
一

可以完全确定
.

四
、

齐 次 解

钱伟长
、

郑思梁已得到方程 (2
.

2 6) 齐次解的两个线性无关解
〔么’

犷(1 )一 e ‘p

)
‘”

1十 ‘丫!’(‘
一

晋)〕
‘

了
!
“, 十“

2
“ , 〕

{
犷 。2 )一 e x p

卜(”
: + ‘v ;

)(‘
一
营)J

·

〔。,
(‘)+ ‘q

Z
(‘)〕 !

(4
.

1)

特征指数几, = 刀
: + 仰与 a 和拼有关

,

文〔2 〕已列出其数值表格
.

实函数

f
:
(功)= 1 + 乙 (夕

, e o s
时一。二

sin n功)

f
Z

(功) = 乙 (夕二
sin时 + 。

。e o sn
诱)

(4
.

2 )

夕: (功)= 1 + 乙 (一 1 )
”

(夕
。e o s n

功+ 。亡
sin n
功)

9 2

(功) “ 乙 (一 1 )
”

(一力之
s in n
功+ q o e o s ,

功)

上式中
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P
。
= (

a ,
+ a 一 ,

)/ 2
,

P畜二 (
a 。一。 _ 。

)/ 2
,

而 c 。

/c0 = (
a , + ib

,

)/ 2
,

c 。 和 。_ 。

由递推式确定

”> 0 时

, 。
= (b

。
+ b

一 ,

)/ 2

q 二二 (b
:
一 b

‘ 。

)/ 2

c 一 。

/C
。
“ (

a 一 , + fb
一 ,

)/ z

C
。

C
。一 =

{
。一

晋
〔“+ ‘(。一 ‘)〕〔‘+ ‘‘

”一 2)〕}
‘“+ ‘

·
,
’
一

{
。一

晋
〔“+ ‘(

·+ ‘, 〕〔“+ ‘(
·+ 2 )〕}导二

’

”< O时

C
.

C
”、 1 =

{
“
二晋

〔“
士“

·+ , , 〕以 + ‘(·+ 2 )〕}
(* + ‘

·
)
2
+
弋
。一
髻〔
“+ ‘(一 , ): 〔“+ ‘(一幻〕}育

’

”= 0 时

〔
。-

等
一 (几一 i)(几一 2i

‘

)」
C一 1

C0
+ ““一

〔
, -

梦
一

(“+ ‘)(“+ 2‘)〕
一

扮
一 。

于是
,

方程 (2
.

2 6) 的一般解可写做

犷二 K J (l) + K声(2) + F 朴

式中K l,

K
Z

为待定复常数
,

可由边界条件确定
.

五
、

内力和位移

将 (2
.

6 )
、

(2
.

2 2 ) 代入 (2
.

2 4 ) 式即得

:

一 吩
(1 + 。 5 1。 , )、 + ‘材

切 认 L

O (l 士“红
n
必)

2

a sin 诱

·

c ‘g‘+ “一 a c o s
‘+ a , 粤

c , g ,〕 (5
.

1)
QO
.a

一

于是

一 R e犷
x = 一万蔽丈I干面五两

Q =

由 (2
.

8 )
,

(2
.

9 ) 式

住

2拼

s in 必Im 犷

(1 + a sin 功)
么

e o s
功+

一
万 ;

茸
气1 +

;
功

·

Q
。

a sin 功)
2

a g e o s
必(功

(1 +
一 a C O s必+ a )

万2

(5
.

2)

a sin必)

N ,
一a CO s

必Im 犷
2拌(1 + a sin诱)

“

a + si 旦句Q
,
_ a g (

s in 必+ a )(功一a
·

1 + a sin 功)
2

c o s
必+ a )

g而班下
1一一(1 + a si

J

乙丫了.、

(5
.

3 )
l d 「

之V 口 二二 二

-
- 一

-
一百二 !

2拼 d 必 L

Im 犷

(1 + a s in 功) }
-

sin诱+ a

(1 + a sin功)
2 〔Q

。

一 a q (功一 a e o s
功+ a )〕一

a q e o s
功

由 (2
.

1 4 )
、

(2
.

1 2 )
、

(5
.

2 ) 式
,

得
(5

.

4 )
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、一粼命[
、,

糕
, )〕}

+

M
, 一

墨{
, ,

晶[
(1

糕
必)〕

+

a a Z , c o s
诱R

e犷

4拼2
(1 + a sin 功)

“

a e o s
功

(1 + a s in功)

(5
.

5 )

、.‘t.尹eeessese

、

卜
,

R e厂

由图 1

, = 。e o s
娇一切

sin 功
二“ v sin 功+ 脚

e o s
功

易于导出’‘’

a

a E h
(l+ a sin功)(N

, 一 vN , )

「劝
Z 二二二 Z 。

- ,

J劝。

a e o s
功R

e V

E h(1 + a sin功)
J功 (5

.

6 )

式中积分常数Z
。

由位移零位置规定决定
.

六
、

算 例

作为本文结果的应用
,

我们计算了图 2 所示自重荷载下的环壳形结构的两个算例
.

叻:
.

、

图 2

算例 l a = 1 0m
,
R = s3 m ,

h = o
.

3 m
,
E = 3

.

3 x l o
s
k g /

e m
Z , v = 0

.

2 ,

容重 , = 0
,

0 0 2 5

k g / c m
“ , _

匕边界功
, = 一 1 5

。 ,

边界自由
,

下边界娇
2
= 90

. ,

边界固定夹紧
.

算例 2 上边界功
: 二 0

,

边界自由
,

下边界 功
2
二 90

’ ,

边界固定夹紧
,

其余量同算例1
.

算例 1 和算例 2 的内力及应力计算结果分别在图 3 ,

图 4 中示出
,

位移由图 5 示出
.

算例 1 表 明
, a , ma

二

在大约 协= 22
.

5
’

处
,

下 表 面 为压应力
,

上表面为拉应力
,

其值为

a , m . x
上 == 2

.

6 k g /
c m

Z , a , m 一下 = 1 0
.

I kg /
c m

Z ,

由于 I口, m 一下 {》口 , m o X
上

,

这 对 于作为屋顶结

构是有利的
.

ae 在功约为60
’

处
,

上下表面均出现拉应力的极值
,

其值约 4 ~ 6 k叮
c tn

2 .

算例 2 表 明
,

在大约功二30
’

处
, a , 有极值

.

下表面为压应力
,

上表面为拉应力
,

其值均

较算例 1 大
.

a , 仍在功= 60
‘

附近出现最大拉应力
,

其值约4~ 6 k g /c m
Z ,

在 功= o
,

即 上 边界

处出现最大压应力
,

其值约20 ~ 2 5 k g /c m
, .

实际上算例 1 为算例 2 的上边界伸出 15
’

而构成
.

结果导致结构的柔韧性大为增加 (图

5 )
,

最大位移
, ma

二

由o
.

8 7c m 增至2
.

Ic m
.

但其应力的分布却趋于更为平缓
,

在研究环壳形

屋顶结构时
,

注意到这种现象是有益的
,
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y (k目

~
·

玉2 0口

一 1 5

外
: : 下表面径向应力

勺
, :

上表面径向应力

丙
、 :

‘

下表面环向应力

内
: :上表面环向应方

图 3

一 20
/ / /

/

一 2 4 t/
即

, : 一

下表面径向应力

。似 :
_

卜表面径向应力

。, 1 :

卜表面环向应大

丙
2 : _

l二表面环向应力

比“UnUO乃

图 4
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9了

必

算例 飞位移

算例 2 位移

: (C m )

图 5

七
、

结 语

本文结果可用于分析自重荷载下的轴对称环壳结构的应力和位移
.

计算表明
,

本文选用

的 F o u ri e r 级数形式特解收敛性较好
.

本文引用 的文〔2 〕齐次解 (35 ) 限于 a < 1的情形
,

因此本文解答适用于 a < l的环壳
。

本文工作得到孙仁博同志的大力帮助
,

并承 肖明心
,

欧茂才同志提出有益意见
,

作者深

表感谢
。
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