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摘 要

本文在一定范围内
,

统一考察基于不同变分原理建立的有限元模型中
,

泛函约束条件的不同

对单元性态的影响
.

文中以旋转薄壳轴对称单元 (简称 T SR 单元 ) 为例
,

采用相同的曲边单元几

何描述
,

推导了七种 T SR 杂交单元和二种T S R位移协调元
,

它们分别对应于三类杂交变分原理及

最小势能原理
.

通过单刚列式分析和波纹壳等数值算例 比较
,

分析了不同模型的性态异同和应用
上的适应性与局限性; 讨论了两类模型间的相互关系 ; 指出了 TS R 杂交位移元的一个发散条件

,

并推荐了二种性态较理想的T SR 单元
.

一
、

引 言

变分原理是建立有限元模型的理论依据之一 除基于极值原理的位移协调模型
、

平衡模

型外
,

近二十年来
,

应用 L ag
r a n g e 乘子法

,

不同程度地放松泛函约束条件
,

得到了完全的

或各类不完全的广义变分原理
,

以及相应的不同形式的有限元模型
.

例如
:

Jo ns e“ ’
(19 6 4)

为放松单元间的位移连续条件
,

引入L乘子
,

推导了单元模型 , 卞学钱
‘“」
(1 9 6 4) 通过引入单

元边界的位移协调函数和单元域内的平衡应力函数
,

首创了基于修正的余能原理的杂交应力

模型 , 董平
〔3 ’

(1 9 7 0 )
、

A tlu r i‘
4 ’
(1 9 7 1)

、

W
o lf‘

5 ’
(1 9 7 3 ) 分别由不同的变分原理出发

,

给出

了各自的单元模型 ; 唐立民
〔, ’
(1 9 7的运用多变量有限元的概含

,

通过离散单元应变
,

建立了

拟协调模型
,

后经文〔7〕的工作
,

导出了这种模型 同H 。一
W as hi z u

原理的联系
.

钱伟长【8 ’
(1 9 8 3 )

提出了高阶拉氏乘子法和弹性理论中更一般的广义变分原理犷在这前后
,

国 内外 有 关文献

〔9
,

1 0」分别构造了与之相应的有限元模型
.

目前
,

可供建立单元模型的变分原理已有多种形

式
,

新形式的泛函仍在被继续提出
,

因此
,

有必要在一定范围内
,

统一研究对应不 同类型变

分原理的有限元模型
,

了解约束条件对单元性态的影响
,

以便针对具体问题
,

选择较理想的单

元类型
,

提高有限元分析的计算效率
,

在一定程度上还可避免重复性研究和应用上的盲 目性
.

考虑到旋转薄壳轴对称单元作为一维问题
,

便于构造多种模型进行 比 较
,

同 时作为壳

体
,

具有较复杂的基本方程
,

便于考察单元域内约束条件的放松与满足对单元性态的影响
.

因此本文选择此类单元作为比较对象
.

所构造的单元均采用相同的几何描述和相同的单元节

点位移参数
.

所考察的单元性态主要包括
:

收敛性
,

求解精度和效率
,

刚体位移描述以及模

型间的相互联系
.
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二
、

基本方程的矩阵表示

文献〔1 1〕中的基本方程经整理后可得
:

1
、

几何方程
:

1

R a

e o s
功

r

( 2
.

1 )
少甜

一

zR

J
一山画
r

二

d山
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s

s i n
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简记为
: 。== E

:

( V )。 (2
.

2 )

其中
: E :

(V ) 为由 (2
.

1) 式定义的几何

方程微分算子矩阵
, ￡ == {。

, , 。。 ,

x : ,

X 。}, ,

“= {U
,

砰 }, 分别为应变列向 量 和 位 移 列 向

量
。

2
、

平衡方程
:

⋯
1 d
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r
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f

d
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简记为
: E ( v )。+ 了= o

、

( 2
.

‘)

其中
:

E (v )为由 (2
.

3 )式定义的平衡微分算子矩阵
, a = {N

, ,

N 。 ,

M
, ,

M。}, 和f 二 {I
, ,

了
”

}全分别为内力列向量和体力列向量
。

3
、

物理方程
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对应不同类型变分原理的旋转薄壳轴对称单元 后心犷

简记为
: a = A。 或 “= a 叮

其中
:

A
、 a分别为弹性矩阵和弹性柔度矩阵

,

氏模量
、

泊松比和壳体厚度
。

4
、

力边界条件
:

一

Pa
一

氏一M

「
, 1 0 0

。 。 , ,
一

了
r a 名

0 0 v a

0

v Zs i哪

(2
.

6 )
、

拼
、

t 分别为弹性薄壳的杨

(2
.

7 )

简记为
:

E
Z

(刃。二P (2
.

5)

其中
:

E
Z

(
,
)是由式(2

.

7 )定义的边界方向转换算子矩阵
, v ‘

(‘= 1
,

2
,

3 )分别当P
: ,

P
” ,

而
。

与位移分量u
、

不及转角刀同向时取为 1
,

否则取一 1
.

户= {户
a ,

户
. ,

厕
:

},
为边界力列向

量
。

B
,

为力边界
。

5
、

位移边界条件
:

“}
。

(2.
.

9 )

(2
.

1 0 )

l
之J..U平百r..才

l
一一

!f抽
心U附刀

r...J、

l

简记为
:

其中
: 。为给定的边界位移列 向量

.

口二 U /R
。
一 d研/ d

;
为转角位移

.

B
.

为位移边界
.

三
、

单元几何描述〔‘“〕

设单元弧长坐标
s 、

弧长为L
,

选取无量纲坐标
:

二 = :
/ L (3

.

1 )

对 sin 功作关于二的二次插值

设
:

sin 功= C
。
+ C :二 + C Zx Z

(3
.

2 )

其中
:

C
。,

C ; ,
C :
为待定常数

.

由微分关系
: s in 功= dr / ds 积分得到

:

终 u

价哟脚
.

一
‘+ :

(c0
· +

丫
+

一

分与
(3

.

3 )
图 2

由单元节点坐标给出
:

r !
二一 1== r , , s in 协}

二一。= s in 协
‘, s in功}

二一 1= sin 娇,

将 (3
.

2 )
,

(3
.

3 )代入(3
.

4 )后联立解出C
。,

C ; ,

C : .

对 (3
.

2) 微分后求得
s方 向主曲率为

:

1
.

哪 (C
; + ZC : 二)

一

兄 = 一不
一

= 一 一五丽功

弧长L 由文〔1 3〕的公式计算
.

单元节点位移参数
:

(3
.

4 )

(3
.

5 )
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四
、

模型分类 泛函表达式 单刚列式

表 1 中
,

I
、

I
、

I
、

W为泛函类型序号
,

分别对应无约束泛函
、

含物理约束泛函
、

含

平衡或协调约束泛函以及最小势能泛函
。

将表 1 中所定义的场变量代入相应的泛函表达式中
,

积分得到如下矩阵
:

H 一

J
:

。

N TA N d犷

研一
I
犷

。

〔“(v )尸〕
rF d厂

班
!
一

J
。。

,

〔E :
(
·
)p 〕

·; 、。

H
l一

{
:

,

尸T a尸d犷

”一

J
:

。

尸·N d :

G 一

{
。:

。

〔E Z
(
·
)p 〕

·: 超

(4
。

1)

T 为广义位移参数 a 到单元节点位移参数qe 的变换矩阵
,

满足
: a = T

一 ’扩 (4
.

2 )

五
、

单元模型编号及场变量选取

单元模型编号及场变量选取
,

见表 2
.

六
、

单 刚 列 式 分 析

1
、

在第 I类和第 I类模型中
,

设位移 “及边界位移 云均按节点参数插值
,

应变 。和应

力a 的插值函数矩阵N
、

尸分别取为如下形式
,

N = d ia g〔中
, ,

少
, ,

中
, ,

中
,

〕
.

(6
.

la
)

P = d ia g〔中 . ,

中
‘,

中
. ,

中
‘

〕
.

(6
.

i b )

其中
:
少

,

== 〔功
; ,

功
2 ,

⋯
,

价
,

〕
,
少 ‘= 〔功

, ,

功
2 ,

⋯
,

功
.

〕 (
r ,

t== 1
,

2
,

⋯ )
,

功
‘
(葱= 1

,

2
,

⋯ )为插

值基函数
.

同时
,

设弹性矩阵A 及弹性柔度矩阵
。
在单元 内为常数阵

,

则有下述结论成立
:

a
)
、

r》才时
,

K M ; B 二K M : ^
’

(6
.

2 )

b )
、 r ) t时

,

模型M IB 的物性关系在单元 内成立
.

c
)
、 r = t时

,

K M , A = K M : B 一 (6
.

3 )

d )
、

当a
)
、 c

)同时成立时
,

一

第 1 类与第 I类单元模型的单刚列式相等
.

e
)
、

若取 N == d ia g〔少
, , ,

中
, : ,

中
, 2 ,

巾
r : ] (6

.

4 a
)

P == d ia g〔少
: ; ,

少
。, ,

少
: : ,

少. : 〕 (6
.

4 b )

则对于 r ,

》 tl , r Z

》 t: 同时成立的情况
,

仍可推出上述结论
,

且适用于板
、

平面及三维问题的

类似情况
。

r < t 的情况见第七节算例 1
。

以下只给出结论a) 的证 明
,

其余结论可作类似推证
,

不再赘述
.

证明 由表1中
,

K M : B 与K M : A的列式知只需考察矩阵刀万
一 ‘
D r 与万

;的关系
.

由定义
: 。 = {

二 ,

尸, 二J : = d ia g [刀
. , ,

刀。, ,

刀
‘, ,

刀
. ,

〕

谈犷
。

(6
.

5 )
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H 二

对应不同类型变分原理的旋转薄壳轴对称单元
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Q
. ‘,

Q
. : ,

Q
。

门 ( 6
.

1 1 )

其中
:

Q , ‘= 且
r

H 下李D 了
,

.

只需考虑
r > t的情况

,

不妨设
: , = t+ “, : ” 1

,

2.
· ‘ .

将矩阵H
, ,

分块表示为
:

功
,
功

. 十 , ⋯诱
:
功
‘十 :

H
f ,

= 【
J 犷

。

功
,

功
,
⋯功

,

功
.

功
‘

价
:
⋯功

.

沪
.

砂
. 十 :
价

: ⋯诱
. 十 :

砂
.

功
: 十 ,

功
: ⋯诱

, 十 ,

功
.

{

功
.

价
. 十 :
⋯砂

.
砂

. 十 ,

, } 气 一 一 ~ ~ 一 一 ~ 一 一一

功
, 十 :
功

. 十 , ⋯功
. 十 ;
诱

. 十 .

; 功
. 十 ,

诱
. + , ⋯功

‘十 ,

功
. + 。
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厂幻才枯,YZ

Y 了
(6

.

1 2 )

类似地
:

D 。,

= 〔X 二 ,

Y
: s

〕
,

P
: :
= [ X

: ‘

〕

作变换
:

D ‘,
= 〔X

: ‘,

Y
: a

〕= I
: ,

H
f ,

其中
:
I
‘,

= 〔I , ‘,

0 : ,

〕
, 0 ‘s为 t x s

阶零矩阵

于是由式 (6
,

1 2 )至(6
.

1 4 )有
:

Q :‘二D ‘,

H 丁幸D 了
r

(6
.

13 )

(6
.

1 4 )

。 X f
: 、

” I
, r

D 谁孚二〔I“
,

0
. 5

〕}
_

卜
、

Y活
, 夕

‘

= 〔X 云;] = P
‘。

(e
.

1 5 )
、

从而推出 : 刀万
一 ID = H

,

(6
.

1的

亦即 :
, 、

K M : a == K M , A
(6

.

1 7 )

2
、

通过表 1 中的单刚列式和相应的矩阵定义
,

可分析得如下结果
:

a)
、

第 I
、

I类模型中的H
、

H
l矩阵

,

可分块求逆
,

或可写为显式
.
。 (或习 在旋转壳

对称轴处不存在奇异性
。

b )
、

第 皿类模型中
,

K M : A
中的 H 阵是由单元位移函数经协调微分算子作用后

,

积分得

到
。

因形成单刚的多项式形式的位移函数不能预先排除旋转壳刚体位移
,

故随网格加密
,

H

阵愈接近奇异
,

因K M . A
中含H 逆阵H

一’,

所以单刚将导致病态
.

后面将给出算例
,

验证此模

型确实发散
,

因此
,

应用此模型于双曲壳体分析
,

应避免H 阵求逆
,

如可来用一次求逆的单

刚列式
,

即
:

K M , A 二 G ,
才尹H 才丁

’‘
,

但对T SR 模型
,

这将导致位移协调元
.

K M , B 中
,

H
:
阵的形成需选取平衡应力场

,

这对旋转壳问题较棘手
,

文〔1 4〕中给出了平

衡应力函数矩阵P
.

因K M’
B
中元素在a 二O

’

和 a = 90
’

处存在奇异性
,

使此模型不能退化求解

圆柱壳或圆板
.

同时
,

H
:
阵需整体求逆

,

计算量较大
.

模型K M如同样存在上述间题
.

c
)
、

位移协调模型K M , A的单刚列式简洁
。

因应力计算需通过几何方程
,

故对称轴处应力

奇异
。 ’

七
、

数 值 结 果 比 较

以上述列式分析为基础
,

有选择地进行各模型的数值比较
.

构造了以下单元
:

M 1 A l ,

M 1 A Z和M 1 A 3 (拟协调元或广义杂交元 )
、

M I A I (杂交位移元 )
、

M I B I (杂交应力

元)
、

M I CI (广义杂交应力元 )
、

M 万A l (位移协调元)
、

M 万A Z (含二个内部位 移 自

由度的位移协调元) 以及含参数 几的M 1 A l (对应泛函M IA 的广义杂交元)
.

1
、

不同几值对应的模型 M 1 A l 的收敛情况 (图 3 )
.

由图 3 可见
,

网格稍加密
,

各不同 又值对应的单元模型差别趋于消失
,

此时物性关系的

放松对单元性质影响不大
,

与文仁1 0〕的结论一致
.

2
、

浅球壳受均布外压作用
.

图4示出随网格加密
,

M 1 A l不收敛
,

与第六节2的结论相

吻合图中还反映出M I B I与M I CI具有近乎相同的位移收敛率
.

3
、

波纹壳受均布轴压作用
,

见图5
.
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、
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子: 二 0
.

1 6

才二 3C m

刀二 2 2 8 e爪
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.
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’

处转角刀随网格加密的收敛情况
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_
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卜
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二二兰
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_
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_
_
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.

4 ‘

O

材料
、

结构常数同图 3

q = 0 0 4k g /e m
t

图4 简支浅球壳受法向均布压力作用
、

平 !“
一3 5 。

的收敛情况

各模型在波纹壳计算上表现出明显差别
,

其中以 M F A Z
,

M I A 3 和M 皿B l 为一组
,

M 开A l
,

M 1 A l 和 M 1 A Z 为另一组
,

在 36 个等分网格下
,

前一组的内力解已基本达到精

度
,

而后一组的偏差仍很大
.

考察距壳顶端第三个单元的单刚特征值看到
,

模 型 M I A 3,

M 正A Z和M I BI 的最小特征值量级分别为i。
一” ,

1。
一 “和i。刁

,

而模型M丁A l
,

M I A I和M I A Z

的相应的特征值量级均为10
’ .

同时
,

第二组模型的膜力分布跳跃很大
.

这 个 算 例 中
,

以

M 1 A 3的效率最高
,

既不存在较繁的数值积分 (如M W A I
,

M丁A 2) 也不存在矩阵求逆 (如

M I B I)
.

八
、

结 语

1
、

基于第 I
、

I 类杂交变分原理的T SR 单元
,

在场变量的一定选取方式下 (第六节l)

可以统一
。

2
、

在 T SR 杂交单元中
,

以放松微分约束 (平衡或协调) 的单元模型有较大 的 实用意

义
。
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O

—
人1 1 A Z

八

—
入! IV 八] 侧 l八 1

口

—
M I A 3

O

—
M I B t

口

—
M 1 V A Z

—
有限元解工I刹

刀= 3 x 1 0 , ‘g / c m 艺

井= 习
.

久

尸= 3 6 0 0 k且

。= 4
.

9 5 3 e m

尸
。
二 x 7

.

6 0 2 2 。 ,习

才二 0
.

13 9 7 c m

N 二邹 (网格 )

x IO0 k‘/
em

5 0
0

9 0
.

产

叙才
以

图 5 波纹壳
、

膜力N
: ,

N 。和弯矩M
, ,

M 。分布

3
、

在 T SR 位移协调元中
,

通过引入内部位移参数提高面内位移 U 的插值阶次所构造的

单元M 丁A Z展示了良好的性态
.

4
、

T SR 单元的刚体位移描述对解答的影响与结构参数
、

载荷工况以及位移插值 函数等

因素有关
,

有待进一步探讨
。

5
、

关于T SR单元的选择
,

当面 内位移U取为线性插值时
,

可选择较M丁A l稍好的单元

M 1 A Z或应用M 1 A 3计算与第七节 3类似的问题
.

当对单元的求解精度和适应性均要求较高

时
,

可采用单元M W A Z或其它高阶元
.

作者对唐立民教授的悉心指导深表谢意
.



讨应不同类刑变分原理的旋转薄壳轴对称 单元 61 5

参 考 文 献

[ 门 Jo n se ,

R
.

E
. ,

A g e o e。‘ : 袱io n o 云
一

th。 d i七e段角 tif恤
s, m e t肠d o f , t r: 。t o ra l a n a ly sss

,

A 了A A
,

2
,

5 (1 9 64)
,

82 1一似仪
一

二 卜叮
- -

一
〔2 〕 p ia n ,

T
.

H
.

H
. ,

D e r iv a t io n o f e le贝 e n t stif位e s s m a tri e e s b y a s s o m e d s t re ss d is tr ib u t io n

且I姓月
,

2 (19 G4)
,

15 53一 15 56
.

[ 3〕 T o n g
,

P
. ,

N ew disp la ee m e n t hvb r id fin ite e le m e n t tn o d e l fo r s o lid e o n tin u a ,

I。亡
.

J
.

万。川
.

材e *人
.

E n g
.

2 (l, 了。)
,

78一 83
.

[ 4 〕 A tlu ri
,

5
. ,

A n e w a s, u m e d s tr e ss hyb r id fin ite e leme
n t m o d el fo r so lid eo n tin u a ,

A IA A
,

9
,

8 (197 1)
,

164 7一16 49
.

〔5 〕 W o lf
,

J
.

P
. ,

G e n e ra liz e d hy br id st r e s s fin it e 一 e le m e n t m o d e l
,

A IA A
.

11
,

3 (一97 3)
,

3 86

_ 387.
【6 〕 唐立民

,

有限元法中的若干问题
,

大连工学院学报
.

2 (19 79)
.

[ 7 〕 陈万吉
,

广义杂交元
,

力学学报
,

6 (19 81 )
,

5脱一5 9 1
.

【8 〕 钱伟长
,

高阶拉氏乘子和弹性力学中更一般的变分原理
,

应用数学和力学
,

4
,

2 (1D8 3)
,

137 一

1 50
.

〔9 〕 D却
,

M : L
.

a n d T
.

Y
.

Y
.

Ya
n g

,

A m ix e d va r ia tio n a l p r in e iple fo r fin ite ele m e肚t a n a
-

1邓 15
,

I n t
.

J
.

N u州
.

阿 e e h
.

君n g
.

la
,

8 (1082 )
,

1川一1 23 0
.

【10〕 陈万吉
,

更一般的杂交广义变分原理及有限元模型
,

应用数学和力学
,

7
,

5 (l洲 6) ;

〔1 1] 徐芝纶
,

喀弹性力学》 下册
,

人民教育出版社
,

212 一那 0
.

[ 12〕 Jo n s e
.

R
.

E
.

a n d D
.

R
.

St r o o e ,

D e r ie t st主ffn e s s 那e thod
o f a n a l了5 10 o f o he lls

、

o f re v o -

lu tio n u tiliz sn g e u rv e d ele m o n t
,

A I A A
,

4
,

9 (1 96 6)
,

1 519一 1 525
.

[ 1 31
.

C o o k
,

R
.

D
. ,

嵘有限元分析的概念和应用》
,

科学出版社 (19 74)
,

18 9一 13 0
.

〔14〕 张社光
,

大连工学院硕士学位论文
,

(l洲好
‘

〔15〕 谢志成
、

付承诵
、

郑思梁
.

有曲率突变的轴对称壳 (波纹壳) 的有限元解
,

应用数学和力学
, 2

,

1

(198 1)
,

113一13 0
.



6 1 6 弓长 社 光 陈 万 吉

Ax isym m etric a I E le m e n t: o f Thin She ll o f R e vo lu tio n

C o rre sPo n d in g to 眨iffe
re n t Type s o f

V a ria tio n a l Prin c iple s

Z h a n g Sh e一 g u a n g

(S ha , g h‘ I”stit。落e o f A PPI‘e d M a rhe , a tfe : a”d M e c ha”ic s ,

Sh
a即儿a s)

Ch e n
W

a n 一ji

(I n s tf才。才e o f E n 夕io e e r i。口 M e eha n‘es
,

D
.

1
.

T
. ,

D a lfa 。)

Abstr扭Ct

T he p u rp o s e o f th is p a pe r 15 to in v e s tig a t e ,
to s o m e e x te n t

,
the in flu e n e e o f v a r ia

-

t io n a l e o n s tr a in ts o n the fin it e e le m e n t p r o p e r tie s ,

w hie h a r e ba , e d o n diffe r e n t tyPe s o f

va r ia tio n a l p r in e ip le s
.

T a k in g a x isyo m e t r ie a l e le m e n ts o f thi n she ll o f r e v o lu tio n (a b b
r e -

v ia te d a s T SR e le m e n t) a s e o

mP
a r a tiv e e le m e n t s , a n d , ith the s a m e g e o m e tr io a l d e s e rip

-

t io n ,

w e d亡riv e se v e n k in d s o f T SR 五yb r id e lern eo t s a n d tw o k主n ds o f T SR eo n fo rm in g

ele m e n ts e o r r e sp o n din g to th r e e t歹p e s o f hyb rid v a ria tio n al 厂in e ip le s a n d p o te n t ia l e n e r g y

p r in e ip le
‘

r e sp ect i乍e ly
.

B y
’

a n a lys io g the ele m e n t stiffn e s s fo r m u la tio n s a n d e o m p a rin g t五e

n u m e r ie a l ea le u la tio n s , s“比 a s e o rr u g a te d sli ell
,

w e d isc江ss the d iffe re n e e s in Pr o Pe r tie s

o f d iffe r e n t m o d els
, a n d the a da pt a b ility

,

litn ita tio n a s w e ll a s r ela tio n shiP b e tw e e n tw o

typ e s o f m o d e ls
.

W e also p o in t o u t a d iv er g e n e e ea s e o f T SR hyb r id d isp la e e m e n t e le
‘

m e n t
, a n d s仁g g e s t tw o k in d s o f m o re a e e ePta ble T SR e le m e n ts

.


