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摘 要

本文利用逆散射方法
,

对非线性弹性杆中的应变孤波“ ’,

F,J 进行了详细分析
,

闸明了孤波特性

及其对固体结构的影响
,

并给出了某些定量的结果
.

一
、

基本假设和基本方程

考虑非线性弹性无限长的均质
、

等截面圆杆
,

其单位长度质量为 P ,

如图 1 所示
。

由于结构的轴对称性
,

采用柱坐标系 (
r ,

0
,

劝
,

假定杆承受轴对称单向 拉
、

压 突 加 载

荷
,

平截面假设仍然成立
,

并在推导运动方程的过程中作出以下四条基本假设
:

1
、

受载过程中无限长杆处于单轴应力状态
, 。

,

二 a 。二叭

2
、

变形计入横向效应影响
,

即考 虑
。 ,

= 一。
二 .

利 用几何 方 程 容 易 得 到
“ ,

= r 。,

=

一 , r口u
/ 口二

;

3
、

推导杆中纵波运动方程 使 用 H a m “t。。 原 理 “

{气
r 一朴 dt 一。

,

其中 了为杆单元

的动*。r 一
{ Td 凡 矛“杆单元的应变能矛一

{::“
一

4
、

材料服从非线性弹性本构方程 a 二
= E 。二 十‘E 。瑟

,

式中第一项 表示线 弹性 应 力
,

第

二项表示非线性弹性应力
,

图 2 为
n = 2 时 J 二一 : 二

曲线
·

!
O ‘

a . 二 E 。 :
+ a :

凡二 (。 : > 0 )

仓
二

= E e :

卜一 Za

州

巧
:

= E ; :
+ a : E 。二 (a : < o )

名‘

图 1 图 2

E 为材料的弹性模量
, a ,

与 n 均为材料常数
,

‘ < 0 为软非线性材料
,

多数金 属 都属于

此 ; a. > 0 为硬非线性材料
,

橡胶
、

聚合物
、

少数金属符合这种本构关系
.

文中着重 讨 论软
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非线性材料 (a
2

< 0) 的情况
.

由于计入了横向效应
,

杆中
.

单位 长度 内的动能包括纵 同运动动能和横向运动动能两项

, 1 / au \2
.

1
, ,

/ 口么u \

终孙甲臀砰少
才蔺“口

a 一, 一

戈
一

~

币私夕 (1
.

1 )

其中 。= 二a

根据单轴应力假设
,

单位长度内的应变能为

。一乡
。

叹黝
’

+ 。

认
。 / 口” 、。 十 l

。二 a ·

、
一

西二 ) (1
.

2 )

利用 H a m il to n 原理的变分表达式
,

容易得到计入横向效应后非线性弹性杆中的纵波运动方

程

知
十 na

·

(黝
’ 一 ’

嗡
-

, z a Z
口4 u

口t么口义 (1
.

3 )一

“2
么子奋

a口

(1
.

3 )式中常系数 E / p 是线弹性纵波波速的平方
,

通常记为 。孟
.

如果在非线性弹性本构方程中令 ‘ ~ O
,

即考虑线弹性本构方程 a 二
“ E o . ,

同 时 忽 略横

向效应
,

认为
。,

= O
,

(1
.

3 )式就简化成线性弹性细杆中的纵波运动方程

(1
.

4 )一一
U忍

.

�戈刁
力Ud

Z“

沙了
‘ 一。舀

在 ( 1
.

3 ) 式中令
.

e 后二 E / p
, a 二 n a 。 ,

刀=
, Z a ,

/ 2 ( 1
.

5 )

并作变换

占= % 一 co t , 了二 a t ( 1
.

6 )

则 ( 1
.

3 ) 式化为
c丢u ; ; 一 Z e oa u ,

: + a Zu , ,

一 e
丢(一+

a u ; , 一 ’

)
u 。;

一刀(
c 孟u ; ‘; ; 一 Zc oa u ,

。。考+ a 念“: ,
考寸)

‘

= o
( 1

.

7 )

令
,

再

拼, = ( 1. 8 )

设材料是弱非线性的
,

矿《 1 ,

所考虑的杆也比较细
,

计入一阶弥散 量
,

即 刀为小 量
,

则用

川 表示 刀
,

略去 ( 1
.

7) 式中 a 的二次以上项可以得到

2 。。a 。
;
; + 。 ; a “;一

。;。+

l拌, a c 急u ; ; 老; ” O ( 1
.

9 )

再作变换

( 1
.

1 0 )
�c5

,白C

�一夕
U女5口口

一一
V

( 1
.

9) 式化为广义 K
一
d V 方程

. ,

+ v , 一 1。。+ 拌, v , , , = 0

当 ” = 2 时得到 K
一
d V 方程

u ,

+ u v ,
+ 拼, v , , ,

“ o

( 1
.

1 1 )

( 1
.

1 2 )
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根据变换 (1
.

6) 式有。/ 口
二一。/越

,
一

可知 。 = a“/ 口占代表杆中应变
,

因此 (1
.

1 1 )(1
.

12 )两式都表

示在上述假设基础上
,

非线性弹性杆中应变必须满足的方程
.

二
、

孤波与孤立子

本文仅讨论非线性弹性本构方程 a 二
= E 。二 十 a :

E 。票中
n 二 2 的情况

,

即考虑二次非线性弹

性本构方程

a 二
, E e二 + a Z

E 。委 (2 一 )

此时非线性弹性杆中的应变满足 K 一 d丫方程 (1
.

12 )
.

由于处理软非线性的普通金属材料
, a Z

< 0 ,

为便于计算
,

先作下列变换

v 今 一v, , 令一 g , T今 r
(2

.

2 )

且令拼= 一川
,

从而 (1
.

12 )式化为

v ,

+ 训
, + 拼U , 。, “ 0 (1

.

12 )
尹

其中 拌> O
。

(一 ) 稳态解

假设杆中满足方程(1
.

1 2 )
产

的应变为

v “ v
(冲)

, 灯= g 一C :
(2

.

3 )

把 (2
.

3 )式代入 (1
.

1 2 )
产

式有

一C v , + v v , + 拼v , , 。
= 0 (2

.

4 )

将上式积分得到

3 “v
势二一

。3
+ 3 C。么+ 6 A v + 6 B (2

.

5 )

其中常数 C
,

A
,

B 取决于未扰动时杆的应变状态和扰动性质及其大小
.

若 记 f(
。
) = 一沪 +

3 Cv
“+ 6 A 。 + 6 B

,

考虑三次方程 f( 的 ~ 0存在 三个实根 ‘,

j
,

k 的情况 (‘> j) 的
,

则f (的 =

(‘一
。

)(
v 一 j)(

v 一的
.

通过对 (2
.

5) 式中系数 C
,

A
,

B 进行各种讨论
,

得到杆中可能形成孤

波的两种情形
:

1
、

A = B = 0

此时杆中没有初应变
,

由子拉伸或压缩扰动引起的稳态应变波为

·
‘”

, ·
, 一干va se 。

叮了
一
彻 沁

一

令
一十

诩 (2
.

6 )

上式表示杆中传播的压缩孤彼和拉伸孤波 (见图 3)
。

根据 (2
.

1) 式可以得到应变孤波到达以后杆中的应力分布
,

〔a 二

〕。
a 二

= E v 。

(干1 + a : 。。
)

利用应变位移关系还可得出杆中的质点运动速度
,

最大值为

其最大值为

(2
.

7 )

}票〕
。 。 x

一 、一(
一 ‘+ “

誉
‘

) (2
.

8 )

A 午。
,

B 斗 O 及 j二 k

此时杆 中存在初应变
,

但扰动的绝对值大于初应变的绝对值
,

杆中的应变波为
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二
!
助

O

图 3 图 4

对于预拉情形
,

(见图 4 )
.

·
(。

, ·

卜一
。 干va s二h

洲
一

二
谕

一

〔
。十

介
一 +

\a)
· + 。。

11 (2
.

9 )

。二 > O
,

(2
.

的 式表示预拉应变杆中因较大扰动引起的压缩
、

拉伸应 变孤波

由于应变孤波导致的杆中最大应力和最大质点速度分别为

[ a 二

」m 。 x
二 E (干

v 。
一 。二 )〔1 + a Z

(干
v 。
一。. )」

卜岔
一

〕
m 。x

一 : c0v
·

l
‘一

神
一 +

一

粉〕

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1 )

从 (2
.

6)
,

(2
.

的两式中可以看出孤波传播过程中的特性以及材料性质与孤波特性之间的

关系
:

( 1 ) 孤波的传播速度
。 与无穷远处均匀应变

”, 有关
,

与波幅 v 。

成线性关系
,

这是非

线性波的特点
,

波幅愈大的波传播速度愈大
.

( 2 ) 波宽 2二斌二丁豆两下石石与波幅
v 。

的平方根成反比
,

大波幅孤波的波宽窄
.

( 3 ) 波宽还正比于一川的平方根
,

川表征着弥散
.

由 (1
.

5) 式知
,

川取决于材料性质和

波导的几何特征
,

这正表明孤波是由于材料的非线性 (
a Z

)和杆的横向效应引起的弥散相互抑

制而导致的
.

( 4 ) 波幅 v 。

和无穷远处的均匀应变
v为 无关

.

从 (2
.

7 )
,

(2
.

8 )
,

(2
.

10 )
,

(2
.

n )四式还能看到
:

当应变孤波通过时
,

杆中最大应力取

决于材料的非线性系数 气
,

最大质点速度取决于材料的声速 c 。和非线性系数 气
,

因 此 对 于

不同材料的非线性弹性杆
,

孤波导致的应力水平也不相同二

孤波是由于非线性效应导致的波形突陡
、

弥散效应引起的波形摊平两种因素相互抑制而

形成的一种稳定传播的脉冲状行波
,

一旦 由于初扰动在固体介质中形成了孤波
,

尽管初扰动

的强度不足以使扰动源处的材料发生破坏
,

但随着孤波稳定的
一

氏距离传播
,

可能在介质的缺

陷处引起破坏
,

这是动态设计和动态破坏分析中值得注意的因素之一

(二 ) 初值问题的解

这里用逆散射方法
‘习’, 【弓’, 〔”’

求解了两个 K 一d V 方程的初值问题
,

并分析了在稳态解中所

不能得到的一些性质
.

l
、

单孤波问题

“·

十vv’ + 浏料
。一 0

_

下
“。(, )= 1 2拼‘’荟s e e h

咨

(拼
一 ‘’汤, )

J
(2

.

1 2 )
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利用变换
。 , 一 6矿,3 。: y、拼”二 , : 、 :

得到问题 (2
.

1 2 )的另一种表达式

(2
.

1 3 )

田
,

一 6田功 :

+ 叨 : : 、= 0

“。

(
:

)= 一 Zs e e h
Z : } (2

.

1 2 )

根据逆散射方法的步骤
,

首先求解以问题 (2
.

1幻
尸

中初始条件为势 的 S c h r 6 di n g e r 方程

的特征值问题
,

此时只有一个离散的特征值 k ; = 1
,

由特征函数可以得到各散射 参 数
,

用它

们去求解一个线性积分方程
,

最后得到 (2
.

12 )
尸

的解

“(
: , :

)== 一 Zse e h ,
(

: 一 4 :
) (2

.

1 4 )

或者
v

(夕
, :

) = 一 1 2 (一拜
,
)”

3 s e e h么〔(一拼
‘
)
一 , 1 3夕+ 4 r 〕 (2

.

1 4 )
尹

上式表示应变孤波
,

为了解其渐近性
,

考察解的远场结构
,

对于特 征 值 存; = 1 ,

令 甲=

(一川)
一 ’/3 , + 4鹿l: ,

让 !川、co
,

对 (2
.

14 )
尸

式取极限得到

1im v
(,

, :
) == 一 1 2 (一 拼

‘
)“

3 s e e h
Z甲 (2

.

1 5 )
l川。 oo
甲固定

从远场结构表达式 (2
.

1 5 )可知
,

由于初始扰动
。。

(夕) = 一 1 2 (一“
‘
)
’1 3 s e e h

Z

〔(一“
‘

)
一 ‘, 3夕〕

的作用
,

在杆中形成了一个单孤波 (前面讨论的稳态解即为该初值问题的渐近 形 式)
,

它在

传播过程中波形
、

强度始终不变
,

可能在杆中具有缺陷的部位造成破坏
.

因此
,

材料本身的

缺陷是单孤波传播时引起杆件破坏的主要原因
.

利用变换 (1
.

6) 和 (1
.

1 0)
,

应变孤波表达式可以重新表为
。

(X
,

T ) = 一 1 2 (一拼
‘

)
‘j 3 s e e hZ

(X 一 c , T ) (2
.

2 6 )

其中

X = 2 (一升
‘

)
一 ’/ 3 x /

c 。 ,

T 二 2 (一拼
,

)
一 ’/ 3 t/

e 。-

e , = El一 Za (一拼
,

)
‘, 吕

〕c 。

(2
.

1 7 )

这样孤波表达式的物理意义就更加明显
,

在广义坐标X
,

T 下
,

孤波以速度 勺 传播
,

对于软

非线性材料而言
, a = 2a

2

< 0
,

因此孤波波速
‘.
大于弹性波速

c 。。

2
、

两孤波相互作用问题

口 ,

+ 口口, + 拼口, , , = 0

v 。

(夕)= 3 6拼, ‘3 s e e li
Z

(拼
一 ‘’8 , )

在变换 (2
.

1
.

3 )下得到本问题的另一种表达形式

} (2
.

1 8 )

功
,

一 6切田
:

+ 功 : : :

二 0

叨。

(
z

) = 一 6 s e e h
Z二 } (2

.

1 8 )
尹

以问题 (2
.

1 8 )
‘

中初始条件为势的 S c hr 6 di n g e r 方程的特征值问题具有两个离散的特征

值 k : = 2 ,
kZ = 1 ,

用从特征函数得到的散射参数求得问题 (2
.

1 5)
尹

的解

功(
: , :

) = 一 1 2
3 + 4 e h (8 : 一 2 2

) + e h(6 4 : 一 4 :
)

〔e h (3 6 : 一 52
)+ 3 e h (2 5 : 一 :

)〕
“ (2

.

1 9 )

或者

v
(夕

, r
)= 一 7 2 (一娜)

’‘3
3 + 4 e h [ 2 (一拼

‘

)
一 ‘/ 3 , + s : 〕+ eh〔4 (一拼

‘

)
一 ‘/ 3 , + 6 4r 〕

{e h [ 3 (一拼
‘

)
一 ‘’“g + 3 6 : 〕+ 3 eh〔(一拼

‘

)
一 ’‘3梦+ Zsr 」}

“ (2
.

1 9 )
户
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考虑 (2
.

1 9) 式所描述的应变波的远场结构
,

即分析当 }川。 co 时 (2
.

19 ) 式的渐近值
,

能得到 (2
.

1 9 )式或 (2
.

1 9 )
’

式所包含的K
一

d V 方程的另一个重擎性质
·

对特征值 kl 二 2 令 甲二 z 一 4 k圣: ,

让 }训。 co
,

对 (2
.

19 )式求极限得到
·

1im * :
(

z , :
) = 一 ss e e h

么2 (
: 一 1 6一 甲;

)
·

(2
.

厂
一

争一
‘
父

甲固定

lim “ ; (
: , :

)二 一 ss e e h2 2 (
: 一 1 6 ; 一切f)

丫峥
一

卜咬父 ,

切固定

其中 e x p (一 4甲:
) = 3 , e x p (4甲f) = 3

.

对特征值 k
Z
二 1 令 中= z 一 4 k兰: ,

让 卜lo co
,

lim 切 :

(
之 , r )= 一 Z s e e h Z

(
z 一 4 : 一切

2

)
r 一淤一 口叱

切固定

(2
.

22 )

lim 田 :

(
z , :

) = 一 Z s e e h
Z

(
: 一 4 : 一甲f)

r 咔十 O。

中固定

(2
.

2 3 )

其中 e x p (2叭)二 3 , e 二p (一2 甲‘)= 3
。 1

(2
‘

20 )~ (2
.

23 )四式分别表示两个波幅
、

速度都不相同的应变孤波从二 co 向十oo 运动
,

结果仅使它们各自改变一个相位
,

而总的相位

变化为零
,

这表明整个系统运动守恒
。

由初值

问题决定的 S c h r 6 di n ge r 方程特征值问题
,

其
·

每个离散的特征值都对应着 一 个 孤 波
.

解式

(2
.

1 9) 式的极限为

(2
.

1 9) 描述了两个服从 K 一d V 方程的孤波在相互作用时形成的双波结构
.

图 5 表示初值问题 (2
.

1 8) 描述的两个应变孤波相互作用过程
‘

两个波幅分别为一 8和一 2
,

波速分别为16 和 4 的孤波随着时间发展从一卿向 + “运动
。

起初大波幅孤波位于小波幅孤波

之后
,

以后逐渐追上小波幅孤波
,

在 : 亡一 0
.

4到 : ” 0
.

4之间两波相遇而发生非线性相互作用
,

在 : 二O 时大波幅孤波吞没小波幅孤波
,

形成一个最大波幅为一 6的双波结构
,

然后大波幅孤

波逐渐超前小波幅孤波而去
,

两波的波幅
、

速度仍保持相互作用前的数值
,

只是各 自的相位

有所变化
·

由此而知
:

两个服从K 一d y 方程的孤波在相互作用之后互不影响
,

犹如物理学中

微观粒子的性态
,

因此人们也把 K
一

d V 方程所描述的孤波称为孤立子
. :

.

另外
,

分析 (2
.

19 )~ (2
.

23 ) 5 个表达式可知
,

构成双波结构的孤波
,

其最大波幅能超过

双波结构的波幅
,

这也是孤波的特点之一 因此
,

杆中的最大应变并不在两孤波相互作用之

处
,

即不在初始扰动时刻
,

而是在两孤波分离开以后
,

大波幅孤波到达之时
.

为了清楚地表示孤波的物理意义
,

用广义坐标x
,

少表示 (2
.

19 )
‘

式的渐近形式 (只考虑

T

一
+ co 的情形)

:

lim 。, (X
,

,

丁) = 一 4括卜拼‘)
’/ 昌s e e h

2
2 (X 一 c

fT + 甲了) (2
.

2 4 )
T 。 十。

1im 0 2
(X

,

T )= 一 1 2 (一拼
‘

)
’‘3 s e e h

Z

(X 一 e
fT 斗

一

沪f) (2
.

2 5 )
T 。十 co

其中
c
了= 【1 一 sa (一拼

‘

)
’‘ 3
〕e 。, c

竺二〔l
、

一 Z a (一拼
‘

)
’/ 3

」c 。

(2
.

2 6 )



孤波在非线性弹性杆中的传播 57宁

在广义坐标下
,

(2
.

1的
产

式的远场结构表示了 以波速 己 传播 的大波幅孤波和以 波 速 心 传播

的小波幅孤波
,

对于软非线性材料
,

同样有尸‘> “。, “
‘> c0

·

弧立子非线性相互作用的结果很值得注意
,

因为双波结构的波幅不是两个弧立子波幅的

简单线性迭加
,

杆中最大应变发生在大波幅孤立子到达处
,

由材料的本构方程 (2
.

1) 易知杆

中最大应力也发生在这里
,

这种现象对于指导动态设计非常重要
.

久

三
、

非线性弹性杆与弹性细秆的比较

在讨论非线性杆中纵波的传播时
,

以应变作为未知函数得到 K
一

d V 方程
,

并用特殊初值

获得了两个解析解—应变单孤波和应变双波结构
.

对线弹性细杆而言
,

杆 中 的 位 移
、

应

变
、

应力均满足一维波动方程 (1
.

4 )
,

为了与非线性杆的结果进行比较
,

同样以应变作为基

本未知函数
、

考虑相同初始条件下的初值问题
,

并比 较两种情况下的应力分布
、

质点速度分

布以及它们的最大值
。 .

(一 ) 对于初始条件

“
(二

,

o )二 一 1 2 (一拼
‘

)”
“s e e h

Z

〔2 (一拼
,

)
一
“ 3二/

c 。〕

如
‘

, ,
八 、

_
J 。 r , 。 _ ,

.

八 , / 。 , ‘ L 。 。 , , 、 _ , / :
_

, _ , _ _ _ 二 2 , 一 n , 八
_ , , 。

_ _
,

_
。

卜 (3
_

1 )
口t 护

, V ) 一 一
任。L 工

一
‘“、一 拼 ) “ ‘u L ‘ 、一拼 , 人 l ‘ o 」。 七‘且 L ‘ L一拼 )

’

汤/ ‘ 0 」 !

、

非线性弹性杆中纵波传播的初值问题为

干
“ ·

十 “” , 十“
’”, , ,

“ 。
_ . _

、 v (夕
,

o ) = 一 1 2 (一产
‘

)
‘/ ‘s e e h

‘

L(一拼
‘

)
一 ’‘“, 〕

(3
.

2 )

前面用逆散射方法求得其解为
。

(X
,

T )= 一 1 2 (一 拼‘)“
3 s e e h‘(X 一 c , T )

根据 (2
.

1) 式求得杆中的应力分布

a 二

(X
,

T ) = 一 1 2 (一拼
‘

)“
a
E s e e h

Z

(X 一 e , T )

+ 1 4 4 (一拼
‘

)
2 ‘3 a 2

万s e e h
4

(X 一 c , 了
’

)

根据位移应变关系得到杆中的质点速度分布

(3
.

3 )

(3
.

4 )

a“
, 二 ,

~
、 _ _ , , 、 , 。 . 。 , _ ,

_
、

而
一
‘人

,
1 ) = 1 2 ‘一拜

‘

) “
“

气”e “h
‘

(人 一 “, 1 ) (3
.

5 )

2
、

弹性细杆中纵波传播的初值问题为

、.尹户O

.

,d
口口.、!

广.Jv ‘.
= C后”

二二 ; “
(

x ,

0 ) = 一 1 2 (一拼
,

)
‘/ 3 s e e h

Z

〔z (一拼
‘

)
一 ’‘3 x /

e。了;

口v
_ 、

二

at L戈
,

0 )“一 4 8 LI一 Za (一拼
‘

)
’
“」th〔2 (一拼

‘

)
一 ““/ C。〕s e C h

‘

[ 2 (一拼
‘

)“
3 ‘/

C 。j

在广义坐标 X
,

T 下其解为

”
(X

,

了
’

)= 一 12 (一拜
‘

)
‘’ 3

〔1 一 a (一户
‘

)
’“〕s e c h

Z

(X 一 e 。?
”

)

一 iz a (一 拌
,

)
“/ 3 s e e h

Z

(X + e 。T )

由线弹性本构方程 a 二
= E 。二 求得杆中的应力分布

。二

(X
,

T ) = 一 1 2百(一拼
,

)
’/ 3〔i 一 a

(一拼
,

)
’/ 3

」s e e h
Z

(尤一。。T )

一 1 2 E a (一拼
‘

)
2 / 3 s e e h

么

(X + e。T )

(3
.

7 )

(3
‘

8 )
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令
(x

,

: )一 1 2 (一。
,

)
1 / 3

〔卜
a (一。

,

)
1 / 3〕、 s e o h

·

(x 一。。: )

一 1 2 a (一拼
‘

)
“/ 3 c 。 s e e h含(X + c o

T ) (3
.

9 )

为比较非线性弹性杆和弹性细杆中最大应力和最大质点速度的具体数值
,

取钢的材料常

户= 7
.

5 (g /
em 3

)
,

E 二 2 1
.

o x lo ’‘
(d y /

em Z
)

c 。= 5 1
.

9 x l0 4

(
e m /

s
)

, , = 0
.

2 9

并设非线性系数
a :
二一 0

.

0 0 5 ,

杆半径 a = 2
.

oc m
,

由此得到

; ,
一

斋一
,

·

s x ‘”一 ‘
S
”

从而在非线性弹性杆 中

〔a :

〕m . x
= 一 1 2 (一拼

‘

)“
3 E 〔1 一 6 a

(一拼
‘

)
’‘3

」

= 一 7
.

3 6 x 1 0
‘。

(z + 1
.

7 5 x 1 0
一‘

) (d y /
e m

么

!
一

鲁〕
m . 二

一“‘一”
‘

’
‘’3“’

二 1
.

8 2 x 1 0 4

(1 + 0
.

5 8 x 1 0
一 4

) (
e m /

s
)

在弹性细杆中

〔a 二

] m a x
= 一 1 2 (一拼

‘

)
’/ 3 E 〔1一 a

(一拼
‘

)
‘/ 3

〕

= 一 7
.

3 6 x 1 0 ‘,

(1 + o
.

2 9 x lo
一‘

) (d y /
e m

么

)

〔璧
一

〕
二 : 二

一‘2‘一拼
‘

, ”
3

仁‘一 Za‘一“
‘

’
‘”」“

。

= 1
.

52 x 2 0 4

(z + o
.

ss x lo
一 ‘

) (
e m /

s
)

图 6 、

图 7 是 (3
.

4 )
,

(3
.

5 )
,

(3
.

5 )
,

(3
.

9 )四个表达式的示意图
.

迎
公

飞

图 了

分析以上结果得出
:

在相同的应变扰动作用下
,

由于材料非线性和杆件横向 效 应 的 影

响
,

非线性弹性杆中的最大应力略大于弹性细杆中的最大应力
,

波速也较大 , 另外
,

这两种
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杆的最大质点速度 (在扰动的初时刻达到) 相等
,

但 因两杆的控制方程不同
,

过程中非线性弹性杆中的最大质点速度要大于弹性细杆中的最大质点速度
.

5 73

在 以后的传播

(二) 对于初始条件

, ,

f
, , 、 _ , , 。

2 1
v Lx

, V ) = 一 乃b 气一拼
’

) “
一 s e C n 一
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式中
,

M = e h〔6 (一拼
,

)
一 ‘/ sx /

c 。〕+ 3 e h [ 2 (一 “
‘

)
一
“3 二/

e 。〕

非线性弹性杆中纵波传播的初值问题为

刀,

+ v v ,
+ 拼, 刀, , , = 0

‘ ”
(夕

,

0 ), 一 3 6 (一拼
,

)
’/ 3 s e e h

Z

〔(一拼
,

)
一 ’‘s夕〕 少

(3
.

1 1 )

其解在无穷远处是两个分离的孤立子
,

在 正无穷处
,

它们分别为
。 :

(X
,

T ) = 一 4 5 (一拼
‘

)
’‘3 s e e h

2 2 (X 一 c
了T + 切了)

。2

(X
,

T )= 一 12 (一拼
‘

)
‘/ 3 s e e h

Z

(X 一 c
犷T + 切f)

(3
.

1 2 )

(3
.

1 3 )

利用 (2
.

1) 式求出较大的应变孤立子
v ;

(X
,

T )引起的杆中应力分布

(a 二

)
1
(X

,

T )= 一 4 8 (一拼
,

)
’‘s

E s e e h 2 2 (X 一 e
了T + 切了)

+ 4 8 2
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2 , s a :

E s e e h
4
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f+ 切f)

杆中质点速度分布
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丫 ; ,

2
、

弹性细杆中纵波传播的初值问题

:霖纷
在广义坐标X

,

T 下
,

以上问题的解为
v (X

,

T ) = 一 3 6 (一科
‘

)“
3

〔1一 a (一 拼‘)
’‘3

] s e e h
Z

(X 一 e o
T )

一 3 6 a
(一户

‘

)
2 ‘3 s e e h

z

(X + c o
T )

+ 4 x 2 7。(一 拼‘)
“‘3

[ s e e h
4

(X 一 c o
T )一

s e e h
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由此引起的杆中应力分布
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代 入钢的材料常数有
:

在 非线性弹性杆中
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在弹性细杆中
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图 8
、

图 9 是 (3
.

1 4 )
,

(3
.

1 5 )
,

(3
.

1 8 )
,

(3
.

1 9 )四个表达式的示意图
。

广
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卜
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奥
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以上最大值分析都是当右行波传播到无穷远处进行的
.

这时由相同的初始条件 (3. 1 0) 式

导致的非线性弹性杆中最大应力和最大质点速度都比弹性细杆中的相应值大得多
,

原因是非

线性弹性杆中的应变双波结构在无穷远处已经分裂成两个应变孤立子
,

其中一个孤弧立子的

幅值大于初时刻双波结构的幅值
,

而弹性细杆中传播的是稳定行波
,

所以两种情况下应变幅

值有较大差别
,

相应地最大应力和最大质点速度也有较大差别
.
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四
、

非线性弹性杆中的应变N
一

孤子与弹性细杆中的应变行波

在对非线性弹性杆中应变孤波和弹性细杆中应变行波进行了分析比较 的 基 础 上
,

利用

K
一

d V 方程的 N 一孤子初值问题及 其渐近性质的理论
f e ’对前面的结论作了推 广

,

比较了非 线

性弹性杆中的应变N 一
孤子和相应初始条件下弹性细杆中的应变行波

,

得到两点推论
:

1
、

在相同的初始激励下
,

非线性弹性无限长杆中应变N
一

孤子 的传播速度
c ,

(
n 二 1

,

2
,

⋯
,

N ) 不小于线弹性无限长细杆中应变纵波的传播速度
c 。 .

2
、

在 K 一d V 方程的N 一孤子解 中
,

至少有一个孤立子的波幅不小于N 重孤 不的波幅
。

这两个推论对研究非线性弹性杆中孤波的性态有一定的意义
,

是 一般性结论
。

K 一d V 方程的推导不局限于弱非线性弹性材料
,

对计入弥散效应的一般非线性弹性杆也

能导出该方程
.

本文在写作过程中曾得到杨绍瑞同志详细校阅和有益的建议
,

在此特致衷心的感谢
。

作

者还 向对本文提出合理补充和修改意见的张善元同志表示深深的谢意
.

参 考 文 献

N a r ib o li
,

G
.

A
.

a n d A
.

S e d o v ,

Bu r g e r s ‘s 一K o r te w e g 一 D e V r ie s

r o d s a n d p la te s ,

J
.

M a th A o a l A 夕Pl
,

3 2 (19 7 0)
.

朱位秋
,

弹性杆中的非线性波
,

固体力学学报
,

2 (198 0)
.

B h a t n a g e r ,

P
.

L
. ,

N o n lin 口a r 附a u e s 窟” O n 仑一 D f川e n s io ”a I D ‘sP

Pr e s s ,

o x fo rd (19 ,l 9)
.

W hitha m
,

G
.

B
. ,

L‘n e a r a o d N o , lfo e a , 不 a o e s ,

(167 4)
.

〔日〕谷内俊弥
、

西原功修
,

咤非线性波动乡
,

原子能出版社 (19 81)
.

M ik i W a d a t i a n d M o r ik a z u T o d a ,

T h e e x a e t N 一s o lito n s o lu l

V r ie s e q u a t io n ,

J
.

P l夕
.

S o e
.

J a P
. ,

3 2
,

5 (一9 7 2)
.

e q 、i a t io n fo r v is e o e la s tie

e rs f: , e s夕s才e r m
,

Cla re n d o n

,J
月.dl .J通‘二q乙,口

一‘L1.L工.L

o f th e k o rt e w e g 一D e

一性J,J.工J.J任一U�此UrtJrLL.J

T h e Pro pa g a t io n o f So lita ry W a y e s

E !a stle R o d

. n a No n lin e a r

Zh u a n g W e i

(D
e Pa rt, e 。‘ o f M a 才h e , a tics

Y a n g G u i 一t o n g

a ”d M e e ha n i e s ,

T a fg “a ” U ”f” e r s玄tg

o f T e ch ”0 1卯夕
,

T a i夕u a 。)

Ab st raCt

I n t h i s p a p e r ,
th e i n v e r se s e a tt e r i n g m e t ho d 15 u se d to a n a ly s e s tra i n so li ta ry w a v e s

i n a n o n li n e a r

Str 住Ct u r e S a t e

e la st i e r o d o p e r ti e s o f s o lit a r了 w a v e s

d i s e 认s se d i n

Pr

d e ta i1
, so m e q u a n ti t a tiv e r e su lt s

a n d t h e i r i n fl一Je n e e o n so lid

a r e g 之v e n 。


