
内用数学和力学
,

第 7 卷第 8 期 (1 9 86 年 8 月)

A p p l至e d M a th e m a ties a n d M e e h a n ie s

立用数学和力学编委全编

取 庆 出 版 社 出 版
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木文以中心挠度为摄动参数
,

将矩形板大挠度问题的非线性偏微分方程组转化成几个 线 性偏

微分方程
,

然后用变分法求解
,

得出了具有任意长宽比的板的解答
,

给出了位 移
、

挠 度及各内力

的解析表达式 ; 并给出中心点和边界中心的应力数值计算公式
.

本文还以长宽比丸为参数
,

作出了

最大挠度—
载荷曲线及最大应力曲线

.

其结果与实验进行了比较
,

表明二者是一致的
.

一
、

引 言

薄板在工程中使用 非常广泛
.

如果挠度比厚度小
,

那么在 K irch hof f 理 论 基础上计算

出的结果是非常满意的
.

在金属飞机的情况下
,

控制飞机的重量是非常重要的
,

所以使用的

金属板必须很薄
,

此时挠度就比其厚度大
. ‘

因此
,

要得到这样的金属板的设计公式及图表
,

必须运用大挠度理论
·

关于在法向均布载荷下
, 四边固定的矩形板大挠度问题

,

许多学者已

用各种方法计算过
.

如 5
.

W
a y 〔‘’用 里 兹 能量法

,
5

.

Lev y tZ ‘用双富里叶级数法
,
C

.

T
.

W an g , 3 ,
们用差分法

.

此外
,

钱伟长
、

叶开沉等使用摄动法
,

以 中心挠度为摄动 参 数
,

解决

了各种载荷及各种边界条件下圆薄板的大挠度问题
’6 ’。’7 ’吕’“’.

本文用摄动变分法
,

求解了任意长宽比的矩形板大挠度问题
.

首先
,

以中心挠度为摄动

参数进行摄动
,

将卡门大挠度非线性方程组分解为三组线性方程
.

然后使用变分法确定假设

位移形式中的待定系数
,

从而得出各级摄动解
.

并将结果与实验
t “ ’
进行了比较

.

、

二
、

基本方程及边界条件

.

本文摘要载 <国际非线性力学会议论文集卜
,

上海 (l 9 8 5)
.
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.

1) 代入 (2
.

幻
,

便得矩形板位移形式的卡门大挠度方程组
:
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由于矩形板四边固定
,

其边界条件为
:
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,

U 二犷= 班 =
a砰
口戈

(2
.

4 )

在 g = 士b 时 U 二 V = 万 =
口W
ay

(2
.

5 )

三
、

摄 动 变 分 法

首先引入下列无量纲符号
:

12 a U

h
之一一

“
夕
.

口

一一刀,

戈a

一一
L
J

��
a夕O

一一

舟

人

12 a厂
v = 一hz 一

切
2材 3 牙

h

( 3
.

1 )

Q = 2 4斌 3 ( 1一矿)
a勺/ E h

4

将 ( 3
.

1) 代入 (2
.

3 )
,

得卡门大挠度方程组的无量纲形式
:
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,

然后分别比较每个等式两边 * 。
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,
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:
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本文只计算到三级解
.
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,
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(3
.

2 4 )

显然 (3
.

2 3 )和 (3
.

2 4 )满足 (3
.

1 7 )式中边界条件和对称中心条件
, : 2

(0
,

O)= t : (0
,

0 )= 0
.

将

: :

(舀
,

刀)
,

t : (省
,

刀)代入(3
.

1 7 )泛函中
,

同样得到关于A
: ,

B
Z ,

C
Z ,

D
Z ,

E
: ,

F
:

和 A
3 ,

B
。,

C
: ,

D
: ,

E
3 ,

F
。

为未知数的线性方程组如下
:

b , , A : + bl: B : + b , : C
Z
+ b , ‘

几 + b, 。E : + b , 。F :

+ bx
7
A 。+ bl

o
B

3
+ bl

o
C
。
+ bl

, ro D
3 + bz

, 1 1E
3 + bl

, 1 2F
3
= b l。

b : rA
: + b

z :
B Z +

+ b :
7
A 。 + + b

Z ,
12F 。= b : 。

(3
.

2 5 )

bl
: , IA

: + bz
Z , 2
B

2
+ bl

Z , 3
C

2 + b i
Z , ‘
D Z + bl

Z , 。
E Z + bl

。 , 。
F

Z

+ b 1
2 , 7
A

3
+ b , 2 , ,

B
3
+ b , : , 。

C
:
+ b : 2

, : 。

认 + b :
: , , ; E 3 + b ;

: , , :
F 3二 b :

2 , 。

其中系数认
, 是 之的函数

,

且相互间 有 厂列关系
:

b‘
了
= b‘l

,

b‘
。
= b

: 3 ,

b
‘。
二 b

‘: ,

b
‘一。= b

‘。 ,

白
‘l 一二 b

‘一,

b
‘1 2 = b

‘。

(3
.

2 6 )



6甘乏 潘 立 宙 主 蜀

对于角标 j也存在上列相似关系
,

因此只要计算阮, (‘
,

了= 1
,

2
,

⋯
,

12) 中一半即可
,

其表达

式为
:

l
理夕.l.j

、,J了
丹Ob‘, 二b ;圣

, + b;圣
’几

2

b . , = b{二
,元 (‘

(i= 1
,

2
,

一
,

6 ; j= 0
,

1
,

⋯
,

(3
.

2 7 )
二 1

,

2
,

⋯
,

6 ; j== 7
,

8
,

⋯
,

1 2 )

其中系数川;
, 和可;

,见表 4
,

5
.

对给定的 几解
,

上述方程即得二级解
.

对于三级解
,

取如下形式
:

。3
(雪

,

刀) = (1 一省
2

)
“

(1一 刀z )
“

(A
‘+ B

一

占
2
+ C

‘刀2
+ D

一

占4 + E
‘冲‘+ F

一

君场
2

)

代入泛函 (3
.

15)
,

得
:

(3
.

2 8 )

表 4a

33333 444

一一一一 0
.

8 12 777

一一0
.

9 11 222

一0
.

8 12 7 一 0
、

01 12 一 0
。

116 1 一0
。

78 2 4 一0
.

0 3 8 7 一 0
.

1 30 2

一 0
.

16 2 5 一 0
.

069 7 一 0
.

0了3 9 一 0
。

0 38 7 一 0
.

0 3 9 8 一 0
.

0 3 1了

一 0
.

20日0 一 0
。

1 7 82 一O
。。。: ⋯一 0

.

1 30 2 一0
.

0 3 1了 一0
.

0 5 93

表 4 b

b{毛
,

10 1 1 1 2

一 0
.

37 9 3 一0
.

1 6 25 0
.

0 5 4 18 一叮
.

D9 03 0
.

05 4 18 0
.

0 2 3 2 2

0
.

0 54 18 一0
.

0 1 8 1 一 0
。

0 0 7 7 一0
.

0 2拐 一0
。

0 0竹 0
.

00 2 5 8

一0
.

16 2 5 一 0
。

0 6 9 7 一0
.

0 1 8 1 一 0
.

0 38 7 0
.

0 0 8 2 1 一 0
.

0 0 7 7

0
.

0 5 4 1 8 0
.

00 8 2 1 一0
.

0 0 7 7 一0
.

0 0 44 一 0
。

0 0 7了 一 0
.

D0 12

一 0
.

0 90 3 一0
.

0 3 8 7 一 0
.

0 24 6 一0
.

0 2 15 一0
.

0 0 44 一0
.

0 10 6

0
.

0 23 22 0
.

0 0 7 7 一 D
。

0 0 2 6 一0
。

0 10 6 一 0
.

00 12 一0
.

000 8 6

c , , A
‘+ c : : B ‘+ c : : C

‘
+ c : 一

D. + c : 。E
‘
+ c : 。F

‘
+ c : 7a 3二 c , 。

e : zA
一
+ c 2 2

B ‘+ + c 2 7 a : 二 C : o

(3
.

2 9 )

e o zA
‘+ e oZB

‘
+ e o 3

C
‘+ e。‘D

‘
+ e。。E

‘
+ e o e

F 一+ e 。? a :
= e。。 }



均布载荷下矩形板大挠度问题的摄动变分解 已召S

表 sa

一 0
.

2了0 9 一0
.

0 9 0 3 一0
.

0 5 4 2 一 0
.

0 4 10 一 0
.

0 18 1

一 0
.

0 9 03 一 0
.

0 4 10 一0
。

0 1 8 1 一 0
.

0 2 2 1 一0
.

0 D8 2

一 0
.

0 54 2 一 0
.

0 18 1 一0
.

08 5 1 一 0
.

0 0 82 一 0
‘

D2 84

一 0
。

0 4 10 一 0
.

02 2 1 一0
.

0 0 8 2 一 0
。

0 1 33 一 0
.

0 0 4 4

一 0
.

0 2 3 2 一 0
.

0 0 77 一 0
.

0 5 4 2 一 0
。

0 035 一 0
.

0 18 1

一 0
.

0 18 1 一 0
。

00 8 2 一 0
.

0 2 84 一 0
.

00 4 4

一 0
.

0 2 3 2

一O
。

0 0 7 7

一 0 ,. 0 6 4 2

一 0
.

0 0 3 5

一 0
.

0 45 了

一 0
,

0 18 1 一口
.

0 12只

表 6 b

0
.

5佗1 1

_
_

_ _ 立 _ l-

D
.

0D0 0 0 一 0
.

444 70 0
.

0D00 0 0
.

1 13 33

一 0
.

1 4 5 9

8

0
.

1 4 95 7

_

。
卫些

_ _ _ _ _

巡卫四旦_
_ _

_

_ 生竺型_
_

一
“

·

“4“_
_

一 竺一 ⋯一三旦
- - -

-
-

一
⋯一

:
_

一

一 O
。

1 3 35 } 0
.

0肠7 1 { 0
.

0 7 1 7 }
_

0
.

0 1 12 8

幼0幻0
f‘,了龟卫心

力t口

b:盖
、

一 0
.

0 D4 7 0
.

4 35了1 0
.

0 6 009

。
_

565 丽
_

⋯一王石击肠

_ ’

_
_ _

_

三
”

’

{
’ .

于骊
_

厂)万下⋯
一

不不
12

.

D I

一5
,

0 0 4

一 0
‘

7 7 7了

0 4 4 0
.

1 7 8 94 0
.

1 4 4 1 1 一 0
.

2 3 25 0
.

0 70 15

一 0
.

18 0 3 一 0
.

14 6 6 0
.

0 54 6 3 0
.

0 6 6 2 7 一0
.

0 3 4 1

一 0
.

1 7 28 0
.

0 2 2 9 3 一 0
.

0 64 6 0
.

0 3 7 9 8 0
.

0 0 4 0 0

心
一

嵘谓

加上 (3
.

6 )式中条件 切3

(0
,

0 ) = 0
,

得
:

A
‘
二O

其中系数 c ‘, 二 a ‘J (i= 1 , 2
,

⋯
,

6 ; j二 1
,

2
,

⋯
,

7 )
, e‘。 (i= 1

,

2
,

⋯
,

6 ) 是几的函数
,

其表

达式如下
:

e‘。= e
;恶

, + e
;若

, 几+ e

;合
,几

么
+ e

;合
,几习+ e

;君
,几

4

(3
.

3 0)

系数 c
错

, , c
括

, , 。
;合

, , e
括

, 和 e

抬
, 见附表6

.
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四
、

挠度及应力公式

通过上面的求解
,

得到了载荷系数al
, a : ,

再由 (3
.

1) 和 (3
.

5)
,

可得
:

2 ‘、。 (卜
; 2

)一。/ : 。
4

一
,

(
一

茎宜百
甲

。’

)
+ · 3

(
2

气
才

。

) (4
.

1)

整理可得
:

(4
.

2 )
、

l
沪

叽h
廿

了吸叮、

矛
一 , 2 (1与);

4(份)
十 a 3

(1 一拼
2

勺尸
r口石一

公式 (4
.

2 )即为最大挠度与载荷之间的非线性关系
.

距中曲面为 Z 的弯曲应力为
:

、....‘.尸l、
了

!
产

、、,/、、J声口2班
口夕2

口
名

牙
(4

.

3 )

拼拜++
环
一
X叼y护

�口护aE Z Z
a 二

二二

-
一 二
一 一 而一恤

1 一拜
“

人

a 弓
E Z

1一拼乞
些圣 了
1一 “名 \

: 公,
E Z

1 + 拼

a么研
口劝夕

取 Z = 一 h/ 2
,

则由 ( 4
.

3) 得矩形板表面的弯曲应力为

(4
.

4 )

、f.....、/‘.‘....J
、

,

J
矛、、刀了少砰护口

二了,

E h

2 ( 1一“
2

)

E h

z (1 一拼
2

)

E h

2 ( l+ 拼)

口忿牙
一
“

2 十 拼
U 人

口名附一

东J
一

十 拼
U g

口么不厂

口劝y

口2

研
口劣名

将各应力无量纲化
,

令
:

万毖(言
,

刀) =

刃畜(占
,

动 二

12 (1 一拼
2

)
a Z

E h
Z

12 ( 1 一拼
2

)
a Z

E 尸

万二
,

(古
,

叮) “
4澎 3 ( i + “)

a
·

b

E h
名

T 忿 犷

a 了

口f

: 竺
,

( 4
.

5 )

、,月....1、
月

!!刃竺(占
,

们 =
4心 3 ( i 一拼

2

)
a 名

E h
忿

万悠(省
,

的 =
4刚3 (x 一拼

2

) a
Z

E 尸 (4
.

6 )

万艺
,

(盆
,

刀) “
4斌 3 ( i + “)

a
·

b

E h
Z

公式 (4
.

5 )为中曲面内应力无量纲式
,

( 4
.

6) 为板表面纯弯曲应力的无量纲式
.

将 ( 3
.

1) 代入

( 2
.

1) 和 ( 4
.

4 )
,

便有下列关系
:
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万￡一

窦
十 。“

万‘一‘ 且幕
+ 。

刃‘
,
一“

言:
+

霎
+

; !(艇)
’
+ 御嘿 )

’

]

霎
+

; !成黝
‘
十

戒aa: )
“

〕
口v

.

,

a切 口田
, ‘

十 九 。 ‘ .
,

O白 0 9 0 刀

二 : 一

令
+

心扮
二 , 一代补

。

穷 (4
.

8)

、......1
,、可

l
户

刃竺
,
= 久

aZ叨

此勃

再将前面所得的三次结果代入 (4
.

7 )和 (4
.

5) 中
,

便可得板中曲面应力及板表面弯曲应力

的关系式
:

刃止= 田
:

(蛰
十、 劲

十

管{(鳖介武(黔
’

帆助恤助
+ 2 ?

0(
一

翟
1

蛰
+ 、 )

+ 功 :

!(蟹)
’ + 武(留)

’

〕} (4
.

g a
)

二卜 叨 :

(
。

凳
+

心 )
+

一

圳吠黯):+ 代会
一

)
’

·

蛰
+ 久

’

箭
一

)
+ 之”

赘)
+ W :
!
。

(蟹)
’
+ “么

(会)
‘

〕}
口
�

刀阮
,

a一d
�硬+ 2 口‘

(
。

懊
1

( 4
.

g b )

二 : 。一 :
(
“

会
+

〔鲍
,

.

a田,

a君

+ 切
:
(瓮

笼

瓷
十

慧
l

瞥)
+

、.....,、
J

‘

l
一

)
+ , ’

一

)
+ ”

了望塑
\ 日占

z

〕 (4
.

g e )

刀以女�a阮a峨a砚

口1田

af7 2 )

仓鲁
+ “

豁 ) (4
.

1 0 )

以一刀
下

以l刀
万护一。护

一a二 , 一样梦
+
、

“ , 一 叨
。

(
。 一

十几
2

刃艺, 二几叭

口Zw -

a君
2

a Z叨 l

口占口刀
+ 几田

aZ口3

a占a刀

所以
,

板表面任一点总应力分量为
:

s 二
(占

,

刀) = 万宾+ 万了
s ,
(雪

,

刀) = 万‘十 万丁
s 二 ,

(雪
,

刀) = 刃宾
, + 万了 } (4

.

1 1 )

将三次解 切 1
(占

,

刀)
,

叨 3

(占
,

刀)
, 5 2

(占
,

叮)
,

得板表面任意一点的总应力分量
.

对于 久= a
/b 趋于无穷时

,

相 当于 久= O 时
,

tZ信
,

刀)代入 ( 4
.

9 )
,

( 4
.

1 0 )和 ( 4
: 1 1 )

,

便可

将 君和 刀相互交换位置的情况
·
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五
、

结 果 讨 论

板中心的最大挠度与文〔1 1〕中实验结果相比
,

是基本一致的
,

如图 2 所示
.

本文计算了

大量不同长宽比的矩形板
,

其挠度 ~ 载荷关系曲线绘在图 3 中
,

表明对于相同 宽 度 的 矩形

板
,

长度越长 以越大)
,

则挠度越大 (受相同均布力)
,

且当 久> 2 时
,

其曲线都很靠近
.

矩形板中最大应力发生在板长边中点
,

即(o
,

1)处
,

该点总应力为
: s ;

(0
,

l) “万‘(0
,

l)

+ 万叙。
,

1)
.

通过数值计算
,

对于各种长宽比的板
,

绘出曲线如图 4
.

对 相 同 宽度
、

相同

挠度的矩形板
,

其最大应力值是随长宽比的不同而不同的
.

具体 地 说
,

当 几从 1
.

0 增 大 到

2
.

0或2
.

5时
,

最大应力值也随之增大
,

也就是说应力分布趋于不均布
.

当 之从 2
.

5 左右增大

到无穷时
,

最大应力值随之减小
,

也就是说应力分布趋于均匀
.

了解这一点对矩形板的优化

设计是有益的
。

本文对具有不同泊松比材料的矩形薄板也进行了计算
.

结果表明
,

当泊松比减小时
,

挠

度和应力相应增加和减小
,

其中位移的增加很少
,

如图 5 所示
,

最大应力随泊松 比减小的幅

度如图 6 所示
·

本文在完成过程中得到钱伟长教授的关怀和指导
,

作者在此谨表 谢忱
·
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o f R e eta n g u !a r Pla te s u n de r U n lfo rm Lo a d

Pa n L i一z ho u W a n g S h u

(S h a o g ha ‘I , s t‘t。亡e o f A PPIie d M a th e rn a tie s a o d M e e ha 。‘e s ,

S ha 。夕ha ‘)

Ab str aCt

In this PaPe r , v o n K a rm 盛n
, 5 s et o f n o n lin e a r e q u a tio n fo r la r g e d efle e tio n o f r ee ta n ·

g u la r p la t e s 15 a t fir st e o n v e rt e d in t o s e v e ra l s et s o f lin e a r e q u a t io n s by ta k in g e e n tr a l

d im e n s io n le s s d efle e t io n a s p er t u r b a t io n pa ra m e t e r
, a n d th en ,

th e s e ts o f lin e a r e q u a tio n s

fo r pla t e s w ith v a r io u s r a tio s o f le n g th t o w id th a r e s o lv
e
d w ith a p p lie a tio n o f v a r ia t io n

-

a l m e th o d
.

T he a n a lvtiea l e x p r e ss io n s fo r d is pla e e m e n t s a n d st r e ss e s a s w e ll a s fo r m u la ,

fo r n o m e r ie a l e aleu la tio n a r e w o r k e d o u t
.

T h e fig u r e s o f m a 工i血u m d e fle c tio n 一lo a d a 且d

m a x im u m str es s w ith ra tio 几 o f le n g th to w id th a s a p a r a m e te r a re g iv en in this Pa p e r
.

T hr o u g h e o m p a r三so n , it 15 fo u n d tha t th e r e su lts o f this p aPe r a r e q u it e in a e e o r d w ith

e x P er im e n t s
.


