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摘 要

义 {1
,

建汉的数值方法使可能在 {卜关联塑性切线刚度程序中采用对称解法
.

一
、

引 言

岩土材料不同于金属
,

它们不服从关联的流动法则
〔“’〔“’,

按关联流动法则算得的岩土材

料的 剪胀角比实际的剪胀角大得多
〔‘’〔7 」.

对于岩土等非关联材料
,

过去通常采用 以下两种办法进行计算
.

第一种办法是
:

按非关联流动法则计算
,

即取 O 年F
.

其 优点是考虑了岩土等材料的非

关联塑性变形特性
.

但这个方法有某些缺点
: 1

、

由 于 刚度矩阵过去常常是非对称表示的
,

需要求解非对称的方程组
,

而解一次非对称方程组所需的机时约为解
一

次相同数 目对称方程

组所需机时的三倍 ; 2
、

非对称刚度矩阵所需的计算机 内存容量比对称刚度矩 阵儿 乎增加一

倍
。

第二种办法是
:

仍按关联流动法则计算
,

即 取 Q = F
.

其优点是 可以 采用对称解法
.

但

这个方法也有一些缺点
: 1

、

由于岩土材料不服从关联流动 性 则
,

因此
,

按其计算所需的迭

代次数较多
,

机时较长
,

当采用
“

初应力法
”

或
“

初应变法
”

计算时
‘“〕
有时收敛特别慢 ; 2

、

由于剪胀特性对很多土工结构的破坏荷载有显著影响
〔4 ’,

因此
,

按关联流动法则计算所得结

构的极限强度或稳定安全系数往往偏高
.

潘迪 (G
.

N
.

P a n
de )等人用改变材料强化规律的办法将实际的非关联材料转化为

“

相当

的
”

(或
“

等效的
”

) 关联材料
,

推导了非关联弹塑性矩阵的对称表示公式 〔“’.

但该式比较

复杂
,

且式中包含了由
一

于上述假定而带来的某些误差 (该式中同一数值 川 b
。

在 改变的 强化

参数内外取不同的值)
,

其影响 可能很显著
,

特别是当塑性势函数为高次非线性时
.

本文用数学的方法推导 了非关联流动法则下切线刚度矩阵的对称表示公式
,

它克服了潘

等公式的上述缺点
,

_

目
_

将其编制了有限元程序
,

并先后对我国一个实际土坝工程的一种受力

情况和一个例题的多种受力情况
,

按关联流动法则与按本文提出的非关联流动法则下对称形

成刚度矩阵两种方法进行了计算
.

结果表明
:

按本文提出的方法比按关联流动法则计算有较

快的收敛速度
、

较广的适用范围和较 可靠的计算结果
.

.

钱伟长推荐
.
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二
、

非对称矩阵表示的应力应变关系

由相加假设总的应变增量d : 由弹性应变增量 d s ‘和塑性应变增量d 。’两部分组成
,

即

d e 二 d 。
,

+ d : , (2
.

1 )

应力增星 d 口通过弹性矩阵O
。

与弹性应变增量相联系

d 叮 二 D
o

d o
e

(2
.

2 )

材料的屈服条件可表示为

F〔口
,

h(。
,

)〕二 o (2
.

3 )

式中h二 h (e
’
)是强化参数

,

它表示屈服函数随塑性变形而变化
.

对于理想塑性材料F 不随h而

变化
,

即有。F /a h二 0
.

假定塑性应变增量 与流动率成正比
,

即

六
,
= d ; 登Q

口仃

式中 Q〔。
,

h(。
,

)〕二 0

称为材料的塑性势函数
、

d几为一正的参数
.

下面我们对非关联流动法则 (即 Q 导尸)

流动法则
,

只需取 Q 二F 即可
.

按链式法则
,

由 (2
.

3) 式
一

可得本构方程为

(2
.

4 )

(2
.

5 )

下的弹塑性应力应变关系进行推导
,

对 于关联

嵘 )
’。· +

箭(器)
全“e ,

一。
(2

.

6 )

以 (2
.

4 )式代入 (2
.

6) 式
,

并为了简单起见
,

用a , 表示aF闰叮和用 a q表示 。Q/ 。仃
,

得

a ;、。 +

箭(雾)
r

dAa
。一。

(2
.

7 )

定义强化参数H 为

。
一 箭(器)

少a ·

(2
.

8 )

(2
.

7 )式 可改写成

a百d q 一万 d几二 o

由 (2
.

9 ) 式得

d几二 a于d q /H

以 (2
.

1 0 )式代入 (2
.

4 )式
,

得

d 。
,
~ a 。a了d o /万 = c罗

于
d 。

式中 C犷是塑性依从矩阵
·

对于三维分析我们有

(d 叮 )
, = 〔d a

二

d J , d a
:

d ,
:

d : : ,

d : 二 ,

」

和

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )
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, 。 .

1 .

‘ :
’

=
r r

a o a
子 二

=护 卫1

aQ aF

日几 a口 -

aQ aF

aa r aJ ,

aQ aF

a了
, 一 aJ ,

(2
。

1 3 )

显然
,

当采用非关联流动法则时
,

(2
.

1 3) 式所表示的塑性依从矩阵C早
,

是非对称的
.

由 (2
.

2 ) 式有

d o e

= D : ‘d 口二C
o

d 仃 (2
.

14 )

式中 C
。
二O护是弹性依从矩阵

.

对于三维问题有

又+ ZG

兄

几

0

对

兄+ 2 ‘

几
D

e

几+ ZG

0
(2

.

1 5 )

、........ll....J

G0 0 0 0 0

、..l.

l
.........J

K

1

K G

2 (几+ G )

一几

一只

2 (几+ ‘)

一 几 2 (几+ G )

0
(2

.

16 )

0 0 0

上两式中
,

几= “E / (1 + 川 (l 一 2川
,

祥是波桑比
,

E 是弹性模量
,

K = 2 (3 几弓
一

ZG ) 和 G 是剪切

模量
。

将 (2
.

1 1 )和(2
.

1 4 )式代入 (2
.

1 )式
,

得

d ‘二C尝厂d “ (2
.

1 7 )

式中 C忿言“C
。

+ C犷
,

(2
.

1 8 )

是非对称的弹塑性依从矩阵
.

由(2
.

1 7 )式有

d “ = (C忿君)
一 ,
d ‘= D忿厂d , (2

.

1 9 )

式中 。盯是弹塑性矩阵
,

可 由(2
.

1 8) 式求逆求得
,

即

D :二= D
e
一 b o b百/刀 (2

.

2 0 )

其中 b 。= D
o a 。

,

b , = D
ea , ,

口二 H + a丁b
。 (2

.

2 1 )

可见
,

对于非关联流动法则
,

按 (2
.

2 0) 式所确定的弹塑性矩阵 O :毒是非对称的
.

故按其计算

的刚度矩阵



介具 文 林

K :: 一{
F
B · D : ; Bd厂 (2

.

2 2 )

也是非对称的
。

以 (2
.

2 0 )式代入 (2
.

1 9 )式
,

得

d 口 = (D
。
一 b

o
b了/刀)d

:
(2

.

2 3 )

由 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )
、

(2
.

4 ) 和 (2
.

2 3 )式
,

可得

d几二b丁d ‘/刀 (2
.

2 4 )

(2
.

2 3 )式就是通常在非关联流动法则下用非对称的弹塑性矩阵所表示的应力变关系
.

以Q = F代人 (2
.

2 3) 式 可得关联流功法则下的应力应变关系为

l、 1
. , , 、

,

a 口 = 气
u
一 万 + a百b

了 。‘“于)
a ￡ (2

.

2 5 )

三
、

对称矩阵表示的应力应变关系

以数值a 百d q 和数值a歹d 口的比值

(3
.

1 )
口叮dd

T空Tf
aa

一一K

同乘以 (2
.

9 )式的各项
,

并约去数值a于d 仃
,

得

a百d q 一K I
H d之= O

1
a 乙 二二: 二二 二 r a 二a 仃

八 1月

(3
.

2 )

(3
.

3 )

以 (3
.

3 )式代入 (2
.

4 )式
,

得

1
1 , _

。
, , _

a C r

二
T 厂 二 二 a o a 石a 仃 = 七 爪a 盯

八 1月

3
.

4 )

式中

、1.....百....组...

aQ崎aQ临aQ临

⋯

日Q 日Q aQ

日a , 日a , aa
二

口Q aQ 日Q

口a , 口a 一 口a r

口Q

日r : ,

Q
�

几日
�

aaQ叭

是对称形式的塑性依从矩阵
.

将 (2
.

1 4 ) 和 ( 3
.

4 )式代入 (2
.

1 )式
,

得

d e 二C : , d q

式中 C尝, = C。 + C李

由于C。

和C二都是对称的
,

故 ( 3
.

7 )式所表示的弹塑性依从矩阵C尝, 也是对称的
.

由 (3
.

6) 式有

d 叮 = (C忿
,
)

一 ‘
d 。二D 曹, d :

由 (3
.

7 )式求逆
,

可得

D : , == D 。
一 b。b百/刀

a‘

( 3
.

6 )

( 3
.

7 )

( 3
.

8 )

( 3
.

9 )
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其中 凡
‘
= K I

H 十 a百场

显然
,

(3
.

9 )式所表示的弹塑性矩阵是对称的
.

利用 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )
、

(2
.

1 1 )式
,

(3
.

1 0 )式可改写成

(3
.

11 0)

b了d 。
· r r

户‘= b重d
o L月 + ““。“’= 八

, 户 (3
.

1 1 )

其中 K Z是一个数
,

其值为

K
Z
二

b百六
b于六

(3
.

1 2 )

故非关联流动法则下对称的弹塑性矩阵还可表示为

,
,

, 1 二
,

u 二, ’

一 灭尹
”““石 (3

.

1 3 )

以 (3
.

13 )式代八 (3
.

8) 式
,

得

Z , 1
a 叮 = 二

I V
,

-
一万于 奋、

\
一

八 2户

“。“。’

)
d 。

有

(3
.

1 4)

由(2
.

1 )
、

(2
.

2 )
、

(2
.

4 )和(3
.

1 4 )式
,

1
“ 几=

一

无沪
一

。舀“￡ (3
.

1 5 )

可以指出
,

(3
.

9) 式和(3
.

13 )式实质上是一样的
,

但 (3
.

13 ) 式在计算
_

L有优越性
,

故建议采

用之
。

根据对称弹塑性矩阵O曹, 计算的刚度矩 阵

K : , 一

{
F B·D :

, B d 犷
(3

.

1 6 )

也将是对称的
.

(3
.

1 4 )式就是所建议的在非关联流动法则下用对称的弹塑性矩阵所表示的应力应变关系
.

一

可以看出
,

当采用关联流动法则时
,

K
Z

的值等于 1
,

(3
.

1 4) 式即变为 (2
.

2 5) 式
.

四
、

用对称矩阵和非对称矩阵表示应力应变关系的等价性

山(2
.

2 3) 式
,

可得任意一个应力分量为

da
‘一

身碑
J一

妙
下“e

(4
.

1 )

式中

式)
。

b }
’

= 〔b , l b了
:

b。, = 乙 d ‘,

⋯ b了
,

〕

aQ机扩

b , ‘= 乙 d
‘,

aa ,

n 是应力 (或应变) 向量的分量个数
, 试, 是弹性矩阵第 公行第 了列的 元 素 (见 (2

.

15 )

由(3
,

1 4 )式同样可得该任意应力分量为



熊 文 林

而
‘一

索
内由厂 命

标“汕 (4
.

2 )

其中 呵二〔b
, ; b叮

:

⋯ b。
,

〕
.

以 (3
.

1 2) 式代入 (4
.

2) 式约去数值 b百血
,

可得 (4
.

1) 式
.

由于 d a ‘是 任意一个应力分 量
,

可

见
,

由应变向量d c按非对称的弹塑性矩阵(2
.

2 3 )式和按对称的弹塑性矩阵 (3
.

14) 式所确定的

应力向量d q 是完全相同的
.

同理
,

由 (2
.

1 7 )式可得任意一个应变分量为

山
‘
一乙 c

‘, d 。

夕, 1

, + 万 如‘a d 口 (4
.

3 )

式中 C
‘, 为弹性依从矩阵第 ‘行第 j 列的元素 (见(2

.

16 )式 )

内一篡
a

卜[篡篡
一

篡l
由 (3

.

6) 式
,

同样可得该任意应变分量为

。
,

_

1
七‘了a a , + 兀 i

万
一

a q ‘a 奋a 口 (4
.

4 )

其中
·

卜嚼 默
⋯

黝
以 (3

.

1) 式代入 (4
.

4) 式
,

约去数 值 a百d 仃
,

可得 (4
.

3) 式
.

由于 山
‘是任意一个应变分量

,

可

见
,

由应力向量 d 口 按非对称的弹塑性依从矩阵 (2
.

1 7 )式和按对称的弹塑性依从矩阵 (3
.

6) 式

所确定的应变向量 d 。也是完全相同的
.

由此可以得出以下结论
:

对于非关联材料
,

用对称矩阵表示的应力应变 关 系 ((3. 6) 和

(3
.

1 4 )式) 与用非对称矩阵表示的应力应变关系 ((2
.

17 )和 (2
.

2 3) 式 ) 是等价的
.

但是
,

由于在计算 K : (或 K I) 时所采用的应变增量 (或应力增量) 与解方程所得的结

果不完全相同
,

因此
,

它们之间有一些差别
.

在数值分析实践中可根据所采用的计算方法按

下述途径处理这个问题
:

1
、

当采用
“

切线刚度法
”

计算时
,

刚度矩阵 ((3
.

16) 式 ) 不断变化
.

上一次迭代 所 得

的应变增量可用来计算K
:

和 OJ, ((3
.

13 ) 式 ) ;

2
、

当采用
“

初应力法
”

计算且每次迭代后的剩余应力逐步向屈服面松驰时
, _

仁一 步松

驰所得的结果
一

可用来计算 K : 和d几 ((3
.

15) 式 ) ;

3
、

当采用
“

混合法
”

计算时
,

刚度矩阵只在每级加荷之前组装
,

K : 和 O忿, 可按
_

}二一级

加荷所得的d 。计算
。

由于相邻两次迭代 (或两级荷载增量或两步松驰) 所得的应变增量之差可以控制在给定

的精度范围以内
,

因此
,

当此差值很小时
,

按对称方程组 (3
.

14 )和按非对称方程组 (2
.

2 3 )所

求得的解应该很接近
.

五
、

算 例

在岩土工程中常采用莫尔
一

库伦屈服准则
,

并
一

可写成如下的形式



F = a o si n 诱弓

式中 a 。为平均应力
,

口仍二 a “

}卜关联塑性切线刚度矩阵的对称表示

一

丫J
Z

(e o s口一 sin 口sin功/了 3 )一
c己0 5

功= o

3
,

J
Z

为应力偏量的第
一

二不变量
,

J : = 戈
,
又

,
邝

,

(5
.

1 )

e为罗得角

一

卜
。一

扣
一

(
一

沈:
3

减
。、

功相应为粘着力和摩擦角
,

又 , 为应力偏量
,

从, = a ‘, 一山, a .

。1 (当‘二j)

J ‘, == 弓
、

0 (当f斗j)

f
。

为应力偏量的第三不变鼠 J
。
= 又 , S , ,

S
* ‘

/ 3
.

塑性势函数一般是
一
组形状相似的曲线

.

义献仁4〕和〔7〕建议了某些有用的适合于粘土和

节理岩体的塑性势函数
,

其中非关联流动法则是这样确定的
.

剪胀角 劝随平均应力的增长而

减小至临界状态处为零
.

此处对莫尔
一

库伦屈服面塑性势函 数简单取为

Q = a o sin沪+ 丫几 (
e o so一 s in o s in劝/ 了了) =

c o n s t (5
.

2 )

式中 价为用以 描述塑性势函数的角
,

一般是O鉴叻鉴必
,

在计算中取 沪= tg “ ‘

(tg 功/ 2 )
.

其余符

号意义同 (5
.

1) 式
。

计算中考虑了土料的各向同性强化作用
,

强化参数H 可根据塑性应变试验曲线确定
,

此

处近似地取 H = O
.

IE (文献〔5 〕)
。

每次迭代的剩余应力逐步向屈服面松驰
,

松驰后 的节点不平衡力作为节点荷载在下次迭

代中考虑
.

采用的收敛标准为

存
,

‘“ ;’
“

’

/
‘

了
‘

X 10 o基允许值

丫奚
,

(f
‘)

“

(5
.

3 )

其中 N 是结点总数
, r 是迭代次数

,

按照这个标准
,

当剩余力的模与作用力的模的比值小于

给定的允许值时即认为收敛了
.

计算中取其比值的允许值为百分之一
计算了两个例子

.

第一个例子是一个实际的带有混凝土防渗墙的粘土心墙土坝
,

其典型

断面如图 1 所示
.

共采用70 个 8 节点等参
.

单元 (见图 2 )
.

计算中所用的材料特性由设计单位

提供并示于表 1
.

表 1 计算中所采用的材料特性
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注
: .

由混凝土和基岩的抗压抗拉强度换算而来
;

, 份

为了防止计算时溢出而采用的较小值
.

对混凝土防渗墙施工期的受力情况按常用的关联流动法则 ((2
.

2 5) 式) 及按本文提出的

非关联流动法则下对称形成刚度矩阵 ((3
.

1 6) 式 )两种方法在C D C
一 7 6 0 0机上进行了计算

.

结

果表明
;
按关联流动法则计算需要迭代 15 次才达到收敛

,

而按本文建议的方法只需要迭代喀
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次就收敛了 ; 前者的计算机时
】

间约为后者的两倍
.

第二个例子是一个简化了的60 米高的粘土心墙坝
.

断面尺寸及网格划分示于 图 3
,

材料

特性与例 1 中所采用的相同
.

为了进一步检验所建议的方法的适应性与合理性按前述两种方法在M
一

150 机
_

}几对例 2 的

三种受力情况进行了计算
.

第一种受力情况
:

自重和水压力同时增
一

长到设计值
.

第二种受力情况
:

前期为自重和低水位时钓 水压力
,

后期主要为水压力增量
;

第三种受力情况
:

自重和水压力增
一

长到设计值后保持不变、 然后不断降低材料的抗剪强

度 (即库伦参数
c 和中) 直到材料发生破坏

,

后者以计算不收敛和很大变形为特征
.

计算结果表 明
:

1
、

对于第一种受力情况两种方法都收敛
,

但是
,

按关联法则计算所需的迭代次数 和 计

算机时间比建议的方法约多 1
.

5倍一2倍 ;

2
、

对于第二种受力情况的前后两个阶段
,

所建议的方法都很快收敛
,

而按关联 法 则计

算只在第一个阶段收敛而在第二个阶段不收敛
;

3
、

对于第三种受力情况
,

按关联法则算得的结构开始发生破坏时的稳 定 安 全 系 数 为

1
.

8 3
,

按建议的方法为1
.

77
.

六
、

结 论

岩 卜等地质材料是典型的非关联材料
,

计算这些材料的塑性变形时应该采用关联的流动

坝抽线

图 1 例 1的典型断面
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图 2 例 1的网格划分



非关联塑性切线刚度矩阵的对称表示 9 9 1
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图 3 例2的断面尺寸及网格划分

法则
.

本文给出了非关联流动法则下切线刚度矩阵的对称表示公式
.

按其计算既可以考虑材

料的非关联特性
,

使计算比较符合材料的实际变形情况
; 又可以采用对称解法求解

,

使所需

计算机内存容量和计算机时间都比较少
。

初步计算表 明
:

本文建议的方法比 以往考虑关联流

动法则的计算方法具有较快的收敛速度
,

较广的适用范围和较可靠的极限稳定安全系数
.
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