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摘 要

木文给出概率内积空间以一新的定义
.

借助于这一定义
,

在本文中建立了概 率 内 积 空 间 的

Sc hw ar
z
不等式

、

收敛性定理及正交性的概念
.

并讨论了概率内积空间与概率赋范空间的关系等
.

一
、

引 言

概率度 鼠空间和概率赋范空间的理论和应用的研究是随机泛函 分析理论及应用研究 中之

一新的重要课题
.

随着这一理论的发展
,

最近在引文 〔1
,

3
,

4 〕中引进了概率内积空间的概

念
,

并进而建立了与之相适应的某些理论
.

但是如何才能给出概率内积空间以一合理的卓有

成效的定义
,

至今仍然是一个未解决的重大问题
.

本文的目的是试图解决上述 问题
.

在本文二节中
,

我们给出概率内积 空 间 以 一新的定

义
,

并证明通常的内积空间为其特例
.

为了说 明本文所给出的定义的合理性
,

我们在三节中

特与通常的内积空 间作了比较和评注
.

另外
,

我们还在四 ~ 六节中建立了概率 内 积 空 间的

Sc hw ar z 不等式和正交性概念
,

并讨论了与概率赋范空间的关系等
.

二
、

概率内积空间的定义和例子

本文以下处处记 R 二 (一 co
,

oo )
,

R
+
= 仁。

,

co )
.

用勿表一切左连续的分布函数的集合
,

勿
+

= 笼尸(勿
:

F (0) = O}
.

并记

(t> 0 )

(t( 0 )

lln
�

jrt
一一H

函数刀
:

[ o
,

1〕又 〔o
,

l〕、 [ o
,

l〕称为 t 一范数
,

如果对一切 a ,

b
, e ,

d〔〔0
,

1 」
,

下 面的条

件被满足
:

(刀
一 1 ) 刁 ( a ,

1 ) = a ;

(J
一 2 ) 刀 (

a ,

b ) = 刀 (b
, a

) ;

(J
一

3 ) 当e 》 a ,

d》b时
,

J ( c ,

d ) :》刀 (
a ,

b ) ;

(刀
一 4 ) 刀 (

a ,

刀 (b
, c

) ) = J (J (
a ,

b)
, c

)
.

.
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.
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称 t一范数刀
i) J : ,

如果 刀 :
(
a 石)》J

Z

(
a ,

b)
,

V a ,

b〔[ 0
,

1」
.

以后我们用J
。

t 一

范数
,

其定义为
:

刀 ,
(
a ,

b )二 m a x {a + b一 z
,

o } (V a ,

b〔[ o
,

1〕)

定义 1 称三元组 (F
,

萝
,

J )为概率内积空间
,

如果E 是一实 线 性 空 间
,

数
,

歹是E x E 。勿的映象且
.

满足下面的条件 (以 下 处处 记 贾 (x
,

il) = F
, , , ,

F
, , , 在 t〔R 的值)

:

(Pl
一
1 ) F

, , ,

(0 )= 0 ;

(Pl
一2 ) F

, , , 二F , , , ;

(Pl
一

3 ) F
, , ,

(t )= H (t)
,

V t〔R片二 == 0 ;

表一特殊的

J 是一卜范

又 F
: ,

,

(t)表

‘P‘
一‘)

一{
F一(二)
H (t)

1一F

(a > 0 )

(a = 0 )
, , ,

(二
+

)
‘a < 0 ,

其中a 是任一实数
.

又F
二 , ,

(t/ a 十 )表F
, , , 在t/ a处的右极限

;

(Pl
一

5 ) F
, , , , :

(t)=
s u p 刀 (F

x , :

(
s
)

,

F , , :

(
r
)) (t〔R )

.

S + r ~ t
5

.
r〔R

例子
:

设E 是实内积空间
,

现定义映象歹
:

E x E 、必如下
:

F
: , ,

(t) = H (t一 (x
,

y))

下证 (E
,

萝
,

J )是一概率内积空间
,

其中J 是一卜范数
.

事实上
,

条件 (Pl
一

1) 一 (Pl
一

3 )显然满足
.

另对任 一 a〔R
,

当a > 0时有

F
。 : , ,

(t )= H (a (t/ a 一 (x
,

夕))= H (t/ a 一 (x
,

梦))二 F
: , ,

(t/ a )

当 a = 0时
,

有F
a : , ,

(t) = H (t )
, 当 a < 0时有

(2
.

1 )

:
· , , ,

(,卜。(一介二
+ (X

,

y )
))
一H
G 二

+ (戈
,

。)
)
一卜F 一 ,

(二
+

)
故条件 (Pl

一

4) 成立
.

当 t> (
、 一

卜,
, : )时

,

对任意的 t , ,

t Z
〔尸

,

其满足 t ; + tZ
= t

,

目
_

t l卜(二
, : )

, t Z

> (月
, z )

.

于

是有

1 = H (t一 (, + 夕
, :
))= F

二 十 , , :

(t )= 刀 (H (t
, 一 (二

.

: ))
,

H (t
:
一 (夕

, :
)))

= s u p J (F
: , :

(
s
)

,

F , , :

(r ))
习+ r= t
s r〔R

当 t( (二+ ,
, z
)时

,

对任意的 s , r〔R
, s + r = t

,

无论 s > (二
, 之)(故

r < (g
, z
))或

s ( (*
, : )

,

都有

F
, * , , :

(r) = H (t一 (x + 夕
, :
))二 o = su p 刀 (H (

s一 (二
, :
))

,

H (
r 一 (,

, :
)))

‘ + r ~ r

、
,
r( R

故条件 (Pl
一

5) 成立
.

结论得证
.

三
、

评 注 与 比 较

设(E
,

歹
,

刀)是一概率内积空间
.

令 8 为夕的值域
,

即

吕= {F
‘ , ,〔勿

: “
,

夕〔E }
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对任意固定的
z 〔E

,

令

8
:

= 笼F
二 , :

〔勿
:

正E }

现在 吕
:

中依下面的方式引进元素的加法和数乘
:

a
·

F
: , :

= F
a : , z ,

F
. , , ¹ F

, , : = F
二 + , , :

(3
.

1)

于是有下面的结果
.

命题 1 设 ( E
,

歹
,

刀) 是具连续 t
一

范数J 的概率 内积空间
.

则集合 8
。

依 (3
.

1) 中 的 运

算构成线性空间
,

而且 8
:

是 E 的同态象
.

证 由概率 内积空间的定义易知 8
:

对 (3
.

1) 中的运算是封闭的
,

而且有

( i ) F
二 , :

O F , , :

二F , , : O F
二 , : ;

( 11) (F
, , :

O F , , :

)O F 。 , : = F
‘ , :

0 (F , , :

¹ F 。 , :

) ;

( 111) 8
:

中有零元素F 。, :

= H
,

且

F
: , :

e F 。, :

二 F 。 , :

O F
: , :
二 F

二 , : ;

( iv ) 对每一元F
二 , ;
〔名

:

有逆元F
一 : , :

〔吕
: ,

使得

F
‘ , :

e F
_ : , :

= H
。

( v ) (a口)
o

F
: , :

= a 。

(口
o

F
: , :

) ;

( v i ) a o

(F
二 , :

¹ F , , :

) = a o

F
二 , 名o a o

F , , : ;

丈v 11) ( a + 刀)
。

F
: , :

= a o

F
: , :

e 月
o

F
‘ , : ;

( v 111) l o

F
二 , :

二F
: , : ;

( ix ) 0 o

F
, , :

= 11
.

因而得证 昌
二 , : 〔E 是一线性空问

.

令

叭 ~ F : , :

易知对任意的
a
泪〔R

, 二 ,

梦〔E 有

劝(a 二 +如) = a o

势(二 )O刀
。

劝(夕)

故 8
: , z 〔百是 E 的同态象

.

命题得证
.

现在 g 中按下面的方式引人偏序
“

(
” :
设F

,

G 〔8
,

则F ( G 当而且仅 当F (t) > G (t)
,

V t〔R
,

若记

<二
,

, > = F
二 , , (二

,

, 〔E )

于是由条件 (Pl
一

1) ~ ( Pl
一

5) 和命题 ] 有

( i ) <% ,

夕) 二<夕
, % ) (丫劣

,

夕〔E ) ;

( ii ) < ,
, x >夕万

,

又< , , x > = 万片
% 二口

.

(11 1) < a x ,

夕>二 a 。

<‘
,

夕> ;

( iv ) <二+ g
, 之> = <戈

, 之>。<乡
, z >

.

故我们这里所定义的概率内积与通常的内积是极为 协调 一致
.

四
、

概率内积空间的 S c hw ar z 不等式

定理 飞 设 (E
,

歹
,

刀 )是一概率内积空间
.

设刀满足条件
:
刁 ( t

,

约夕t,

任意的 u , v〔百
,

和任意的 t> o , s> 0 ,

有

F 。 , 。

( ts + )》刀 (F
。 , 。

( t
“) , F

。 , 。

(5 2

) )

( 以后称 ( 4
.

1) 式为概率内积空间中的 S c hw ar z 不等式 )
.

V t〔〔0 ,

1〕
。

贝IJ对

( 4
.

1)
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证 令a = 一 s
/ t

,

于是 a t+ 。= 0
.

令 a = F
。 , 。

(
: 么)

,

b二F
a 。 , 。

(
a ts )

, c = F
a 。 , 。 。

(a
ZtZ

)
.

于是

由条件(Pl
一

1 )和(Pl
一

5 )有

o = F
。 + 。 , , 。 十。 。

((
a t + : )

“

)) 刀 (刀 (a
,

b )
,

J (b
, c
))

= 刀 (a
,

J (刀 (b
,

b )
, c ) )多刀 (a

,

J 戈b
, c )) (4

.

2 )

另由J (t
,

t) 夕 t ,

V 泥 [ 0
,

l〕
,

易于推出刀) J 二 .

其次有
c 二 F

a 。 , 。 ,

(a
么t名)二 1 一F

。 , 。 。

(a t Z + )= F
。 , 。

(t
拾

)

b二 F
a 。 , 。

(
a t: )= 1一 F

。 , 。

(t
: + )

于足由 (4
.

2) 即得

0乡刀 (F
。 , 。

(
5 2

)
,

J (1 一F
。 , 二

(t: + )
,

F
。 , 。

(t
么

)))

二J (J (F
。 , 。

(
5 2

)
,

F
。 , 。

(t
Z

))
, 1 一F

。 , 二

(t
s + ))

(因刀夕刀。 )) J (F
。 , 。

(
5 2

)
,
户

’。 , 。

(t
名

))+ 1一F
。 , “

(t
s + )一 1

故 自
‘

F
。 , v

(t
s + )乒刀(尸

、 , 。

(s
名

)
,

户
’ : , 。

(t
名

) )

定理得证
.

五
、

M e n ge r概率内积空间及其拓扑

定义 2 设(E
,

歹
,

刀 )是
一

概率内积空间
,

其中J 是连续的并满足条件 J (t
,

t) ) t ,

V 桩

〔0
,

1〕的t
一

范数
.

再设对任意的 t> O
, s> 0 ,

下面的不等式成立
:

F
。 , 。

(t
s )少口 (F

, , 。

(t
z

)
,

F
v ‘, 。

(:
z

)) (V
u , 。〔万) (5

.

1 )

则称(E
,

歹
,

J )为 M e n g e r 概率内积空间
.

定义 3 (E
,

f
,

刀 )称为概率赋范空 间
,

如果E 是 一实线性空间
,

J 是一t
一

范数
,

f是百、

勿的映象 (以
一

}; 记f(劝 ~ f
二

)且满足条件
:

(PN
一

1 ) f
:

(t)二月 (t)
,

丫t〔R 当而且仅当二二口;

(PN
一

2 ) f
:

(o) = o ;

(PN
一

3 ) 对
一

切 a 〔R
,

a 寺。
,

有

f
a :

(t) = f
:

(t/ ia {) (V t> 0 ) ;

(PN
一

4 ) f
二 十 ,

(t
: + tZ )) 刀 (f

‘

(t
; )

,

f
,

(t
:

) ) (丫t ; ,

t Z

> o
, 二 ,

, 〔百)
.

定理 2
一

没(百
,

歹
,

J )是一 M e n g e r 概率内积空 间
,

则它是概率赋范空间
.

证 借助于映象贾
,

定义 映象 f
:
百。 勿如下

:

f
二

(才)一干
、
F

0

: , 二

(t
“

)

(才簇 0 )

(t> O)
(5

.

2 )

下
一

证由 (5
.

2 ) 式定义的 f 满足条件 (PN
一

l) 一 (PN
、

4 )
.

事实上
,

条件 (PN
一

l) 一 (PN
一

3 )分别由条件 (PI
一

3 )(PI
一

]) 和 (P卜 4 )得出
.

对 任意给定的
二 ,

, 〔E
,

t , > o
,

tZ

> o
,

令 a 二F
: , :

(t})
,

白一F
: , ,

(t lt
Z

)
, e二 F

, , , (t里)一于是由 (Pl
一

5 )知

f
: 十 , (才, + t: )“户

’ : 十 , , : 、 , ((t , + tZ )
“

)

》刀 (J (a
,

b)
,

刀 (b
, e ))= 刀 (

a ,

了 (
c ,

J (b
,

b )))

笋J (
a ,

J (c
,

b )) = 刁 (J (a
, e )

,

b ) (由(5
.

1 ))

》J (J (
a , e

)
,

J (
a , e ) )) 刀 (

a , e
)

= J (f
二

(tl)
,

f
,

(t
:

))

定理 证毕
.



关 于 概 率 内 积 空 间 。7 。

因 M e n g e r 概率内积空间是概率赋范空间
,

因而它是由邻域系 {U
,

(
。 ,

幻
,

P〔E
, : > O

,

几> 0} 所导出的拓扑犷的 H a us d o r ff 拓扑空间‘“」,

且

U
,

(
。 ,

凡)二 {正E
:

f
二 一 ,

(
。
)> 1 一几}

故 (E
,

歹
,

刀 )中的 点列 {
.

: 。

}称为犷
一

收敛于 二
,

如果对任给的 。 > O
,

几> o
,

存在 N 二N (。
,

几)
,

当儿乡N 时有

f介
一

式。 )> l一 几

其中 f 山 (5
.

2) 定义
.

定理 3 设 (E
,

夕
,

J ) 是
一

M e n g er 概率内积空间
,

则对任意 的 序 列遥u
,

}已E
,

当 un

写。时
,

对任一 v ( E 和任给的 。> o
,

; > o
,

存在 N 一 N (
。 ,

灼
,

当 。) N 时有

F
“

,
,
。

(
:
)> 1一 几

证 山
一

于 刀(
‘:

,

z )二 a , a〔〔o
,

1〕目J 连续
,

故对任给的 。> o
,

之> o
,

存在 a ,

b〔(0
,

z )
,

使得
‘

J (1 一
a ,

l一 b)> 1一 之 (5
.

3 )

又因F
。 , ”

(产)是
·

分布函数
,

故存在 t。> 0
,

使得

F
。 , 。

(t若)> 1 一 b

义 因
。。

g 。
,

于是对满足 (5
.

3 )
.

式的 。 和刁t。
,

存在 。。 ,

当 。) n 。时
,

有

F
u , ,

: , 。

((
。
/ t

。

)
“

)> 1一 a

于是由 (5
.

1) 即得

F
, , , ,

。

(
。
)二F

, 、。
,

: ,

(
。
/ t

。
·

t。)) 刀(F
。。

,
‘, ,

(
。
/ t

。

)
“ ,

万
’ 。 , 。

(t{) )

) J (1一
a ,

l一 b )> 1 一元 (刀〔E )

定理 4 设(E
,

梦
,

J )是一 M e n g e r 概率内积空间
,

且满足条件
:

F
二十 , , z

(t )簇刀
关
(F

. , :

(r )
,

F
, , :

(s )) (V t〔R ; 二
,

夕
, : 〔刀 ) (5

.

4 )

其中 t= r + : ,

J
关

是J 的共扼范数
,

即

J 芳
(
a ,

b ) = 1一J (l一 a ,

l一 b ) (V
a ,

b〔[ 0
,

1〕)

再设 。 ,

了
u 。〔百

,

则对任一 v〔E 有

11n in fF
: , , ,

。

几 ) 。

)) F
, 艺。

,
: ,

(才) (才〔R )

若 t 是 尸
u 。

,
。

的连续点
,

则有

1in F
u 。 ,

。

(t )二F
, 名。

,
。

(t)
刀 一 ) , 。

证 因刀连续
,

以J (a ,

l) 一 a
(
。〔〔o

,

I D
,

故对任一。> 0
,

存在几> O
,

使得

J (l一几
,

F
: ‘。

,
。

(t一 。))> F
Z, 。

,
。

(t一
。
)一

。

而且当‘飞。时
,

有才功
.

另因 。 ,

多
“。

,

即 。。

一 “。

万0
.

故由定理 :
,

对任给的 。> o和满足前式

的几> 0
,

存在 n 。 ,

当 n ) 炸。时有

F
。。一 u , ,

。

(
: + )) F

, j。一 : ; , ,
。

(
。
)> 1一 几 (5

.

5 )

因而有

F
Z、, .

。

(t)乒刀(F
u , 一u 。

,
。

(
。
)

,

F
:矛。

,
。

(才一
。
))

) 刀(1一几
,

F
u 。

,
。

(t一
。
))> F

, 了。
,
。

(t一
e
)一

:
(V

n ) n 。
) (5

.

6 )

另由条件 ( 5
.

4) 有
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F
。 , 。

(t)二F
u 。一 。。+ 。。

,
。

(t )( i一刀 (1一F
。 :
一 : :。

.
。

(一
:
)

,

l一F
“。

.
。

(t+
。
))

= 1一J (F
。。一 。 , ,

。

(。+ )
,

1一F
u。

,

。

(t +
。
)) (5

.

7 )

因(E
,

夕
,

J )是M o n g er 概率内积空间
,

故J 满足条件刀 (t
,

t) 》 t (V ( 〔0
,

1 ] )
,

因而有刁夕刀。 .

于是由 (5
.

7 )

F
:, , .

。

(t)簇1 一 (F
: , 0 一 :‘。

,

。

(。+ ) + 1 一F
u 。

,
。

(t+ :
)一

= 1一 (F
。。一。。

,
。

(。+ )一 厂
u 。

.
二

(t +
。
))

注意到 (5
.

5 ) 和 (5
.

6 )
,

由上式即得

F
u 。

,
。

(t一 :
)一

。< F
u 。 ,

。

(t)< 凡+ F
了, 。

,

:

(t +
: )

故有

1in in f F
, ‘。

,

。

(t)乒F
, 之。

,
:
·

(t一 。)一 。

协 一) ‘(

1in s u p F
: ‘。

,
:

(t)簇F
:不。

.

:

(t + 。)+ 几
月 一) ~。

于上 两式中让‘飞O
,

故 也方飞O
,

即得

1in in f F
:才:

,
。

(t)) F
u 。

,
;

(t ) (t( R )
游一) ‘心

lin s u p F
。。

.
。

(t)簇F
u 。

,
。

(t + ) (t〔R )
伟 - ) 。。

若 t 是F
。 。

,

。

的连续
l

奴
,

由上两式即得结论 (i 1)
.

定理证毕
。

六
、

正 交 }呀

定义 4 设 (百
,

歹
,

刀)是一概率内积 空 间
, u , 。〔(E

,

夕
,

J )
.

称 “ , 。 是 正 交 的
,

如 果

F
。 , ,

(t) = 11 (t ) (丫t〔R )
.

乡
一

卜记为 u土v .

定理 5 概率 内积空间(E
,

夕
,

刀 )上的正交性
,

具有如下性质
:

( i ) 8上 u ,

丫 u〔E ;

(11 ) u土 。
,

互!I{ v 上u ;

(111)
u 上u ,

则 u 二口;

(iv )
。土 u ‘

(‘二 l
,

z
,

⋯
, 。)

,

则 u土乙
u ‘;

(v) 若 “土 。 ,

则对任一 a 〔R
, u 土 a 内

(v i) 若 (E
,

夕
,

刀)是一 M e n g e r 概率内积空间
,

且满足条件 (5
.

4 )
.

再设。二

写
“ , 。土u.

(“ = 1
,

2
,

⋯ )
,

而 目
.

F
。 , ,

是 一 连续的分布函数
,

则 。土“ .

证 结沦( i )一 (111)由条件 (Pl
一

4 )
,

(Pl
一

2 )和 (Pl
一

3 )直接 可得
.

另因

F一 会
。‘

(‘)二 (F一
: ¹ F · , ·2¹ ⋯¹ F 之才

.
。 ,

) (‘)
名一 l

二 (H O H 。 ⋯。万) (t) = H (t)

故性质 ( iv ) 得证
.

若 “土 。 ,

则对
一
切 a〔R

,

当 a ) O 时有
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F
。 , 。,

(t)

显然有

F
。 , 。 ,

(t)

有

= F
。 , 。

(t/ a )= H (t/ a ) = H (t ) (丫t〔R )

当 a = 0 时
,

= H (t) (V t〔R )

当 a < O 时
,

F一“, 一 ‘一 F一(二
+

)
一 1一 H (

O (当 t( 0 )

(当 t> 创
= H (t )

1

故性质 (v) 得证
.

下证性质 (vi ) 也成立

由定理 4 (ii) 得知

万 (t) =

事实上
,

因 。土 u ,

(
n = 1, 2 )

, _

目 F
。 , 。

是连续的分布函数
,

故

1in F
。 , ,

乙,

(t )二 F
: , 。

(t) (V t〔R )
月 一)

、

心

即 “上 v .

定理得证
。

[ 1 〕

[ 2 〕
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Abstra e t

In this p a p e r a n e w d e fin itio n fo r Pr o b a b ilist ie in n e r p r o d u e t sp a e o s 1 5 g iv e n
.

B y

v ir tu e o f this d e fin itio n , so m e eo n v e r g e n e e th e o re m s ,

S eh w a r z in eq u a lity a n d th e o r th o
-

g o n a l e o n e e p t fo r p r o b a b ili st ie in n e r p r o d u e t s pa ee s h a v e be e n e s ta b lis h e d a n d i n tr o d u ee d
.

M
o r e o v e r ,

th e re la t io n s h ip b e tw e e n this k in d o f sp a e e s a n d p r o b a b ilis tie n o rm e d sp a e e s

h a s b e c n e o n s id e r e d a ls o
.


