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摘要:  基于 Stroh公式和表面阻抗张量理论, 提出了研究界面滑移波动态失稳问题的一种新的方

法# 该方法将表面阻抗张量概念推广到复波速域,并将摩擦接触界面上的边界条件以表面阻抗张

量表示# 最终将边值问题化归为求解一个复多项式在单位圆内的根# 以弹性半空间与刚体平面

相对稳态摩擦滑移为例进行了详细的分析,导出了一个 4 次复特征方程并讨论了方程在单位圆内

解的特性,给出了滑移界面波失稳条件的显式解析表达式# 
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引   言

近年来,摩擦问题中出现的失稳或不适定性成为研究的热点
[1~ 5]# 研究表明,两个相异弹

性体(或弹性与刚性体)稳态相对滑移时,即使界面摩擦系数是常数, 也会出现动态失稳# 这种

不稳定性归因于界面滑移波传播失稳性的破失# 这一现象在干摩擦断层的滑动中可能起着重

要的作用,因而值得做深入的研究# 本文将考查一个弹性半空间和一个刚性平面摩擦滑移时

的失稳问题,文献[3]曾研究过相似的问题# 本文的目的有两个: ( � ) 发展一种基于 Stroh公

式的新方法,希望该方法进一步用于解决一般各向异性问题; ( � ) 给出界面滑移波的显式失

稳条件,而文献[3]的方法较难做到这点# 

在研究各向异性弹性固体的界面波问题中, Stroh 方法已得到广泛的发展和应用[6~ 9]# 

/表面阻抗张量0这一重要概念的引入, 使得界面波理论的描述一目了然# 在本文中,通过将波

速向复数域的扩展, 把/表面阻抗张量0概念用于研究摩擦边界条件下的界面波失稳问题# 作

为初步分析,首先考查各向同性的情况# 
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1  问 题描 述

如图 1,考虑一个均质的各向同性的线弹性半空间和一个刚性平面摩擦接触# 定义一个

固定的正交参考坐标系 ( e1, e 2, e3) ,原点在弹性体边界上, e2轴的正方向指向面外# 刚性平

面承受外加均布正应力 R0和切应力 S0, 并以恒定速度 V 向着 e1轴的反方向运动# R0/ S0的比

值等于摩擦系数 f k# 另外,我们假设: 1) 恒定滑移速度 V大于界面上动态扰动速度的绝对值,

这样就不会出现局部黏着; 2) 外加正应力 R0大于界面上扰动应力的幅值, 这样就不会出现局

部分离# 

图 1 刚性平面与各向同性弹性半空间稳定摩擦滑移

弹性体内扰动的位移场及其应力场分别用 u( x, t ) 和 R( x , t ) 表示# 考虑到假设 1) 和

2) ,则界面 e2 # x = 0上的边界条件可以写为

  u # e2 = 0, (1)

  ( R # e2) # ( e1- f k # e2) = 0# (2)

上述问题将借助 Stroh公式和表面阻抗张量求解,以下先简单地介绍一下 Stroh公式和表

面阻抗张量# 

2  各向同性介质中复波速域的 Stroh公式

对于一般各向异性介质, 运动方程为

  Cijkluk , jl = Q�i , (3)

其中 Cijkl 为弹性刚度张量, Q为介质密度, Stroh
[10]
发现具有如下形式的任一位移场

  u = Af ( e1 # x + pe2 # x - vt) (4)

是方程(3)的一个可能的解# 其中 v为波速, p 为待定的复数, A为与p有关的极化矢量# 注意

到解(4) 是与 e3 # x 无关的,即这个解表示的是 e1_e2平面内的平面波# 将(4)代入(3),得到

  ( e1 e1) + p [ ( e1 e2) + ( e2 e1) ] + p
2
( e2e2) - Qv2I A = 0, (5)

式中 I 是 3 @ 3的单位矩阵,矩阵( ab ) 定义为

  ( ab ) = a#C#b# (6)

可以证明 ( ab ) = ( ba)
T
, 其中上标 T代表转置# Stroh定义了一个 6维的特征向量:

  F= ( A , L)
T
, (7)

其中
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  L = - e2 # C # ( e 1+ pe2) # A =

    - [ ( e2 # C # e1) + p ( e2 # C # e2) ] # A# (8)

这样(5)就被化为一个 6维的特征值问题

  NF= pF, (9)

其中 N 是一个 6 @ 6的矩阵:

  N = -
( e2e2)

- 1
( e2e1) ( e2e2)

- 1

( e1e2) ( e2e2)
- 1

( e2e1) - ( e1 e1) + Qv2 I ( e1 e2) ( e2 e2)
- 1

# (10)

如果波速 v取0与/极限速度0 v̂
[ 6] 之间的实数, N有三对复共轭特征值pA( A= 1, 2, ,, 6) ,并且

pA = �pA+ 3( A= 1, 2, 3,上画线表示共轭) ,其伴随特征向量表示为( AA, LA)
T# 

如文献[7]中定义如下矩阵:

  S = -
1
PQ

P/ 2

- P/ 2
[ ss ]

- 1
[ sr ] dU, Q = -

1
PQ

P/ 2

-P/ 2
[ ss ]

- 1dU# (11a, b)

其中 r = e1cosU+ e2sinU; s = - e1sinU+ e2cosU, 则

  [ ab ] = a # ( C- Qv2 e1 ª I ª e1) # b# (12)

可以证明 AA和LA之间存在着如下线性关系
[ 6, 7] :

  LA = - iZAA   (当 Im( pA) > 0) ; ( 13a)

  LA = iZ*
AA   (当 Im( pA) < 0) ; (13b)

其中 Z 和Z
* 就是我们所提到的表面阻抗张量,其定义如下[ 6, 7]

  Z = - ( Q
- 1

+ iQ- 1
S) , Z

*
= - ( Q

- 1
- iQ- 1

S)# (14a, b)

当 v 取 0与 v̂ 之间的实数时, Z(或 Z
*
) 是一个Hermite张量,并且 Z

*
= �Z [ 6, 7]# 该张量在界

面波理论中有重要的作用[7~ 9]# 

以上所介绍的 Stroh公式中,波速 v 假设为实数# 然而, 我们发现当 v 取一个虚部不为零

的复数时,上述 Stroh 公式依然有效# 这里, N 的 6个特征值 pA一般不再两两共轭, 但方程

(11) 所定义的矩阵 S 和Q 依然成立,虽然它们是复数矩阵# 按照文献[ 6] 中的推导, 可以证

明,在 v 取一个虚部不为零的复数时,以下重要结论仍然成立:

  Q
2P

0
pA( U)dU=

2Pi   (当 Im( pA) > 0) ,

- 2Pi   (当 Im( pA) < 0)# 
(15)

因此, 式(13)所描述的 LA和AA之间的关系依然成立# 但是,我们应注意到由(14) 所定义的

Z(或 Z
*
) 不再是Hermit ian阵(因此 Z

* X �Z )# 为了验证 Stroh公式向复波速情况的扩展,考

查一个特殊情况 ) ) ) 各向同性弹性材料# 这时有

  C1111 = K+ 2L, C1212 = C2121 = L, C1122 = C2211 = C1111- 2C 1212 = K, (16)

其它弹性常数为零, K, L是 Lam�常数# S 和Q 可以由(11a, b)计算得到:

  S = -
1
PQ

P/ 2

- P/ 2

v
2sin2Ucos2U

c
2
2- v

2sin2U
-

v
2sin2 Ucos2 U

c
2
1 - v

2sin2 U
+

    
c
2
2cos

2U
c
2
2- v

2sin2U
-

( c
2
1- 2c22) sin

2U
c
2
1- v

2sin2 U
e1 ª e2+

    
v
2sin2 Ucos2 U

c
2
2- v

2sin2U
-

v
2sin2Ucos2U

c
2
1- v

2sin2 U
-
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c
2
2sin

2 U

c
2
2- v

2
sin

2
U
+

( c
2
1- 2c22) cos

2U

c
2
1- v

2
sin

2
U

e2 ª e 1 dU, ( 17a)

  Q = -
1
PQ

P/ 2

- P/ 2

cos2U
Q( c

2
2- v

2sin2 U)
+

sin2U
Q( c21- v

2sin2U)
e1 ª e1+

    
sin2 U

Q( c
2
2- v

2
sin

2
U)

+
cos2 U

Q( c
2
1- v

2
sin

2
U)

e2 ª e2+

    
1

Q( c22- v
2sin2U)

e3 ª e3 dU, (17b)

其中 c1 = ( K+ 2L) / Q, c2 = L/ Q# 计算上式中的积分(详见附录) ,得到

  S =
z2
2

-
z 1
2

-
c
2
2

v
2

2z 2
z 2- 1

-
c
2
1 - 2c22

v
2

2z 1
z 1+ 1

e1 ª e2+

    
z 2

2
-

z 1

2
-

c
2
2

v
2

2z 2

z2 + 1
-

c
2
1- 2c

2
2

v
2

2z1

z 1+ 1
e2 ª e1, ( 18a)

  Q = -
1
Qv2

2( z 1+ z 2)

( z 2- 1) ( z1 + 1)
e1 ª e 1+

2( z 1+ z 2)

( z 1- 1) ( z 2+ 1)
e2 ª e2 +

    
4z 2

( z 2- 1) ( z1 + 1)
e3 ª e 3 , (18b)

其中 z j ( j = 1, 2) 是函数 gj ( z ) = v
2
z
2
+ 2(2c2j - v

2
) z + v

2在单位圆内的零点,即有 | z j | < 1# 

为了得到 Z(或 Z
*
) ,需要计算 Q

- 1和 Q
- 1
S 的表达式,结果如下:

  Q
- 1

= - Qv2
( z 2- 1) ( z1 + 1)

2( z 1+ z 2)
e1 ª e1 +

( z 1- 1) ( z 2+ 1)

2( z 1+ z 2)
e2 ª e2 +

    
( z 2- 1) ( z1 + 1)

4z 2
e3 ª e 3 , (19)

  Q
- 1
S = - Qv

2 ( z 2- 1) ( z 1+ 1)

2( z 1+ z 2)

z 2
2 -

z 1
2 -

c
2
2

v
2

2z2
z 2- 1 -

c
2
1- 2c22

v
2

2z 1
z 1+ 1 e1 ª e2+

    
( z 1- 1) ( z2 + 1)

2( z 1+ z 2)

z 2
2

-
z1
2

-
c
2
2

v
2

2z 2
z 2+ 1

-
c
2
1- 2c22

v
2

2z 1
z 1- 1

e2 ª e1 # (20)

由(14)可以得到用 z j 表示的表面阻抗张量 Z(或 Z
*
)# z j 和复波速v 之间的关系由附录(A6)

式给出# 接下来,将把问题转化为求解关于 zj 的方程# 

3  问 题求 解

表面波解可表示为下列 Stroh形式的位移场:

  u = 6
n

A= 1
AAEAexp[ ik ( e1 # x + pAe2# x - vt) ] , (21)

其中 k为正实数, pA的虚部必须为负,以确保上述位移场能够表示所有振幅随 e2# x y ] 时按

指数衰减的简谐波# 法向为 e2 平面上的面力可以写为

  t = R# e2 = - ik 6
n

A= 1
LAEAexp[ ik ( e1 # x + pAe2# x - vt) ]# (22)

界面 e2 # x = 0上的位移和面力的幅值为

  U = 6
n

A= 1

AAEA, T = - ik 6
n

A= 1

LAEA# (23)
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由(13)式所给出的 LA和 AA的关系可知

  T = kZ
*
U# (24)

由边界条件(1)可知 U# e 2 = 0, 即

  U = B1 e1+ B2 e3, (25)

其中 B1 和 B2是未知常数# 由边界条件(2)得

  [ kZ
* # ( B1 e1+ B2 e3) ] # ( e1- f ke2) = 0, (26)

再考虑(14b), (19)和(20),得

  if k =
z 2( z 1+ 1)

z
2
2- z 1

,   | z j | < 1# (27)

联合(27)和( A7),我们可以得到一个 4次方程:

  az
4
2+ bz

3
2+ cz

2
2+ �bz 2+ �a = 0, (28)

其中

  
a = J+ if

- 1
k ; b = - (1+ f

- 2
k ) + 2i(2J- 1) f

- 1
k ;

c = 2f - 2
k (1 - 2J) + 2(1 - J)# 

(29)

通过解方程(28)求得 z 2, 再由

  z 1 = z 2
z 2+ if - 1

k

1 - if- 1
k z 2

(30)

解得 z 1# 至此,原问题转化为在单位圆中寻找复系数方程(28)的根# 复波速可以由下式计算

得到:

  v = ?
2c2

2 - ( z 2+ z
- 1
2 )
或 v = ?

2c1

2- ( z 1+ z
- 1
1 )

# (31)

4  结果和讨论

本节将对方程(28)进行详细的讨论并且给出波速 v 存在的显示判据# 从方程(28) 可以

发现:如果 z 是(28) 的根,则 1/�z 也是(28) 的根# 当 | z 2 | X 1时,我们称 1/�z 是根 z 的/伴随

根0,并称一对根( z , 1/�z ) 为/伴随根对0# 方程(28) 的根只有3种情况: (A) 两对根(即4个根)

都在单位圆上, | z 2 | = 1; (B) 一个根在单位圆内,它的伴随根在单位圆外,剩下的一对根在单

位圆上; ( C) 两个根在单位圆内,它们的伴随根在单位圆外# 

令 z 2 = e
iH
, 其中 H可以是复数# 于是可将(28)化为

  2[ Re( a) cos2H- Im( a) sin2H] + 2[Re( b ) cosH- Im( b ) sin2H] + c = 0# (32)

引入 x = sinH= ( z 2- z
- 1
2 ) / 2i, 可进一步将其化为一个实系数 4次方程:

  a0x
4
+ a1x

3
+ a2x

2
+ a3x + a4 = 0, (33)

其中

  a0 = 4( J2+ f
- 2
k ) , a1 = 4f - 1

4 (f
- 2
k + 4J2+ 1 - 2J) ,

  a2 = ( f
- 2
k + 1) 2+ 4J(6Jf - 2

k - 5f- 2
k - 1) ,

  a3 = - 8Jf - 3
k ( f

2
k + 2 - 2J) , a4 = - 4Jf - 4

k (f
2
k + 1- J)# 

相应于情况(A)、( B)或(C),方程(33)可能有 4个实根、两个实根加一对共轭复根或两对

共轭复根# 

首先, 对于实际的弹性材料, Poisson比 M= (0, 1/ 2] , 因而容易证明由 4个根的乘积所得
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到的 a4/ a0 是负数# 所以,方程(33)不可能有两对共轭根, 即情况( C)不可能# 情况(A)和( B)

则由方程(33)的判别式
[11]
:

  $ = 4
a
2
2

3
- a1a3+ 4a0a4

3

- 27
2a

3
2

27
+ a0a

2
3+ a

2
1a4-

a1a2a3

3
-

8a0a2a4

3

2

(34)

来区分# $\0时导致情况(A),反之, $< 0时导致情况(B)# 图 2显示了在参数 (M, f k) 平面上

的这两种情况# 

图 2  参数 (M, f k ) 平面上波速 v 存在的区域

其次, 利用(30)来计算 z 1# 数值实验表明, 当摩擦系数 f k < 1时, 对于 | z 2 | < 1, 总有

| z1 | \ 1# 

根据以上分析,可得到结论: 当且仅当 $< 0并且 f k > 1时,方程(30) 和(33) 在单位圆内有

唯一一对根( z 1, z 2) (即复波速 v 存在),如图2中阴影区域所示# 

最后,我们来考查复波速 v 的实部与虚部之间的关系# 为此,就情况( B)中考虑方程(33)

的根与系数的关系:

  x 1+ x 2+ x 3+ x 4 = - a1/ a0 < 0, ( 35a)

  x 1x 2( x 3+ x 4) + x 3x 4( x 1+ x 2) = - a3/ a0 > 0, (35b)

  x 1x 2x 3x 4 = a4/ a0 < 0, ( 35c)

其中 x 1, x 2是(33) 的两个实根, x 3, x 4是( 33) 的一对共轭复根# 由上述关系容易证明: ( � ) 因

为 x 3x 4 > 0,故有 x 1x 2 < 0; ( � ) 无论 x 1+ x 2正负, x 3+ x 4< 0(即,Re( x 3) 或 Re( x 4) < 0) 总

成立# 由该结果, 能够进一步证明: 当 z 2 是方程(28) 的一个不在单位圆上的根时, 必定有

Im( z 2) < 0# 再根据方程(31) ,可以得到结论 Im( v) #Re( v ) > 0# 也就是说,沿 e1反向(即 V

的方向) 传播的滑移波的幅值, 随时间呈指数衰减; 反之,沿 e1正向即( V 的反向)传播的滑移

波的幅值,随时间呈指数增长# 这种振幅逐渐增大的界面滑移波将导致自激震荡式的动态失

稳,文献[2, 3]对此做了详细的讨论# 值得注意的是, 当这种波引起的局部的动态扰动速度大
于稳态滑移速度 V 时,失稳将导致界面发生黏着 ) ) ) 滑移式的运动# 这种行为值得做进一步

研究# 

5  总   结

本文发展了一种新的方法,用以研究弹性半空间和刚性平面间界面滑移波的动态失稳问

940 李   楠    汪  越  胜    于  桂  兰



题# 这种新方法与Martins等学者所使用的方法[3]完全不同# 这种方法建立在 Stroh 公式和

表面阻抗张量理论的基础上# 而问题本身被转化为寻找复系数多项式在单位圆内的零点问

题,并且得到了滑移波失稳条件的显式表达式# 这一新方法的优势之一就是可被直接用于解

决各向异性问题# 

本文中的方法可以被直接推广运用于求解两个相异弹性半空间之间类似的界面滑移波失

稳问题# 此问题可以化为在单位圆内寻找一个高于 4次的多项式零点# 虽然关于界面滑移波

失稳条件的显式表达式可能很难获得, 但是可以很容易地用数值计算来研究失稳的特性# 

附   录
观察(17a, b)发现, 在 S和 Q 的积分表达中包含了以下四类积分:

  I 1 = Q
P/ 2

- P/2

1

c2j - v2sin2U
dU, I 2 = Q

P/ 2

- P/2

cos2U
c2j - v2sin2U

dU,

  I 3 = Q
P/ 2

- P/2

sin2U
c2j - v2sin2U

dU, I 4 = Q
P/2

- P/ 2

sin2Ucos2U
c2j - v2sin2U

dU# 

首先来计算积分 I 1# 利用留数定理,积分 I 1可以写为

  I 1 = R+z += 1

- 2idz

v 2z 2+ 2( c2j - v 2) z + v2
= R+z += 1

- 2idz
gj ( z )

=

    R+z += 1
f j( z ) dz = 2Pi 6

k= 1

Res[ f j ( z ) , zj k] , ( A1)

其中 Res[ ]表示留数; zj k是函数f j( z ) 的奇点,即函数 gj ( z ) 在单位圆内的零点# 函数 gj ( z ) 的零点可以表示

为

  zj1 =
- 1 + 1 - v2/ c2j

1+ 1- v 2/ c2j
; zj2 =

1+ 1- v2/ c2j

- 1 + 1 - v2 / c2j
, ( A2)

它们之间有关系

  zj1 @ zj2 = 1; zj1+ zj2 = 2[ 1- 2( cj/ v )
2]# ( A3)

由上述可以看出, 除非 v是一个大于等于cj 的实数,否则总有一个零点在单位圆内,另一个在单位圆外# 在特

殊情况下,即 v \ cj 时, 两个零点将同时落在单位圆上# 而当 0 [ v < c2 = v̂ 或者 v 是一个虚部非零的复数

时,总有单位圆内的零点, 并用 zj 来表示( | zj | < 1)# 因此,得到

  I 1 =
4P
v2

zj

z 2j - 1
, | z j | < 1# ( A4)

用相似方法,可以得到

  I 2 =
2P
v2

zj

z 2j - 1
; I 3 =

2P
v2

zj
zj + 1

; I 4 = -
P
2v2

zj , | z j | < 1# ( A5)

根据(A2), 可得

  
c2j

v2
= -

(1 - zj )
2

4zj
, j = 1, 2# ( A6)

再由上式便可导出关系式:

  
(1 - z 2)

2z 1

(1 - z 1)
2z 2

=
c22

c21
=

1- 2M
2(1- M)

= J, ( A7)

其中MI (0, 1/ 2] 是 Poisson比# 
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Analysis of Dynamic Instability of Interfacial Slip

Waves Based on the Surface Impedance Tensor

LI Nan
1
,  WANG Yue_sheng1,  YU Gui_lan2

( 1. Inst itute of En gin eer ing Mechanics , Beijing Jia otong Univer sity ,

Beijing 100044, P . R . China ;

2. Depar tment of Civ il En gin eer ing , Beijin g J iaotong Un iv er sity ,

Beijing 100044, P . R . China )

Abstract: A new method relying on the Stroh formulism andthe theory of the surface impedance ten-

sor was developed to investigate the dynamic instability of interfacial slip waves. The concept of the

surface impedance tensor was extended to the case where the wave speed is of a complex value, and

the boundary conditions at the frictionally contacting interface were expressed by the surface

impedance tensor. Then the boundary value problem was transformed to searching for zeroes of a

complex polynomial in the unit circle. As an example, the steady frictional sliding of an elastic half_

space in contact with a rigid flat surface was considered in details. A quartic complex characteristic e-

quation was derived and its solution behavior in the unit circle was discussed. An explicit expression

for the instabilility condition of the interfacial slip waves was presented.

Key words: frictional contact; slip wave; instability; Stroh formalism; surface impedance tensor
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