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摘 要

本文考虑下述藕合型对流
一

扩散方程组的奇异摄动边值问题
:
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木文提出两种方法
:

一种是初值化解法
,

用这种方法
,

原始问题转化成一系列没有扰 动 的一

阶微分方程或方程组的初值问题
,

从而得到一个渐近展开式 ; 第二种是边值化解法
,

用这种方法
,

原始问题转化成一组没有边界层现象的边值问题
,

从而可以得到精确解和使用经典的数值方 法 去

得到具有关于摄动参数 e一致的高精度数值解
.

一
、

引 言

考虑下述藕合型对流
一

扩散方程组的奇异摄动边值问题
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在物理中
,

方程组通常是两种相向流动的流的线性数学模型
,

例 如
,

固体电子学中电子

和空穴的相向流动
。

近年来
,

随着固体 电子技术与大规模集成电路的发展
,

关于上述问题尸
。

的

研究越来越为人们所重视
.

最 早
,

L
.

R
.

A b ra h a m sso n ,

H
.

B
.

K el ler 和 H
.

O
.

K re iss 建立了

其解的一个渐近展开式和一个数值方法 (参见〔1〕)
.

他们给出了如下结果
:

(1) 一个具有如下
「

形式的解的渐近展开式

斧

钱伟长推荐
.
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在文献〔1〕中
,

存在许多迄今末解决和需改进的问题
.

首先
,

渐近展 开 式 (1. 4 ) 中系数
v ‘(劝

,

、 ,

(对
。)和 z ‘

((1一劝 /
。
)的计算是非常复杂的

,

没有给出统 一的计算公式
,

因此
,

渐

近展开式 (1
.

4 )不适 」
二

使用电子计算机自动地计算
。

其次
,

数值方法的精度太低
,

巨关于摄

动参数
。是不一致的

.

为了解决上述问题
,

我们提出两种新方法
.

第一
,

给出了一个幂级数形式的渐近展开式
.

其中的系数分别满足一组一阶微分方程或方程组的初值或边值问题
,

他们具有统一明晰的形

式和易于计算的特点
,

能够在计算机上实现 自动计算
.

因此
,

这种方法具有明显的使用价值
.

第二
,

给出一种新的边值化解法
.

运用这类方法
,

尸
。

的解分解成一组没有或有非常弱的边界

层的边值问题的解
,

从而精确解或高精度近似解被合成
.

尤其重要的是
,

我们可以使用经典

的高精度数值方法去得到关 f 摄动 参 数
。一致的高精度数值解

,

和很好的描述解在边界层的

性态
。

墓本方法是使用
“

边界层函数
”

分解与合成奇异摄动问题尸
。

的解
。

第二节叙述了如何使用
“

边界层 函数
”

分 解 尸
,

成 一 组
“

不完全边值问题
” ; 第三节和第四节给出了第二节所提问题的

刊值化
.

与边谊化解法
.

第五节给出 一些先验估计
.
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上述三个边值问题有两个重要的特点
:

第一个是它们的边值条件不完备
,

因而称为
“

不

完全边值问题
” ; 第二个是强制边值条件仅在次边界层端给出

.

因此
,

我们可以使用一些技巧

去解满足给定边值条件
,

但有很弱边界层或甚至没有边界层效应的解
,

从而我们能解决那些

由于边界层现象而使经典数值方法变得无效的问题
。

三
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P
。
1一 3的初值化解法

根据主次边界层的之间的差异与边值条件的形式
,

我们形式地将
v , tD 和 : 写成如下幂级
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,

如果三个脚标中的一个小于零时
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6) 的形式是简单和统一的
,
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电子计算机上连续自动地计算
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1一3 的边值化解法

第三节 由(3
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a) 通常仅在
。的一个非常小的范围内给
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￡的 高 精度解的方法
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法
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即补足适当的自然边值条件去求尸
。

1~ 3 的没有或仅有非常弱边界层现象的解
.

设
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,

(4
.

2 b) 四个根中的一个

与 (4
.

2 。)四个根中的一个
,

分别记作几
l 夕

几
2 ,

几
。 ,

几
、 ,

趋于又
1 ,

又
2 ,

几
3 ,

几
4 .

由下面的方程组解出相

当特征向量
。

‘

份
“

少妙
一 O

,

‘
坟

‘
,

2 , 一 飞
沙‘ 1 1

+ 人3
月

, + 万 ,
)以

。
= 0

,

ts 凡二1
: 十 乙,

月
: 十 万: )瓦

4
= 0

声

如果B 是可逆矩阵
,

则

(4
.

4 )

”一 C
l e ‘ p [ 几

! ‘〕汀
1
+ C

Z e ‘ p [只
2 %〕‘

2 + B
一 ‘
F下

功 = C
3 e x P〔几3 x 〕瓦

3 , 2 = C
‘ e x P[ 几

‘x 〕反
、

(4
.

5 )

是尸
, 1~ 尸

.

3的一组没有边界层的解
.

使用边值条件我们得到

C
l“1

+ C :“2
+ c

3“3
+ C

‘

6 2“4
一“一 B

一 ’
F

_

下
C

, e x p [兄
,

〕‘
,
+ C

Ze x p〔几
2

] 厄: + C
o
d , e x p〔几

3

〕反
。
+ C

‘e x p [ 几
4

〕叮
‘
= 刀一 B

一 ’
F ,

(4
.

6 )

这是一个四阶线代数方程组
.

求得C‘
(‘一 1

,

2
,

3
,

4 )后
,

我们即得 到 P
。

l一尸
。

3 的精确解
.

于

是
,

求解常系数方程组尸
。

的过程转变成一些线性代数计算过程
。

借助于(4
.

3 )求(4
.

2 )的当e , O

时有界的四个根
,

然后求 (4
.

4 )的相应的特征向量
,

最后解线性代数方程组 (4
.

6 )
.

当尸
.

是变系数方程组时
,

完全消除边界层是困难的
.

我们采用下述三种方法去处理P. 1~

尸
。3

。

(A ) 对系数作简单延拓
.

设
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扩散方程组的奇异摄动边值问题 1 1仑宁

A
‘

(0
, 。
)

姓
‘

(
二 , 。

)

A ‘
(1

, 。
)

““‘
, ·, 一

{
B

‘

(0
,
e

B ,
(x

, ￡

B ‘
(1

, e

) r F (0 ) (x 《 0 )

)
,

户
’

(x )一 {召(
‘) (o《x 《‘) (‘

·

7 )

)
气
户

’

(1 ) (x 》1 )

!
J
、

t
一一

、、矛沙

忍劣

J

矛.、

A

一般说来
,

这类延拓仅保持连续性
.

假定延拓(4
.

7) 是足够光滑的
,

即A
‘,

B ‘
和F在x = O

,

l点的直至充分高阶的导 数 均 为

零
。

在这种情形
,

当我们在〔一 刁
,

1 十们 (刀> 0) 上解尸
.

1~ 尸
.

3时
,

它们的解在〔一刀
,

1 + 们上是

足够光滑的
。

首先考虑尸
.

1
.

设想尸
.

1的全部解自然地在保持满足方程的条件下延展至 〔一刀
,

1 + 刀〕
.

在

〔一 刀
,

0〕和〔1
,

1 + 刀〕内
,

P
.

1是下述常系数方程组
:

: 。 “
+ 月。

(0 )
v ‘+ 几(0 )

。= F (o)

e。“
+ A 。

(1 )
v ‘+ B

。

(o )
。= F (1 )

(一 。《 / 《。)
_

下
(1簇 “( 1 + 刀)

户

(4
.

8 )

根据上面关于常系数方程组的讨论
,

我们知道特征值问题

‘
“

犷
‘+

州
。

‘O’十”
。

‘。”
“一 。 飞

(
。4 叮 + 4 月

。

(i )+ B
。

(l))口二 O J

(4
.

9 )

分别有两个特征值几
, ,

凡和J
, ,

万
: ,

它们 当
: , o时保持有界并趋向于下述退化特征方程 (

。= o )

的特征根义
: ,

夏
:

和戈
: ,

冗
:

d e t (义月
。

(o ) + B
。

(o ))二 o
,

d et(戈A
。

(i )+ B
。

(1 ))= o (4
.

1 0 )

并分别有两个相应的特征向量
“ , ,

叭和 。 , ,

‘: ·

当我们能够容易地得到 (4
.

5) 的两个没有边界层的特解时
,

例如 当 B
。

(0)
,

B 。
(l) 两者均

可逆时
,

取沪 = B 石
‘

(o)F (0)
,

护 = B ;
’

(1 )F (l)
,

因为我们要选择尸
。

1的没有边界层的解
.

所

以
,

在 (一刀
,

o )和 (1
,

i + 刀)中
, 。应有下述形式

v 二C
: e x P以

, 义] u ,
+ C

: e x P[之
: % 〕u

:
+ v 解

。二口
, e x p〔万

, 二] 。
,
+ 亡

: e x p [万
2二〕打

:
+ 。‘

从代数方程组

(一刀< , < 0 )

(l< 戈< 1 + 刀)
(4

.

1 1 )

v
(o )= e

,。 ,
+ C

Z。:
十 v‘

(o )
, 。

(1 )二口
; e x p [牙

,

〕。
,
+ 口

2 。x p〔J : ] 、
2 + 。‘ (1 ) (4

.

1 2 )

中解出C
l ,

C
:

和 C
, ,

C
: ,

则有

。
f(o)= 久

,
C l。

;
‘’+ 几

:
C

Z “
轰
‘’+ 。萝

‘

(o )

。
犷(z )= J ;

口
; e x p [ J

,

〕。;
, , + J Z口

2 e x p [ J
:

〕、基
2 ’+ 。, ‘

(z )

(4
.

1 3 a
)

(4
.

1 3 b )

其中 川, ’(‘
,

j= 1
,

2 )表示
“.的第j个分量

.

根据延拓的假定
, 。自然光滑 地延展到 〔o

,

1〕之外
,

所以 (4
.

1 3 a
)和(4

.

1 3 b )即是尸
.

1的没有边界层的解的两个自然边界条件
.

如果不容易得到沪和石气 我们首先解辅助问题尸fl
:

。u
ll
+ 万

。

(二 )“ + 万
。
(x )u = 户(x ) (一。< 二< 1 + 占

,

d > o )
、

U
,

(1 + 占)二 o
,

U
Z

(一 6 )二 o )

其中万
。

(
二
)

,

万
。

(劝和户(
二
)是A

。

(二 )
,

B
。

(二 )和F (
、
)的足够光滑的延拓

,

l + d的小邻域内为零
.

基于以上结论
,

我们在 (4
.

1 3 )中以 O代替 v 釜和否关
,

1
,

即给尸匀两个自然边值条件
.

解出U (劝
,

考虑新的尸
。

1 :

(4
.

1 4 )

目厂(二 )在
二 ~ 一 d 和

以一 d和 ] + 占代替。和
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、1.‘
户

l
眨戈哎0

。口“ + A
。

(戈 )
。, + B

。

(
、
)
。二 o

。 ,

(一)= 刀
,
一U

;

(l)一 d
, 脚 ,

(1 )一
: ,

(1 )
。:
(0 )= a Z

一U
Z

(0 )一 。
2

(0 )一占
2二 2

(o )

(吐
.

1 5 )

在(4
.

1 3 )中取
v 关 = 石关 ~ O

,

即补足了 自然边界条件
.

最后
,

原尸
,

1的解为 v + U
.

考虑尸
。

2和尸
,

3
.

在〔一刀
,

0j 和〔1
,

1十们 内
,

尸
。

2 和尸
。

3也是常系数方程组
:

。I
,w “

+ A
,

(0
, e
)叨

‘+ B
,

(0
, 。
)切 = 0 (一刀< x < 0 )

el
l田 “

+ A
,

(1
, e
)w

‘
+ B

I

(1
, 。
)。 = o (一< 二 < ] + 刀)

和

(4
.

1 6 a
)

(4
.

1 6 b )

。I
: : “

+ A
:

(0
, 。
)
: ‘十B

:

(0
, 。
)
: 二 0

。I
: : “

+ A
:

(1
, 。
)
二 ‘

+ B
Z

(1
, 。
)
: = 0

(一刀<
% < 0 )

(1 <
、< 1 + 刀)

(4
.

1 7 a
)

(4
.

1 7 b )

相应特征问题

(￡几
“
I
、 + 几月

,

(0
.

￡)+ B
,

(0
,

e )
’

)“二 0

(
。又

么
I

,
+ 兄A

I

(1
, 。
)+ B

,

(1
, 。
))云= 0

和

(e几
么
I

,
+ 几A

,

(0
,

￡)+ B
,

(0
,

￡) )“= 0

(
。义

“
1

2
+ 月月

2

(1
, 。
)+ B :

(1
, 。
))反二 0

分别有根 礼
,

兄
。

和 人
,

只
,

渔向于退化问题

d e t(叉A
,

(o
,

o ) + B
,

(o
,

o ))~ 。
,

d e t (戈A
l

(〕
,

o) + B
,

(1
,

o ))二 0

d e t(几A
Z

(o
,

o )+ B
Z

(o
,

o)) = o
,

d e t(冗A
Z

(1
,

o) + B
:

(1
,

o ))二 o

的根几
,

丸和瓜
,

虱
,

相应的特征向量是“3 ,

反。和 “、,

厄、 ·

我们应该选择具有下面形式的解
:

(4
.

1 8 a
)

(4
.

1 8 b )

(4 一g a
)

(4
.

1 9 b )

功 = C
3 e x p〔几

3%〕“
3 , z 二C

、 e x p [几
4% ] u

4

切 = C
3 e x P〔兄

3% 〕叮
3 , 之 = C

、 e x p〔兄
、% ] 。

‘

由下面方程

、 ,

(o )= c
o u乌

‘’,

山 ,

(1 )= 口
。 e x p〔万

。

〕: 石
‘、

: 2

(o )二e
4 。
深
2 ’, : 2

(1 )= 口
‘ e x p〔万

、

] 。;
“

、

解出C‘和C ‘
(i二 3

,

4 )
.

我们得到

段斌
,
} (4

.

2 0 )

(4
.

2 1 )

“监
“’

了山2 几U ) 二
1 、

功 里气U )

!
一

’

“ 3
一 ‘

{
功了“ , 一牙

3功 1

“’

{
功 :、1 , 一、

3

: :::
功 ,

(

、: t

(‘) 一 盗:认
一(1 )

{
: :、。,一

‘

:):
·:

:

(1 :

{
, 考‘。、_ 入

‘: :

(。)

(4
.

2 2 )

综合(4
.

]3 )
,

(4
.

1 5 )和 (4
.

22 )
,

我们 为尸
。

1一尸
。

3 补足了八 个自然边值条件
,

从而得到

了一个联立微分方程组的完备边值问题
.

尽管未知函数的个数增加 犷
,

但具有下述优点
:

(l) 它的精确解没有边界层现象
,

因此
,

一

可以使用经典的高精度数值方法求数值解
·

(2 ) 未知向量函数
。 ,

切和:
仅在区间〔o

,

1〕的端点相互联系
,

因此
,

方程的全离散代数方

程组的系数矩阵基本上是带状矩阵
,

容易求解
.
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(a) 误差估计的界仅与所使用数值方法的精度有关
.

这些优点扩大了解法的适用范围
.

由于(4
.

7 )通常不能保证延拓的足够光滑
,

延展解的某个高阶导数将在区间仁0
,

lj 的端点

产生间断
。

例如
,

当(4
.

了)〔C
￡时

,

延展解的 l+ 2阶以 上的导数会间断
.

在这种情形
,

延展解在

区间〔O
,

1 〕内部的性态不能由其外部的性态来推断
.

仅当 (4
.

7 )〔口 (l》 2 )时
,

我们才
一

可以使

用一般的具有两阶 以上精度的经典数值方法去解上述方程组
.

为了克服这些缺陷
,

我们使用下述方法
:

(B ) 足够光滑延拓
.

在〔一刀
,

1 十刀〕 (刀> 0 )
_

仁充分光滑地延拓A ‘与 B ‘
(‘一 1

,

2 )
,

使保持

A ‘
在[ 0

,

1〕中的特性并在二二 一刀和二一 1 + 叮的小邻域内为常矩阵
.

F (劝 也在〔一 刀
,

1 + 们 充分光

滑地延拓
,

并在两个端点的小邻域 内取值为零
.

在x = 一刀和 1 + 刀补充如下边值条件
:

{

{

。
f(一刀) = 几

,
C

, e x p〔一几
、刀〕。{

‘’+ 几
:
C

: e x p〔一元
: 。〕u是

, ’

。
f(l + 。) = 万

,

口
, e x p [ 一万

1

(1 + 。)〕。;
2 ) + 万

2

口
2 e x p
卜万:

(1 + 。)〕、轰
2 ,

u姿
么,

, 、 , . 、 。

“ .(
‘’

叨:
(一叮)= 于飞

、) 切 ,

(一刀) {
:
犷(一 刀)= 几

4

共
: 丫 : 2

(一刀)

功f(1 + 刀)= 兄
3 切1

(1 + 叮) 代
z
犷(一刀) = 人

4 : 2

(一刀)
, 。 .

, l , , _ 、
_ 了 u 蓄

一 ’ . 。 .

, , , _ 、
l

_ , , , _ 、 u 苏
‘ ’ _

, , , _ _ 、

切f(1 + 叮)“ 兄 3

共号
, 、田 ,

(1 + 刀) t 之 ,

(1 + 刀)二三,(
2 、 之2

(1 + 叮)一 U g
’ 一

”
’

、 ‘ 、

“ U 盆
‘ ’

(4
.

2 3 )

其中 几
‘,

万
‘, 。‘与、‘的意义与(A )中相应符号相 同

.

使用 (4
.

2 3 )在〔一。
,

」+ 们上解尸
。

1 ~ 尸
。

3
,

其解没有边值层
,

但其边值条件是交错着给出的
.

(C ) 从方程本身寻找
“

自然边值条件
” .

这种方法的思想是从方程或微分之后的方程 中略去含
￡的最高幂次的项

,

解出一阶导数

作为自然边值条件
.

例如
。
犷(o)二魂j

,

(o )一b
, ,

(o)
。 ,

(o)一 b
, 2

(o)
。 :
(o)}/

a ,

(o )
。
犷(1 )= 一 {f

:

(1 )一b
: ,

(1 )
。 ,

(1 )一b : :
(1 )

。2

(1 )} /
a Z

(l)

功了(i )= (b
, ,

(z )一
a
f(1 ))功

;

(1 )/
a *

(1 )

田:
(0 )= 一 。b

Z ,

(o)功
:

(o )/ (
a ; (o) +

a ,

(0 )
a Z

(o ))

切省(x )= 一{。(b《
:

(1 )。
,

(1 ) + b
: ,

(1 )切犷(l)) + (
a ;

+ a ; a :

)
产

(l )阴
:

(z )} / (
a ; (1 ) +

a ,

(1 )
a :

(1 ))
z
犷(o )= 一 (b

: :
(o )+

a
犷(o ))

: :
(o )/

a Z

(0 )
:
r(0 )= 一 {。(b f

Z

(o )
二:
(0 ) + b

lZ

(0 )
z
犷(0 ))

+ (
a 孟+ a : a :

)
‘

(o )
: ,

(0 )} / (
a 孟(o) +

a ,

(o )
a Z

(o ))
: ,

(l)= 一 eb
, :
(1 )

: 2
(1 )/ (

a ; (1 )+
a ,

(1 )
a :

(1 ))

(4
.

2 4 )

、

⋯
.

、
了

⋯
/

(4
.

2 4 )是近似自然边值条件
,

其误差界是O (
。
)

.

我们
!

,l’以得到误差为O (澎)的自然边值条件
,

但其形式相 当复杂一般讲
,

满足 (4
.

24 )的尸
。

l一尸
。

3的解的边界层现象已是相 当弱的
.

五
、

先 验 估 计

本节考虑尸
。

的解的存在唯一性和第三节中展开式余项的估计
.
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设
: ,

日毛= { (
“: , “:

)l
“; · “2〔H 洽〔”

,

‘〕}
,

(
“ , ”

)二}
。

(
“; ”:

+ “: ” :

)“‘

}!
·
l: 一 (

· , ·
)

,

,}
·
!}; 。一 ⋯{

一

会
,

:
+ }: }}:

,

A
,
(/ 卜 d A (劝

d戈
(5

.

1 )

·
(
· , ·

卜
·
(一

,

一卜合
〔(, · ,

一卜 (A 一
, ·
)〕一((

B 一

合
A ,

)一)
考虑齐次边值问题的尸

。

P曹
: e o ll

+ A (二 )
u ,

+ B (二 )
u = F (二 ) (o<

二< 1 )
, 。

(o )”
“
(i )= 0 (5

.

2 )

和下述变分问题刀
。 :

寻求屹H吉〔0
,

l] 使得
a
(
u , 。

)二一 (F
, v
) (V

。〔H ;〔0
,

1 ] )

定理 1 尸竺的解一定是刀
,

的解
, 反之

,

如果 u〔H告n C是D
,

的解
,

则一定是尸竺的解
.

定理2 如果

((B + B r 一A
,

)切
,

。 )( 一占l}。l}名 (占) o
,

丫。H台)

这个条件等价于刀+ B , 一A
‘

的特征值( 0
,

则D
,

存在唯一解
。,

且满足

(5
.

3 )

(5
.

4 )

·,,。:‘7愁
,,F ,}

。

(5
.

5 )

定理3 如果条件 (5
.

4 )满足
,

则对任何眨C
“,

下面估计式成立 :

.}·}}。;、

炎
、、、L一

+ !
·
(。) ! + }

·
(1 ) },

!!: !一 、

六
{ .!L

。

一 + }
·
‘”) , + ,

·
“ , , ,

(5
.

6 )

(5
.

7 )

其中K > 0是不依赖于
“和。的常数

,

11“100 = 贝a x !
“
(
x
) }

,

!
“
1
么
~ “{+ “ ;

,

L
ou = 。u “ + A (‘)

“‘+ B (‘ )
“

廿今口乓 1

〔1〕给出了如下定理
:

定理4 如果对退化问题

A (d + (i 一 2占)x )
u ‘+ B (d + (1 一 2占)

,
)
u = 0

“:

(1 )= 0
, u :

(0 )= 0

‘”< “< ‘’} (5
.

8 )

存在占
。> o使得仅有零解

,

则存在。。卜。
,

使对任何。< 。
( ‘和

“〔C气 下面先验估计成立

卜{}
.

。簇 K { I}L
o u li

。
+ l

u
(o ) !+ {

u
(1 )}} (5

.

9 )

其中K 是不依赖于。的常数
。

、.......1...、
J

⋯
/

设 u 二p , = (u 分声
M ,

U娜 , )
少

K P 皿

U 拼
, 二乙 E

护 . 0

乙
。舌6 犷

。:
(
·

;协+ 田、;、二 p

卜l:
“ 1

{
‘’d ‘

〕

+ 二; ;; 二 p

卜{;
“2

瞥
’ d‘

l) (5
.

1 0)

!乙
U 娜

M = 匕 乙
介. 0 , 一 0

k合犷d

十 :

踢认

佛 , 0

e x 。

〔
一

i

雪
(ha

+ 一枷XP 卜!:al {
‘’
川

;
“·

少幼



关于藕合型对流
一

扩散方程组的奇异摄动边值问题 1 1 3 1

通过计算我们得到

尸
目

必

L
。

U 二 ; , 二F + 。K 十 ‘

乙 乙 占全占TR
‘ , 二

(5
.

1 1 )
护. 0 加 一 。

其中

畔知一以
十 (功以 一“

1 :

(/ )? 瑞
。 )一 p

〔
一

芡
“‘

;
‘’dt

+ [ (x + 。
)
:

分;盗十 (2
a 2

(二 )+
a ,

(二 ))
:

劣孟+ (b
, ,

(二 )

+ ·
‘(

%
))

·

w
。〕一p

卜);
“ 2

{
‘’
川

R 六
。一。

粼
+ [ (1 + 。

)叨劣众一 (Z
a :

(二 )+
a Z
(二 ))切殊

+ ‘“
2 2 ‘/ ’一犷‘

% , , 叨胃
仍〕二 p

卜{:
一

鱼
了

, : ,

」
+ 〔·w盆一“

2 ,

(X )
·

、;
。〕二 p

卜l;
口

借
‘’d ‘

}

(5
.

1 2 )

边值是

P 」4 K P

U 分声* (o )= a , + 。K 弓
一

‘

艺 艺 d犷d ; :

分;
。
(o )+

。d梦
+ ‘

艺 艺
。“ 。全:

二知(o )
’

乡. 0 饥 . 0 七‘ 0 夕= 。

尸 卫 K P

U娜* (0 )= a :
+ 。x “ 艺 艺 d全d警叨W

。
(0 ) + 占犷

+ ‘

艺 艺
。舌 d望z

荡 (0 )
, 一 0 价 . 0 k . 0 护. 0

(5
.

1 3 )
/1
.....,.......曰

l
.

ar
门.了K 盆 P 卫

U 分; 、 (1 )= 刀
; + d f

斗 ‘

艺 艺
。. d誉叨是节

。
(1 )+

。K + ’

乙 艺 d犷d T <1 )
(1)“丫杯

二 (1
舌 . 0 仇 . 0

P 卫

护一 0 仍 二 0

K 卫

U娜
,

(1 )= 刀
2 + 。K 十 ’

乙 艺 d贫d省叨料
.
(1 ) +

ed f
+ ‘

乙 乙
。k

d

, . 0 饥 . 0 ; 七 . D 饥 一 0

定理 5 设分。 = u 一U KP ,
,

则存在C > O
,

使得

(1 ) 当(5
.

4 )满足时

省阴澎
。
(l)

}le 二 , , }{。告
一 C
乓

,

—
_ 二

一

护
￡
{: K 十 ’

Q K p , + 占犷
十 ‘ 。二 , 二 + d犷

+ ‘尸x , , 于

11
e 二 , , !{oo (

C

了百
{。K 十 ‘Q K 尸 , + df

十 ’ : 、 , , + d犷
十 ‘尸二 , , 于

(2 ) 当定理4条件满足时

le二 , , }l。( C {。K + ’

Q、 , , + 6犷
十 ‘r K , 二 + d梦

十 ‘* 二尸, }

其中

P 盆 P 卫

Q}
, 、 = }IE E 占犷占: R ‘ , , 11云+ 1乙 E 占犷d :

z

劣
。
(o ) }

么

户. 0 价 一 。 护一 0 仍 . D



1 1 3 2 羊 丹 平

P 」f P
」
甘

+ j乙 乙 d犷d蓄。球
二
(o ) !

2 + l乏二乙 6 r乙犷:

分扩
。
(1 ) }

么

尹. 0 爪 二 0 尹 . 0 机 = O

P 万

十 }乙
争. 0

江;d蓄d曹阴式
, 。

(1 ) {
艺

饥 目 0

K 卫 K 卫

r
聂

, 。 = l
。

乙 乙
。k d省。是丫

二
(1 ) 4

“+ !卫 乙
。七 d今。孟梦

。
(1 ) !

“

七二 0 仇 = O k = 0 仍 , 0

K P K 尸

二么
r K P 卫 = l

e

乙 乙
。儿 d空z 论乍认(o )!

2 + }乙 乙
。无。犷: 云岌谙(0 ) }

2

舌一 0 , . 0 k . 0 尹. 0

定理5给出了渐近展开的余项估计
,

其误差界是O (产
十 ’十时

十 ‘
+ d犷

十 ‘
)

.

作者对于朱本仁副教授在本文研究中给予的指教谨表谢意
。

[ 2 〕

〔3 〕

参 考 文 献

A b r a h a m s so n
,

L
.

R
. ,

H
.

B
.

K elle r a n d H
.

O
.

K r e is s ,

D iffe r e n e e a PPr o x i扭a tio n

s in g u la r p er t u r ba t io n o f sy s t em o f O D E
, s ,

N 。从e r
.

M a th
. ,

2 2 (1 9 7 4 )
,
3 6 7一 3 9 1

.

朱本仁
,

奇异摄动问题的近似解法
,

应用数学学报
,

了
,
3 (19 8 4 )

,

3 73 一3 84
.

朱本仁
,

奇异摄动问题的高精度近似方法和数值方法
,

高等学校计算数学学报
,

3 (19 8 5 )
.

o n Sin g u la r Pe rtu rba tio n B o u n da ry
一

V a lu e Pro ble m o f

C o Up lin g T ype Syste m o f C o n ve e tio n -

D iffu sio n E qu a tio n s

Y a n g D a n 一p in g

(D
e Pa rto e 。亡 01 M a亡he o a蓄‘e s ,

S人a o d o 。夕 U ”‘。 e r s‘士,
,

Jio a 。)

Ab , t r时 t

In th is p a p e r w ( eo n s id o r tli e s in g u la r p e r tu r ba tio n b o u n da r y一v a lu e p r o ble m o f th e

fo llo w in g e o u Plin g t y p c sy s te m o f e o n v e e t io n 一 diffu s io n e q u a tio n s

。“

犷+ a ,

(x )。二+ b, ,

(二)
。, + bl Z

(二)
。 : = f

:

(二)
““鉴一。 ,

(, )“玉+ b : 工

(x) 。, + 。2 ,

(劝 。 2 一2
2

(二) (o令< 1)

u ,

(o)= a ; , 。 l

(l)= 刀
1

u Z

(o)= a : , 。 2

(1)= 刀
2

l!
‘、|舌‘

W
e a dv a n e e tw o m e t h o d s : th e fir st o n o 15 th e in itia l

一v a lu e so lv in g m e th o d
,

b y

w h ie h th e o r ig in a l b o u n d a r y 一 v a lu e Pr o b le m i、 e h a n g e d in to a s e r ie s o f u n Pe r tu r b e d

in it ia l一 v a lu o p r o b lo lz一 o f t h o f主r 、t o rd c t
·

o r d in a r J d iffo r on t ia l e q u a t io n o r sy st e m 5 0 t li a t

a 打 a s ym p to t ie ex Pa n s io n i、 o b ta in e d ; th e se e o n d o n e 15 th e b o u n da r y一v a lu e s o lv in g

m e th o d
,

by w hie h th e o r ig in a l p ro b le m 王5 e h a 且 g e d in t o a fe w b o o n d a ry一 v a lu e p ro ble m
s

ha v in g n o p h e n o m o n o n o f b o u n da r y一 la ye r 5 0 tha t th e e x a e t so lu t io n e a n b e o b ta io e d

a n d a n y e la s s ie : :1 n u m o rie :、1 m e th o d s ea n b e u se d to o b t a in th e n u m e r ie a l so lu tio n o f

eo n s ist a n t hig h a e e u r a ey w ith r e s p ee t to th e p e rt u r ba tio n p a r a m e te r :
.


