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摘 要

本文是文〔1~ 2 1的继续
.

本文讨论了塑性流动理论中的理想刚塑性材料的动力学问题
.

在引入

Di ra c 一Pau li 表象的复变函数理论后
,

我们可以得到用流函数和理论比例系数表示的一组 (两个)所

谓
“

一般方程
” .

本文还证明了塑性动力学问题的时间发展方程既非耗散型的
,

又非弥散型的
,

而

其本征方程却是以应力增量的偏张量为本征函数
,

以理论比例系数为本征值的定态 Sc hr 6 d in g er 方

程
.

于是
,

我们使非线性塑性动力学问题成为线性定态 Sc h r 6 di n g er 方程的求解
,

由此可以得到刚

塑性材料塑性动力学问题的通解
.

一
、

月lJ 台

塑性动力学问题的研究在工程技术中和地球物理学中有重要的实际应用
。

塑性动力学的理论模型有若干种
r3 ~ ‘“’.

为了便于理论分析
,

本文以塑性流动理论中的理

想刚塑性材料为研究对象
。

如果我们假定理想刚塑性材料的整个物体都处于塑性状态中
,

则以塑性流动理论为基础

的塑性动力学问题表现为下列一组非线性方程组
‘3 ’:

N av ie r方程 (这里暂不研究外场力问题 )
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O 二再
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(1
.

4 )

a,
.为应力增量

,

e, ‘
为应变增量

, 。 ,
为位移增量(‘

,

了
,

k二 1
、

2
、

3 )
,

兄为理论比例系数
,

k 为剪

钱伟长推荐
.
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切屈服极限
,

而a。= a /a 劣。
.

(1
.

2 )式中还隐含着不可压缩条件
e ““= a , ” 。二0 (1

.

5 )

本文中凡重复的角标按E in st ei n 约定求和
.

方程组(1
.

1) 式
、

(1
.

2 )式和 (1
.

3 )式共十六个标量方程
,

未知函数内
‘, e , ‘,

叭和 几也是

十六个
。

直接求解以上塑性动力学方程组是比较困难的
。

困难的来源除了文〔1 〕所指出的存在两

组非线性方程组之外
,

还存在着时间发展的因素
。

而且
,

由方程组 (1
.

1) 和 (1
.

2 )式可 以看

出
,

位移增量对时间的依赖关系
,

实际上与理论比例系数有关
。

这样
,

就便增添了塑性动力

学问题的非线性程度
。

由于这些困难的存在
,

限制了塑性动力学问题的长足发展
。

求塑性动力学问题精确解或通解的方法基本上也有三种
。

第一种方法是将塑性动力学问

题诸方程缩并成经典的数理方程
。

这种方法适宜于简单的塑性动力学问题
。

在处理这种问题

时
,

我们可以利用D ir a 。矩阵或 Pau h 矩阵
’“”~ “‘’

使方程降阶的性质
。

关于这种方法
,

可参阅

文 [1 ~ 2〕
,

本文暂不予以讨论
.

本文将着重讨论下面两种方法
。

第二种方法是将塑性动力学诸方程归并为所谓
“

一般方程
” ‘“2 ~ 幼 ’,

然后 找 出这些方程

的一些特解
LZ 毛’.

文〔2 2 〕将轴对称塑性变形问题归结为由五个方程决定五个未知函数 , 文〔2 4 〕

进一步将上述问题归结为由三个方程决定三个未知函数
; 文〔2 3〕更进一步将此问题归结为由

两个方程决定两个未知函数
。

可以证明
,

在通常应用数学范围内用所谓
“

一般方程
”

处理轴

对称塑性静力学或塑性动力学问题时
,

最少也要出现两个方程和两个未知函数
。

如果方程数

多于两个
,

则多于两个的未知函数必须由其他方程来协调
。

推而广之
,

对于三维塑性动力学

问题而言
,

一般来说最少也要出现四个方程和四个未知函数
.

当然
,

如果我 们 利 用 D ira c 一

Pau h 表象的复变函数理论
〔“5 ~ 邹’

,

则又当别论
,

可以证明
,

在这 种 方 法中
,

方程和未知函

数的数 目
,

都可以减少到两个
。

关于这一点
,

本文将展开讨论
。

第三种方法着眼于刚塑性材料塑性动力学诸方程中的 特 殊 结 构
。

在方程组 (1
.

1) 式
、

(1
.

2 )式和 (1
.

3 )式中
,

最引人注 目的是应力增量的偏张量
。

由于有这样的特殊结构
,

使我们

有可能采用一种极巧妙的办法
,

将非线性的塑性动力学问题
,

纳入线性的本征值问题之内
,

而其形式又与量子力学中的定态 Sc h r 6 di ng
e r 方程 〔“。一 33 ’相类似

.

当然
,

非 线 性塑性动力学

问题的时间发展
,

与线性弹性动力学问题的时间发展相比
,

是完全不同的
。

可 以看出
,

第三

种方法是最为方便的方法
.

它是本文的重点
。

在塑性增量理论的解求得后
,

通过按加载过程的程序积分
,

就能求得塑性 的 大 变形的

解
。

本文的结果
,

可 以推广到塑性流动理论中的其他各类材料的研究中去
。

其 原 则 是 相同

的
。

二
、

刚塑性材料塑性动力学问题中的一般方

程一D ira
c 一

Pau h 表象的复变函数理论

在塑性动力学中的应用

为了能利用 D ir ac
一

Pau li 表象的复变函数理论
,

使刚塑性材料塑性动力学问题中的一般

方程的数目减少到最低限度
,

我们必须引入除时间 公和三维空间二,
(k = 1

、

2
、

3 )之外的第五个
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坐标
,

即 K al uz
a “

鬼
”

坐标
〔“6 ~ 26 ’.

当到最后将第五维取为某一常数 (此常数通常取 为 0)

时
,

就表示问题是三维 (四维时空 ) 的
,

而五维方程同时还原为四维方程
,

犹如第三维取为

常数时
,

就表示问题是二维的
,

而方程同时还原为二维方程一样
。

第五维取为常数的哲学意

义
,

就表示不存在任何
“

鬼
” 、 “

神
” 。

但是在化简我们的方程时
,

先不 急 于取 第五维为常

数
。

借助鬼斧神工
,

可以给我们带来方便
。

引入 K a lu z a “

鬼
, ,

坐标 x 4 ,

我们将方程组 (1
.

1 )式至 (1
.

5 )式改写为

。, a
,

, 二 p a : v o
.

(2
.

1 )

二 , 一

杏(a
·。, + ”, 。·

卜“

(
a

·
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·
,

)

(
。

·
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专
。“
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“
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.
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(2
.

3 )

O == 外尹

e 声声= a 尹口声= 0

(a
、

刀= 1
,

2
,

3
,

4 )

在 (2
.

1) 式中
,

我们对每一个标量方程都再微分一次
,

然后依次相减
,

可得

a , a :
(a , ,
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)

将(2
.

6 a
)式至(2

.

6 d )式连加
,

我们有

a , a :

(。
: :
一口

: 2

) + 日
Z a。(a : 2

一a 3 3

) + a 3 a‘(a 3 3
一 a 4 ‘

) + 日
‘a ,

(a 4 4
一 a , l

)

+ (a委一a圣+ a , 。。一 a :。‘)a , :
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4
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3。 :
+ 口
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)

同时
,

方程 (2
.

3 )式可以被改写成
:
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)
“
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)
“
+ (a 3 3
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,
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.
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.
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份

式中协 为 F I位g g e
标准矩阵

〔“‘’,

})为二D ir a e
符号

〔“o ’.

由(2
.

9 b )式我们可反解出
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,
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。
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1 0 )

将 (2
.

9 )式代入(2
.

5) 式
,

此时不可压缩条件 (2
.

5) 式成为

a 。“。 + 于。反。= 0 (k二 i
,

2 )
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,
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,
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,
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.
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,
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一 a , 叮, + J
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现在
,

由(2
.

1 1) 式我们引入流函数叭

u , = 。‘。a。沪 (f
,

k = 1
、

2 )

同时有

。‘= e‘。百, 切 (i
,

寿= 1
、

2 )

式中 甲为实函数
,

￡‘。== i几占‘,

而a :

为 Pa u li矩阵『艺。’,

占‘
,

为 K r 6 n e e k e r 符号 〔3 4 ~ 3 5 ’.

将(2
.

1 9 )式代入(2
.

16 )式
、

(2
.

2 7 )式和(2
.

1 5 )式
,

得
:

a , ,
一 a : 2

= (一毋 + 鱿一 J全+ J里)中/ 2几

a 2 2
一。

3 3
= (2 a

l

百,一 2 a 2
百

2

)甲/ 2久

as
3
一 a 4 ;

= (鱿 一a ; + J圣一万; )甲/ 2久

口“一 J ; :
= (一 Za

,

J
,

+ 2 a 2

百
2

)甲/ 2几

a , :
一 a 3 3

= (一a圣+ a 孟一百圣+ J 委+ Za万
,
一 2 a 2

百
2

)甲/ 2几

几
2
一氏

4
二 (a呈一砒 + J圣一孔 + Za ;

J
,
一 2久吞

2

)甲/ 2又

和

。 , :
= 《川 + 鱿一吞l一百委)甲/ 4几

a : 3
= ‘(Za

,

百
2
一 Za :

百
;

)甲/ 4几

几
4
二 i(毋 + 砒 一J圣一百圣)沪/ 4久

, ‘,
= i(一 Za洒

:
+ Za :

于
1

)中/ 4久

a ; 3
= (a ; aZ

+ 百
,

百
2
一a :百

2
一 a :

万,
)甲/ 2几

口, 4
= (一 a

l
a。一J

;

于
2
一a 1

J
Z
一aZ

万;
)甲/ 2几

及

(a贯v ,
+ a梦。

:
+ a竺。

3
+ a萝

。‘一奸
。: 一a雪。

3
一 a竺。

‘
一 a贯。 ,

)

= 汉毗 一a圣一 J圣+ J ; )甲

将(2
.

14 )式
、

(2
.

1 5 )式
、

(2
.

2 1 )式
、

(2
.

2 2 )式和 (2
.

2 3 )式代入方程(2
,

7 )式
,

关子 甲和 久的非线性方程

(2
.

1 7 f)

(2
.

1 8 )

(2
.

1 9 a
)

(2
.

1 9 b )

(2
.

2 0 )

、.少声、.少、.‘了、.尸声、矛
矛

、,
产

21a21b21c21d21e21f

⋯⋯
222222

叮了、毛产‘、了.、
‘

‘
、.

了.、叮了、

(2
.

2 2 a
)

(2
.

2 2 b )

(2
.

2 2 e
)

(2
.

2 2 d )

(2
.

2 2 e
)

(2
.

2 2 f)

(2
.

2 3 )

我们得到

‘a , + ”‘+ a l

”1一 ”2“
2

)[专(a卜 J : ),

」
+ ‘”, + ‘, + ”!”

1
一 ”

2

百
2

)l; (”, 一 , 加]

十(”‘+ ”, 一J卜“, ,
〔4(a

1

“
1
一幼

2

,
司
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+ 2‘”
1
”

2 + ”
1

”
2

, [专‘
a l

,
2
一”

2

”
l

),

」

+ 2‘一 ”
1”2

+ ‘
1

‘
2
一”

1

‘
2

+ ”2

”
!

)「资(”
1”2

+ J
l

”
2

)*

〕
二 ZPa

:

(川 一a ; 一J : + J ; )切

(2
.

24 )式实际上是下列方程与其共扼方程的差
:

‘a , + ”, + a !

”
1
一”

2

‘
2

,〔凌
一

(a卜 , ; ),

〕
+ ‘”, + a , ,〔; (a l

‘
1
一a Z

“
2

),

〕
+ 2‘”

l
a

2
+ ”

1

, 2
)l奋(”

1

‘
2

),

〕
+ 2‘百

1‘
2
+ a Z

”
1

)「支(”
王”2

+ “
I

J
。

)*

〕
= Zp a :

(a圣+ 百; )中

关于 甲和 几的另一个非线性方程可 以从 (2
.

5) 式中得到
.

由(2
.

2 1) 式可知

(2
.

2 4 )

(2
.

2 5 )

{
汀3 3
一汀

4 弓

):
一

)
。主1一几

2

!:下
L口“一口

1 1 )
一

= L仃: : 一。
。3 )

一 7

(2
.

2 6 )

同时
,

由(2
.

2 2 )式可知
a 孟

.
= a 1

2 ,

a 二
,

= 。圣
,

(2
.

2 7 )

从而
,

方程 (2
.

5) 式可改写成

2 (a ; : 一 a 2 2

)
“
+ 2 (a : :

一a 3 3

)
“
+ (a ; ,

一 口3 3

)
“

+ (a 2 2
一 a 4 4

)
“

+ 8 (Za {
:

+ Z a 圣
3

+ a 圣
,

+ 。互
。

) = 8 k
2

(2
.

2 8 )

将 (2
.

2 1 )式和 (2
.

2 2 )式代入(2
.

2 5 )式
,

我们有

[ (a全一J孟)甲〕〔(J 呈一a盆)甲〕+ 2 (a摘
, 甲)

2

+ 2 (a :

百么甲)
2

+ 4 (a :万:甲)(aZ

J 、中)= 4 k从么
(2

.

2 9 )

其中等号左端每一项都是一个量与其共辘量的乘积
。

(2
.

25 )式和(2
.

29 )式组成刚塑性材料塑性动力学问题的所谓
“

一般方程
” .

这两个方程

中只有两个未知函数
,

即 甲和 几
.

如果用分离变量法来解这两个方程
,

则由(2
.

2 9 )式可 以看出
,

甲的时间因子 甲:

与 几的时

间因子久
:

是相同的
,

并且很容易从 (2
.

25 )式得到甲
:

的时间发展是

a。舜~ e o n st (2
.

3 0 )

(2
.

3 0) 式的结果是与塑性材料的刚塑性条件相吻合的
。

三
、

刚塑性材料塑性动力学的通解

刚塑性材料塑性动力学的通解
,

可 以从 刚塑性材料塑性动力学的本征方程中得到 , 而该

本征方程
,

又可 以从 刚塑性材料诸方程的特殊结构中导出
.

为此
,

首先
,

我 们 用 分 离变量

法
,

设理想刚塑性材料对时间的依赖关系是各向同性的
,

即



并仍用 。‘,

沈 惠

。 ‘= 月(t)汀
‘
(介 )

a , ‘= B (t )于
, ‘

(二
,
)

义= C (t)兀(介 )
a , ‘,

又来表示 石‘
,

莎, 。
,

无
,

则(1
.

1 )式
、

p 叭氏A 二助
。氏

。

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
.

3 )

(1
.

2 )式和(1
.

3 )式成为

(3
.

4 )

合
“(a , 。 ‘+ 。‘。,

卜B C“

(
a , 玄

一;
一

。“, ‘

)
。

2

(
a , ‘一

告
。“, !

)
’
一2““

(3
.

5 )

(3
.

6 )

要使方程 (3
.

6 )式在形式上与(1
.

3 )式保持一致
,

最方便的方法是令

B (t) = r (3
.

7 )

由此
,

如果方程(3
.

5) 式在形式上要与(1
.

2) 式保持一致
,

则必定有

A (t )= C (t) (3
.

8 )

对方程 (3
.

4 )式用分离变量法
,

顾及 (3
.

7 )式
,

我们有以下时间发展方程
:

p ao
A = i (3

.

9 )

积分后得到

A (t)= t/ p (3
.

1 0 )

(3
.

7 )式和 (3
.

1 0) 式的结果与(2
.

3 0) 式一样
,

是符合材料的刚塑性假设的
。

从时间发展方程 (3
.

的式或 (2
.

3 0) 式可以看出
,

刚塑性材料塑性动力学问题既非耗散型
,

又非色散型
。

力学问题的耗散或色散的唯一标志
,

就是其时间发展方程
。

由于 (3
.

9 )式
,

这时方程 (3
.

4 )式
、

(3
.

5 )式和(3
.

6 )式成为

。‘= ao J ‘;
、

(3
.

1 1 )

e , ‘一粤(。
, 。‘+ 。‘。 ,

) = , (
a , ‘一粤。。

, ‘

、
奋 、 J /

(3
.

1 2 )

(a,
‘

一冲
,

一
2“

(3
.

1 3 )

注意其中的d ‘,

。“
,

几实际上是认
,

厅。
,

叉
。

将(3 一1 )式代入 (3
.

1 2 )式
,

我们有

互
一

‘”
‘”·。 , · + ”, ”·a ‘·

卜“

(a
, 。一

合
”。, ‘

) (3
.

1 4 )

照顾到(3
.

13 )式
,

我们可以说
,

(3
.

1 4 )式是以丙
‘一日句

‘
邝为 本 征函数

,

几为本征值的定态

S e h r 6 d in g e r方程
,

而(3一 3 )式是定态S e h r 6 d in g e r方程(3
.

1 4 )式的归一化条件
。

方程 (3
.

1 4 )式等号左端不是。, ‘一日几
。
/ 3的显式

.

为了将它改写成关于 a , ‘一日占, ‘
/ 3 为本

征函数的显式
,

必须进行一番运算
.

为此
,

我们先写出 (3
.

14 )式的展开式
:

a ,

(a : a : :
+ aZa , 2

+ a o a 。工

) = e , :

a Z

(a ; a ; 2
+ 日2 a 2 :

+ a 3 a : :

)= e Z :

a :

(a , a 3 1
+ a Z a : 3

+ a 3 a 3 3

)一
e 。3

〔a :。3

(吸
2
+ a 3 3

) + (a ; + a孟)几
3 + a , a : 。 3 ,

+ a : a : a , : ] / 2 = e : 。

(3
.

1 5 a
)

(3
.

1 5 b )

(3
.

i se
)

(3
.

1 5 d )
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[ 口
。a ,

(a 3。
+ a , ,

)+ (a孟+ a })a 3 : + 日:口3 a 」: + a , a : a : 3

〕/ 2 ~ e 3 1

[口, a 。

(J I , + a Z :

)+ (口l+ a至)J 1 2 + 口3 口I J 2 3 + 口。a 3 a 3 ,

〕/ 2 二 e 12

首先对 (3
.

1 5 a
)

、

(3
.

1 5 b )和 (3
.

1 5 e
)三式各再微分两次

,

然后依次相减 ;

(3
.

1 5e )和 (3
.

1 5 f) 三式各再微分一次
,

然后依次相减
; 于是我们有

a 二口互(a 2 2
一 a 3 3

)+ 日2 a 3

归孟一 日})a 2 3

一 a la :口3

(日
: 二 3 ,

) + a ,日z a 3

(口
。a 12

)一姚
e : :
一口; e 3 3

叫日{(u 3 3
一 a , l

)+ 己3 a ,

(口}一粼 )a 3 ,

一。
, a : a 3

(a 。。 工:

) + 口t口:口3

(a 工a 2 3

)= a re 3 3
一叫 e 工,

日l口; (。
l ,
一 a 2 2

)+ 日, a Z

(a ; 一创 )a , 2

一 a , 日: 日3

(a la 2 3

) + a l口: 日3

(日
: 。 3 ,

)= a ; e , ,
一叫 e : :

a , a Z。。(J : 2
一 a 3 3

) + a ,

(a ; 一 a 圣)二
: 。

一 a l(日
Z a 。,

) + a }(a 3 a , 2

)= 2 (a 3 e l :
一 a : e 3 1

)

a : aZa 3

(a 3 3
一 J ; ,

)+ a Z

(a 圣一姚 )a 3 ,

一口; (日
3 a l :

)+ a孟(a , a : 3

)= 2 (a , e : 3
一 d 3 e , :

)

a月
2日。(J , 工

一 a : 2

) + 口3

(a 孟一a犷)。
, 2

一O孟(a ; a 2 3

)+ a孟(a Za 。;

) ~ 2 (口
: e 3 1

一 日
, e : 3

)

令

(3
.

1 5 e )

(3
.

i sf)

其次对 (3
.

1 5 d )
、

(3
.

1 6 a
)

(3
.

1 6 b )

(3
.

1 6 e
)

(3
.

1 6 d )

(3
.

1 6 e
)

(3
.

1 6 f)

(2口, ,
一 a : 2

一 J 3 3

)/ 3 = 了
一

玄娜
, ,

J Z。
= k劝

‘

(2 a 2 2
一 a o 3

一 a , ,

)/ 3 = 了一k劝
2 ,

a 3 ,
= k劝

。

(Z a s 3
一 a : ;

一 a Z :

)/ 3 = 了恋k劝
3 ,

a l :
= 秃劝

。

(3
.

1 7 )

则 几
:
一 a 3 3

二了 玄
一

k (叻
:
一劝

3

)
a 3 3
一 a , ,

= 了 2 掩(劝
3
一劝

,

)

J I ,
一 a Z :

= 了厄k(劝
、
一势

2

)

(3
.

1 8 )

将 (3
.

1 7 )式和 (3
.

1 8 )式代入 (3
.

1 6 )式
,

并对(3
.

1 6 d )
、

一次
,

然后写成矩阵形式
,

有

且劝= 交 (却 )

式中

(3
.

1 6 e
)和(3

.

1 6 f)三 式各再微分

(3
.

1 9 )

O P ; P互 一P ;P互 P
Z
P

。

(P孟一P ; ) 一P
,
P :P

3
P

,
P

Z
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Z
P

3
P

3
P

,
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,
PZP里
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Z
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工
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Z
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Z
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3
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‘
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:

P
3
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I
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。 0 P
I
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P

I
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3

P
I
P

Z
夕互 一P

I
P

Z
P互 0 一 P言P

;
PZP孟 夕孟(P孟一P ; )
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.

2 0 )

一P孟

0

P r

0

O

0

P孟
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从
一 ZP3P

I
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.
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一 2P
I
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I
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2

0 Z P
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P
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2
P
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22

)23六犷)))0
�
袱

、

崖nUnUnU
r..........皿..且.



5绝 沈 惠 川

夕~ ia。 (k = 1
、

2
、

3 ) (3
.

2 2 )

沪一 (功
、,

劝
z ,

劝
。 ,

势
‘ ,

劝
。 ,

势。)
T

(3
.

2 3 )

而(3
.

1 3 )式成为 砂的归一化条件

l势I
么
= 1 (3

.

2 4 )
矩阵艺还可以写成交左乘另一矩阵 户

,

即

且~ 对 (户) (3
.

2 5 )

由此
,

方程 (3
.

1 9 )式可以改写成

后 (户沪一几势)二 o (3
.

26 )

如果 劝具有非平凡解
,

则必定有

H 劝= 却 (3
.

27 )
式中

一P
3
P

I

0

一P
3
P

:

/ 2

一P IP
:

/ 2

一P
Z
P

3

/ 2

0

一P
I
P

:

/ 2

一P
Z
P

3

/ 2

一P
s
P

I

/ 2

一P
Z
P

3

一P沪
3

一 (P ; + P孟)/ 2

一P
,
P

:

/ 2

一P
3
P
工

/ 2

一P
3
P

I

一P IP
:

/ 2

一 (P孟+ P雯)/ 2

一P
Z
P

3

/ 2

一P
I
P

:

一P
I
P

Z

0

一PaP
,

/ 2

一P: P
3

/ 2

一 (Pf+ P孟)/ 2

(3

(3

PP川o

PP

一二

ll
n

se
一一

八

H

而 1劝1
2
一 1

,

, 一‘a
,

(k一 1

于是
,

我们重新得到 了 以 a , ‘一 日d , ‘
/ 3 为本征函数

,

程
.

定态 S c h r 6 d in g e r方程 (3
.

2 7 )式中的月算符是线性的
,

、

2
、

3 )

.

2 8 )

.

2 9 )

之为本征值的定态 S e h r 6 d in g e r 方

因此方程 (3
.

27 )式具有通解
.

将定态 S e h r 6 d in g e r 方程 (3
.

2 7 )式的通解代入(3
.

1 1 )式
,

或用文〔1 ~ 2〕中相同的方法
,

可 以求得位移增量 万‘ (‘= 1
,

2
,

3 )
.

全部问题即可顺利解决
。

从以上分析来看
,

刚塑性材料塑性动力学问题诸方程的特殊结构是导出定态S c
hr 6 d in g e r

方程的关键
,

而该定态S c h r 6 d in g e r方程的求解
,

又是全部问题的关键
.

不过
,

定态S c h r 6 d-

in ge
r方程的求解倒是比其他方法来得简单

‘““一“, , .

至此
,

我们已将弹塑性力学问题中的一些重要方程都化归为Sc h r 6 d in g e r方程乃至D ir ac

方程的求解
〔“吕~ ‘“’。
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