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摘 要

木文讨论由于脉冲和间断激励所引起的含有D ira c 函数和 H ea vi s de 函数微分方程的求解问题
.

首先
,

按照微分方程理论
,

我们建议把方程解表达为式灼二 x l

(O + 幻(l) H (t一 a) ; 然后
,

利用广

义函数性质
,

导出二 ,

(t)和幻(勺方程
,

通过求解、 ,

(t)和幻(t )来得到原来方程解x( 0
.

最后
,

对周期

脉冲参数激励问题进行了深入讨论
。

一
、

引 言

在非线性振动领域中
,

由于脉冲或间断激励存在
,

使得控制方程成为含有 Di
r
ac 函数或

H ea vi si de 函数的微分方程
.

求解这类方程是一件很 困难的事
,

尤其对于非线性情况
。

当外激励为脉冲函数时
,

二阶线性微分方程可用冲量定理求解
。

文献 [ 1 〕把此结果推广

到高阶线性微分方程
.

徐 皆苏教授在〔2 〕~ 〔5 〕中
,

利用广义函数的近似性质和Poi nc ar 亡映

射思想
,

处理了周期脉冲参数激励问题
.

本文打算对外激励和参数激励为脉冲和间断情况作

一些探讨
,

主 要工具为常微分方程理论
〔。’、 广义函数的性质

〔7 ’、

奇摄动方法
‘8”’和 P oi nc ar “

映射的思想
.

我们先把解 二 (t)表示成为 二(t )= 二 1

(t)+ 二 :

(t)H (t一 a )并导出二 ,

(t)和 二2

(t)的方

程 ; 然后通过求解
, 1

(约和二2
(约得到解以才)

.

最后
,

我们对周期脉冲参数激励问题作了深入分

析
,

指出现存结果仅仅是一些特殊结果
,

正确的答案是不定型的
。

对于在 t二 a 出现脉冲或间断的非线性振动问题
,

其控制方程变成含有j (t一a) 或H (t一 a)

的微分方程
,

我们把这类方程统一地化为一阶方程组
。

显然
,

除t= a外
,

方程的系数或非齐

次项都是连续函 数
.

按照存在性定理和延拓定理
,

我们可以认为方程 除 t二 。外在 Cl 空间存

在解
,

因此
,

我们可设想解的形式为
x (t)= 二 ,

(t) + 凡(t)H (*一 a ) (1
.

1 )

(1
.

1 )是方程在C空间中的广义 C a r a th e 6 d o r y解的推广
。

如果凡(a ) = 0
,

(1
.

1 )是广义的 C a r -

a th e 6 d o r y解 ; 否贝IJ二
2

(a )斗。
,

(1
.

1 )成为一类具有间断性质的解
·

显然在求 (1
.

1) 型解中
,

我们要遇到 H (t一a) 和创t一a)
,

为此我们给出这类广义函数的

两条性质
:

引理1 在广义函数
,

有

1
’ 、

H (二)= H
Z
(二)二⋯ = H

”

(二) (n
为任意正整数 )

李骊推荐
.



其中H (劣)为H e a v is id e 函数 ,

2
。 、

若f( 劝为充分光滑函数
,

则有

f (x )d ‘
” ,

(二 )= E (一 l )
” 一 七了璧、了

(一 。。
(。)。

‘。)
(二)

\ 污/

其中n
为整数

,

占(劣 )为D ir a e函数
.

引理2 在广义函数空间
,

占(二)为D ir a e 函数
,

则有H (二)
、

占(二 )
、

占
产

(, )
、

一
、

占‘
” ,

(二)是互

为线性独立的
.

二
、

外激励为脉冲或间断

外激励为脉冲时
,

控制方程可归结为

穷二 A 、 + 。
f(二) + 又占(才一 a ) (2

.

1 )

其中 x 和几为 n维矢量
,

f(x) 为阶数高于 1 的n维多项式
,

A 为
n x n 常数矩阵

,

0 < 。《 1 是小参

数
。

(2
.

1) 解的形式为
戈(t )== x :

(t )+ 二 :
(t)H (t一 a ) (2

.

2 )

要求
二 ;

(约满足方程

穷
,

(t)二A x :
(t) + 。

f(x ;

) (2
.

3 )

以及 x 的的定解条件
.

对于充分小
。 ,

用奇摄动方法找到 (2
.

3 )的一致有效渐近解
。

x ,

(t )= 雳
,

(t) (2
.

4 )

那么
,

二 2

(t) 应当满足方程

穷:
(才)万 (才一

a
)+ 二 2

(t)6(才一 a )二A 二 :

(才)H (t一 a )

+ 。〔f(牙
:
+ 二 :

H (t一 a ))一f (了
;

)〕+ 几j (t一 a ) (2
.

5 )

按照引理1和引理 2
,

得到

方:
(t )= A x :

(t )+ : 口(牙
:

(t )
,
二 :

(t))
,
劣 :

(a ) = 几 (2
.

6 )

利用奇摄动方法或者数值方法
,

解得

二 2

(才) = 牙 :
(才) (2

.

7 )

这样就得到 (2
.

1) 的解为

二(t )= 牙
工

(t) + 了
:

(t)H (t一 a ) (2
.

5 )

然后
,

考虑外激励为间断情况
,

即方程为

分= A 二+ e
f(二 )+ F (t) (2

.

9 )

其中F (约在 t= a处间断
,

_ 。P
:

(t ) (o < t《a )
F (t )= 悦

一
P: (t) (t> a )

(2
.

1 0 )

P
,

(t )和P :
(t) 是连续函数

。

(2
.

9 )能改写成为

穷= A 二 + ef (
二

) + P :
(t )+ 〔P

z

(t)一P
,

(t )」H (t一 a ) (2
.

1 1 )

类似于上述过程
,

我们也可建立 (2
.

9 )的解为以 t) = 劣 :
(t) + 二么(t) H (才一 a)

.

我们能得到如下结论
:

1
’ 、

(2
.

1) 解在 t= a出现间断
,

是一类具有间断性质的解
;
(2

.

9 )解是广义C a r at h e 6 d o
ry 解

·
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2
’ 、

泌(才一 a )导至 二 :

(t) 定解条件的非齐次性
,

几H (t一 a) 导至 二 2

(t) 方程的非 齐 次项改

变
。

3
’ 、

对于 n
阶线性或非线性方程

,

元创t一 a )都引起 二(t) 的(
n 一l) 阶导数的跃度为兄跳跃

;

可是
,

对于线性情况二 2

(t) 方程 与二
l

(t) 无关
,

对于非线性情况二2

(t) 方程依赖于 x l

(t)
.

这样必

然导至在非线性情况时出现复杂现象
。

三
、

参数激励为脉冲或间断

先讨论间断情况
,

此时方程为

分= A (* )二 + 。
f(x )

其中A (t) 在t = a 发生跳跃
,

即

(3
.

1 )

(3
.

1) 改写为

。A
,

(t )
A (t )二嘴

“

A
:

(t)

(0 < 才《a )

(t> a )

分= 〔A :
(t )+ (A

Z

(矛)一A
;

(才))H (t一 a )〕二 + 。
f(二 )

同样假定

x (t)= x ,

(t) + x Z

(t)H (t一 a )

其中二,

(t )满足

分
;

(t)= A ,
(t )二

:

(t )+ ef (二
:

)

把(3
.

3 )代入 (3
.

2)
,

得到下列定解问题

分
:

(t )二A Z
(t)x Z

+ [ A
:

(t )一A ;
(t)〕二

1

(t) + 。g (二
,

(t )
,

x Z

(t ))
、

x Z

(a )“ O ,

利用奇异摄动方法和数值方法求得 (3
.

4 )和 (3
.

5 )解
,

这样 (3
.

1) 的解就为

x (t)= 二 ,

(t) + 二 :

(t)H (二一a )

对于脉冲情况
,

控制方程为

分(t)二月 x + 只d (t一 a )x + ej (x )

假设

x (t)= x :
(矛) + 劣 :

(t )H (t一 a )

(3
.

2 )

(3
.

3 )

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

6 )

(3
.

7 )

(3
.

8 )

把 (3
.

5) 代入 (3
.

7 )
,

发现在 二2

(t) 方程中出现 万(t一a) d (t一 a) 项
.

由广义函数性质
,

我们知

道乘积H (t一 a) 创t一 a) 为不定型
,

因而二
2

(t) 也不能唯一确定
.

对此复杂情况讨论留在下节
.

通过上述分析
,

发现对于间断参数激励
,
二:

(t) 方程增加非齐次项
,

其定解条件 是齐次
.

这与外激励为间断情况一致
。

可是所增加的非齐次项对于外激励是与 x :

(t) 无关
,

对于 参 数

激励是依赖于二 ,

(t)
,

因此参数激励问题必须是更加复杂
。

四
、

讨 论

利用上面结果
,

我们讨论周期脉冲参数激励的问题
.

考虑方程组

奈一“
‘’“

(4
.

1 )



3 4

其 中 C (t )= A + B 乙 占(‘一才
1
一 2 二。 )

,

A 和B为
。 x n常数矩阵

.

按照p o in e a r。映射思想
,

我
, 几 . 一

二发〕

们只要讨论〔0
.

2二〕内的解
,

然后分析稳定性以及周期性
.

按照〔2一 3〕近似方法
,

在 t〔〔0
.

2二〕内的解在 t二 t l

处发生跃度为 砂 跳跃 ; 另一方 面依据

[4 一5 〕结果
,

解在 t二 t ,

发生跃度为I + B跳跃
。

如果按照本文方法
,

可假定

二二 , ;

(t)+ 二2

(t)H (t一 a ) (4
.

2 )

其中劣 ,

(t )满足

交
,
= A 二 l , , ,

(o ) = , (0 ) (4
.

3 )

这样
,
二 2

(t) 应当满足

交
2

(t)H (云一 t ,

)+ 二 2

(公)占(t一 t ,

) = A 二 2

(才)H (分一 t ,

)

+ B 二
,

(t)j (t一 t l

)+ 刀劣
2

(t )H (t一 t ;

)d (t一 t ,

) (4
.

4 )

(4. 4 )中出现了不定型H (t一 t l

)占(t一 t ,

)
,

因而我们 断定结果是不定的
。

考虑如下三种常见情

况
:

1
‘ 、

如果 t :是脉冲结束时刻
,

即占(t一 t、)用 (t、一 。 ,

t ,

)之间相应的函数序列的极 限代替
,

那么可认为H (t一 t l

)6 (t一 t l

)= o
,

解将在t= 才工发生跃度为I + B 的跳跃
。

这与〔4 〕〔5 〕结果一

致
。

2
. 、

如果亡
,

是脉冲开始时刻
,

在 (矛
, ,

矛:
+ 。

)之间用一个高度为B /
。、

宽为
。的矩形 函数代

替占(t一 t l

)
,

由极限过程发现解在 才二 t,

发生跃度为尹的跳跃
.

这与〔2 〕和〔3 〕结果一致
。

3
。 、

如果 t:

是脉冲开始时刻
,

创t一 t ,

)用(f l ,

t工+ 。
)之间的相应的函数序列的极限代替

,

那么可以认为H (t一 t ,

)舀(t一 t,

)二占(t一 t ;

)
,

解在 t= t,

发生跃度为 (I一B )
一 ‘的跳跃

.

对于振动理论中典型的周期脉冲参数激励问题
,

在第一周期内方程为

舅+ 户分+ 〔a + b。(t一 t ,

)〕二 = o (4
.

5 )

且p
分二夕

,

断二 一“夕+ [ a + b(t一 t :

)〕x (4
.

G )

此时

八曰
口

台
71吸、

一一B

显然B
”
二 。 (。》 2 的正整数 )

,

因此我们判断上述三种情况导至解在 t二 t,

发生跃度为I + B 的

跳跃的相同结论
。

�.J, .J.上,曰
一.‘r.J

一IJ, .�JO
4

,!一户.‘

〔5 〕
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