
应用数学和力学
,

第 8 卷第 2 期 (1 9 8 7年 2 月)

A Pplie d M a the m a tie s a n d M e e li a n ies

应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版

稳定性
、

分叉
、

浑沌的泛系研究
’

高 隆 颖

(武汉数字工程研究所
,

1 9 8 5年 9 月26 日收到 )

摘 要

木文将不动子集划分为三种类型
,

重点讨论 I型不动子集的存在性
,

将不动子集的研究同稳

定性
、

分叉
、

浑沌等非线性问题的研究联系起来
,

并且提出一种李雅普诺夫稳定性及其第二方法

的离散拟化
.

一
、

引 言

泛对称是泛系方法论研究的主要内容之一 不动泛系定理就是有关泛对称的一种特化研

究
,

主要讨论转化下相对不变的泛结构
.

不动子集描述了一种动静关系
、

一种泛对称
,

它是

不动泛系定理所研究的一种典型的形式
.

不动子集是在某个二元关系的作用下相对不动的子集
.

不动子集是传统的不动点
,

特别

是 K a k ut a ni 型不动点的推广
.

我们知道不动点理论是经典数学的一个重要的分枝
,

在物理

学
、

力学
、

对策论
、

计算机科学中有着广泛的应用
.

虽然不动子集不具有不动 点那样的精确

性
,

但它有更广的普适性
,

因为不动泛系定理不需要不动点定理所要求的一些很严格的限制

条件
.

不动泛系定理正是从整体的
、

定性的角度来分析事物机理
,

不动泛系定理与非线性问

题的研究有密切的联系
.

不动子集
一

可以分为三种类型
.

有关 I型不动子集已有许多讨论
,

本文集中力量研究 I 型

不动子集的存在性
.

利用 I型不动子集
,

我们提出了一种李雅普诺夫稳定性及其第二方法的

离散拟化
,

把一个系统的稳定性问题转化为 I 型不动子集的存在性问题
.

对于一个给定的子

集和一个二元关系
,

本文给出了一个表达式
,

用它可以给出某些 亚型不动子集
.

二
、

n 型不动子集的存在性

设G 是一给定的集合
,

fc G
Z

是 G 上的二元关系
,

D c G
,

D 年必
.

定义 若D
o

f= D
,

则刀称为 f 的 I型不动子集
, 若 D

o

fc D
,

则D 称为 f 的 I 型不动子

集 , 若 D 二D
。

了
,

则D 称为f的皿型不动子集
.

F :
(j)

,

F
:

(了)和F
3

(f )分别表示 I型
,

I 型
,

皿型不动子集之全体
.

由定义
,

F
I

(f) 二

F :
(f )自F

。
(f )

.

.

吴学谋推荐
.
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由于本文只讨论 I 型不动子集
,

在不引起混乱时
,

我们简称 I型不动子集为不动子集
.

将 I 型不动子集的存在性一般化
,

我们提出这样一个问题
:

对于给定的集合 G
,

F 与二

元关系习二G x F
,

是否存在 D c G 满足 D 补必
,

D
o

g 二万
,

其中H 〔F ? 令 F (g
,

H )表示上述

D 之全体
.

如果 F = 口
,

H 〔F (g
,

H )
,

那么 万 就是 g 的一个 I型不动子集
.

定理2
.

1 令 j二G
乞,

g 已G x F
,

9
0

9 一 ’
〔E

a

〔G )
,

H
, ,

H
: 〔F

,

D ; 二 g
o

H
, ,

D
:
= g

o

H
: .

如果H
: 0

9 一 ‘o

f
o

g c H
Z ,

则D
, o

f仁D : .

定理 2
.

2 设 g 仁G x F
,

H c F
,

则对任意的 D ;仁 go H 一 ga ((go H )
。

g 一H )和 D
:

仁G 一

g
o

F
,

都有(D
工

U D
:

)
o

夕二H
.

证明 因为 D 护 g 二功
,

所以只须 证 明 D
, 。

g仁H
.

令 D 二少H 一少 ((go H )
。

g 一H )
.

显

然
,

D
o

g c H 可推出D
, 。

g 仁H
.

对任取的%〔D
o

夕
,

存在 , 〔D 使得二〔,
o

夕
.

于是存在 v〔夕
。

万
,

, 〔夕
。

((g
o

H )
0

9 一H )
,

使

得二〔夕
。

夕
.

即二〔(g
o

H )
0

9
,

夕〔g
o
x

,

, 〔g
o

H
.

如果二 〔H
,

贝11二〔(9
0

11 )
0

9 一H
,

, 〔9
0

((夕
o

H )
。

g 一H )
.

矛盾
,

所以% (万
,

D
o

g c H
.

定理2
.

3 若 g仁G 只 F
,

F (g
,

H )今协
,

则对任意的D 〔F (夕
,

万 )
,

存在D
l

c g
o

H 一 9
0

((9
0

H )
。

g 一H )
,

D
Z

c G 一 g
o

F
,

使得D = D : U D : .

证明 对 D 〔F (g
,

H )
,

令 D
Z
= D 一 go F

,

D
:
二 D 一 D

Z ,

则 刀= D
,

U D
: ,

D
:

C G 一 go F
·

对任意的义〔刀
, ,

有正D n go F
。

因为 D
o

g c H 且
二〔D 自少 F

,

所 以 * 〔少 H
.

假设二〔go 万 一

夕
。

((夕
o

H )
o

夕一H )
,

则 二〔夕
。

((夕
o

H )
o

夕一H )
,

即存在 v〔(夕
o

H )
0

9 一H
,

使得 二〔a
o

g
.

因此

, (H
,

不然就有 , g 浑H
.

而 , 创少 H )
。

夕一H 与 夕〔H 矛盾
,

所以假设不成立
.

故D : c go H

一 夕
O

((夕
o

H )
o

夕一H )
.

由上面两个定理可导出

定理 2
.

4 已知 g c G x F
,

H 仁F
,

则F (g
,

H )今价当且仅当 少H 一少 ((少万 )
。

g 一11 )斗

功
,

或者 G 一少F 今功
.

定理 2
.

5 对夕二G 只 F
,

H c F
,

有F (g
,

H )= {D ,
U几 }D

: c g
o

H 一 9
0

((g
o

H )
o

夕一H )
,

D
:

c ‘一 g
o

F }一王必}
.

定理 2
.

6 若 g 江 G x F
,

G = go F
,

则H 是使得 F (g
,

H )今功的极小元的充分必要条件是

对任意的刀〔F(g
,

H )
,

都有D x H 二夕
.

证明 令D
‘
= g

o

H 一夕
。

((夕
o

H )
0

9 一万 )
.

对任意的x 〔D
‘

和夕〔H
,

如果 x 〔9
0

(H 一 { , })
,

则二 0

9 = 通夕}
,

即(二
,

v )〔夕
.

如果正9
0

(万 一{夕} )
,

则 二〔夕
。

((夕
o

IJ
’

)
0

9 一H
/

)
,

H
/
二H 一 {夕}

,

否则就有H
,

仁万
,

H
‘
今 H

,

使得 F (g
,

H
‘

)钾功
,

这与万的极小性矛盾
.

所以 : 〔少 ((go 万
‘

)
o

夕一 H
,

)
,

x
o

夕一万
, 今功

.

又 x 。

夕仁H
,

H
‘
= H 一 {夕}

,

所以 夕〔二
o

夕
.

故 (二
,

夕)〔g
,

即 D
‘ x H

〔9
.

因为D
/

是F (夕
,

H )中的最大元
,

所以必要性成立
.

要证明充分性
,

我们先证明一个引理
:

如果H
、C H

Z ,

则 go H
,
一 go ((ga 万

:
)
。

习一万
,

)c

夕
。

万
:
一夕

。

((夕
。

万
2

)
0

9 一H
:

)
.

对x 〔g
o

H
,
一 9

0

((9
0

11
,

)
0

9 一 H
:
)

,

假设
、
〔夕

。

万
2
一夕

。

((夕
。

万
:
)

0

9 一H
:
)

,

那么二〔夕
。

((夕
。

H
:
)

o

夕一H
Z
)

,
x 〔9

0

((夕
o

H
:
)

o

夕一H
:

)
,
劣〔g

o

H
: .

因此
,

x 〔9
0

(x
o

g 一H
,

)
,

x
o

g 仁H
: .

又

存在 , 〔(9
0

万
2
)

0

9 一H
Z ,

使得 劣〔夕
o

v
,

即 , 石万
。,

x 〔9
0

,
,

因此 二
0

9牛万
: .

这与 二
0

9仁H
,

矛

盾
,

所以二〔g
o

H
:
一 9

0

((9
0

万
:

)
0

9 一H
Z

)
,

引理成立
.

根据引理
,

若对任意的 x 〔H
,

夕
o

H
,
一 夕

。

((夕
o

H
,

)
。

夕一H
,

)二娇
,

H
:二 H 一 {戈 }

,

贝,1充分

性就成立
.

假设存在
二〔万

,

使得 少H
:
一少 ((go H

,

)
。

夕一H
:

)年价
,

万
‘
= 万 一通朴

.

那么存在
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夕〔夕
O

H
I ,

夕在夕
。

( (夕
o

H
,
)
。

夕一H :
)

,

因此 夕
。

夕一H
:
= 必

.

因为g〔D ‘,

{ , }义 H c 夕
,

如果H
:
=

功
,

则H 就是极小的 ; 如果H
L
补功

,

就产生了矛盾
.

所以 ga H : 一 go ( ( go H
:

)
。

g 一H
: = 娇

,

充

分性成立
。

上面对F ( g
,

H )作 了仔细的讨论
,

给出了 F ( g
,

万 )的表达式
.

将会看到 F (g
,

H )在研究

稳定性时起着重要 的作用
。

不动子集和分叉
、

浑沌有密切的联系
.

分叉和浑沌是非线性系统所特有的现象
.

它们的

出现是由非线性系统的多值性引起的
.

对于一个 I 型不动子集 刀
,

如果D 稳定的且为有限的

子集( {D }> 1)
,

那么刀就对应着分叉
.

如果刀是稳定的
,

从 D 中任一点开始运动的轨迹不再

和这一点相交
,

那么D 就对应着浑沌
.

文〔7〕研究了稳定性
、

分叉
、

浑沌和突变等问题
,

给出了定义
:
设 g c G

Z ,

D 二 G
,

若D Z

门g = 功
,

则称刀对 g 为泛浑沌或内稳定 , 若对任意 x 〔D
,

知 g 门D 午功
,

则称D 对 g 为泛引子

或外稳定 ; 若D 同时为泛浑沌与泛引子
,

则称D 为泛怪引子或核
。

三
、

稳定性的泛系研究

本节把不动泛系定理和稳定性的研究具体地结合了起来
,

类似于常微分方程的稳定性
,

提出了是否存在 I 型不动子集
,

给出了李雅普诺夫稳定性及其第二方法的一种离散拟化
.

本

节的讨论也是有关 I 型不动子集的进一步研究
。

如果把f二G
“

视为某个方程组的离散解
,

( %
,

妇〔f表示从二出发 ( x 作为初始点 )
,

时刻 t后

到达,
.

这里就有一个稳定性问题
:

对于夕的一个邻域 D (妇
,

是否存在 二 的一个邻域D ( x)
,

使得D ( 二 )
o

fc D 勿 ) ?

根据前面的讨论
,

结合稳定性的研究
,

我们提出这样一个问题
:

设G 是一给定的集合
,

f〔 G “,

( x
,

劝〔f
,

是否存在 刀c G
, * 〔D

,

D 一 {二圣寺必
,

使得 D
o

f仁D ? 进一步地
,

对一给

定的D 仁G
,

是否存在 D ‘

满足 x 〔D ‘,

D ‘
一 {x }今砂

,

使得D
‘。

fc D ?

令F
二

( f ) = {D I正D
,

D 一 {二 }午功
,

D 姜 G
,

D
o

fc D }
,

F
二

(f
,

D )= {D
‘

iD
‘

〔 G
,
二〔D ‘,

D, 一 {x }姜功
,

刀
, 。

f仁 D }
,

其中了c G “ ,

(
二 ,

对( 了
.

在写出F 二

(了)和 F武f
,

D )时
,

我们总认为

它们是有意义的
。

上节讨论的 F Z

( f )和 F ( g
,

H )是F
二

( f )和 F
二

(f
,

D )更一般的形式
.

当加上某些条件时
,

上节的结果便
一

可用于F 二

( f )和 F 二

( f
,

D )的讨论
。

因此
,

从这两节
一

可以看出 I 型不动子集和稳

定性的研究有着密切的联系
.

下面将讨论稳定性问题
,

即F 二

(j) 或 F武f
,

D )是否非空
.

命题3
.

1 若fc G Z ,

( x
,

x) 〔f
,

刀〔F 二

( f)
,

则 xo 尸c D
.

若 F 二

( f) 斗功
,

则存在刀二G,

使得F 二

(f
,

D )年功
.

命题3
.

2 如 果 D ,
〔F

二

( f
,

D )
,

则 对 任 意 的 从仁D , ,

二〔D : ,

D : 一 {x }今必
,

都 有 从〔

F
二

( f
,

D )
.

命题 3
.

3 如果D , ,

D
:
〔尸

二

( f )
,

D ,
U D : 午G

,

D ‘,

D ll
〔F

二

( f
,

D )
,

那么D :
U D 振F

二

( f )
,

D ,

U D I,
〔F 二

(f
,

D )
.

令《〔T 〔G )表示《是G 上传递的序关系
。

定理 3
.

1 设 ( G
,

《 )是一有序集
,

簇( T〔G )
,

f
,

岁 G 、 G
,

f( x 。
) = 介

,

存在 xl 〔G 使得

D 二毛% 19 (
二
)( % :

}满足 D 午G
,
二。〔D

,

D 一 {% 。

}奔功
.

如果对任意的
二〔G

,

夕( f( 戈 ) ) ( 夕(二 )
,

则F翔 (了)斗功
.
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对A
,

B仁G
,

定义 A《B如下
:

对任意的 戈〔A
,

夕〔B
,

二( ,
.

这样
,

就把( 诱导地定义

到尸(G )上了
.

同样
一

可以诱导地定义( 于G
“,

尸(G
“

)上
.

定理3
.

2 设f
,

g c G
Z ,

(x
。 ,

, 。

)〔f
,

( 〔T〔G )
,

存在 x ,

使得D 午 G
, 二。

〔D
,

D 一笼, 。

}寺

功
,

其中D = {二 }x
o

g ( 二 1

}
.

如果对任意的二〔G
,

x
o

f
o

夕( x
o

夕
,

则F x 。

(f)年功
.

G 上存在传递的序关系是一个较强的限制
.

例如
,

一维欧氏空间上的传递关系就不能直

接给出合理的 n 维欧氏空间上的传递关系
.

然而
,

欧氏空间又是数学所研究的 基 本 空 间之

一 因此
,

有必要删去G 上有传递关系这个条件
.

定理 3
.

3 设 fc G
“,

g c G x F
,

(二
。 ,

二 。

)〔f
,

( 〔T 〔F )
,

存在 c 使得刀二笼x 〔G l试幻簇

奸满足 D 年G
,

凡〔D
,

D 一 { x
。

}年功
.

如果对任意的 , 〔G
,

x of
o

g ( 如 g
,

则 F x 。

(j) 年必
.

定理3
.

3显然
一

可推出定理3
.

1和定理 3
.

2
.

这些定理用一个二元关系 g 判断 f 的稳定性
.

这

个二元关系 g 是李雅普诺夫函数的拟化
.

定理 3
.

5
’

设f二G
Z ,

g 〔G x F
,

(x
。 ,

二。)〔f
,

( 〔T 〔F )
,

存在
c
使得 D 二 { * 〔G }夕(

二
)>

时满足 D 钾 G
, x 。

〔D
,

D 一笼, 。

}奔功
.

如果对任意的 二〔G
,
二

。

f
o

g 》二
。

g
,

则 F
, 。

(f )今价
.

在利用传递的序关系讨沦F
二

(j) 之后
,

我们将在没有序关系的条件下讨沦F
二

(f)和F
二

(f
,

D )
.

定理 3
.

4 令了仁G
Z ,

g c G 火 F
,

F xo (f
,

D )有意义
,

对任意的 x 〔D
,

。 g 一 D
o

g 寺功
.

如

果存在D
‘

满足x 。
〔D

‘ ,

D
‘
一{x

。

}姜功
,

D
‘o

f
o

夕c D
o

g
,

则 D
‘
〔F

、。

(f
,

D )
.

由定理 2
.

p 可推出

定理 3
.

5 设f已G
z ,

夕c G x F
,

对任意的 , 〔G
,

知g 今功
,

并且存在H 仁F
,

使得D 二少

万满足二。〔D
,

D 一 {x
。

}今功
,

D 寺G
.

如果H
o

夕
一 ‘o

f
o

口仁万
,

则D 〔F , 。

(f )
.

上面的定理是否成立与 (二
。 ,

x 。

)〔f无关
.

加上这个条件是为了强调定理的背景意义
.

这些

讨论 也可视为不动泛系定理的进一步发展
.

从定理 3
.

41 可以看出类似于李雅普诺夫函数的二元关系夕在分析f 的稳定性时起着重要的

作用
.

对于给定的f
,

有必要研究满足 f
o

g 二 g 的二元关系9
.

同时
,

具有 f
o

g 仁历之种守恒性

的泛结构也是不动泛系定理所研究的对象之一
。

定理3
.

6 设f二G
Z ,

夕c G x F
.

如果f
o

g c g
,

则(f
o
x )

0

9 门二
0

9 今功
,

其中 x 〔G
,

f
o
二寺

功
,

x
o

夕今功
.

如果j是赋形
,

o 是投影
,

对 x 〔G
,

f
o
x 钾功

,

x
o

g 今功
,

有(f
o
二 )

0

9 自二
。

g 今价
,

则

f
o

g c= g 成立
.

证明 若 f
o

夕仁夕
,

f
。
二斗功

,

x
o

夕今功
,

则存在 (,
, :
)〔夕

,

, 〔f
o
二

, : 〔、
0

9
.

所以 z 〔(f
o 二)

o

夕
, “〔二

0

9
,

即 (f
o
x )

o

口门二
0

9 羌功
.

对于 (x
,

夕)〔f
o

夕
,

存 在
、
使得(二

, u
)〔f

,

(
“ ,

夕)〔9
.

由条件知
,

存 在 : 〔(f
o u
)

0

9 门u o

a
,

那么就有口
,

使得 (
v ,

u) (f
,

(
。 ,

习( g
,

(
u ,

习〔g
。

因为f是赋形
,

g 是投影
,

所以 x 二 v ,

, ~ : .

又 (
。 , z

)〔g
,

所以 (二
,

, )〔9
.

故f
o

g 仁 g
,

命题成立
.

命题 3
.

4 若对任意的(x
,

夕)〔夕
,

有(f
o
二 ) x { , }c 夕

,

则 f
o

夕c g
.

若对任意的(x
,

, )〔f
,

有{戈 } x (夕
0

0 )c g
,

则f
o

g 二夕
.

定理3
.

7 令h〔P (F )个G
,

D c G
.

如果 g 二 U ((f
‘o 二 )又 h(二)) (正D )

,

则 f
o

夕c 夕
.

(月

个B 表示从B到A的投影
.

)

定理3
.

8 如果 fc G
z ,

夕二G x F
,

f
o g 已。

,

则对任意的(x
,

g )〔g
,

有 (f
‘o x ) x 勿 }仁 9

.

证明 设 f
o

g 二夕
,

(x 刀)〔g
, : 〔f

‘o x
,

那么存在
n〔N

,
之〔f

‘” , o
x

. n = 1时
,

显然有 (
: ,

夕)〔g
. n = k时

,

假设(
: ,

g )〔g
. n 二存+ 1时

, : 〔j
o

f
‘“, o 二 ,

存在 。〔f
‘“, o

二
, : 〔f

o o .

由假设知
,
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(
u ,

, )〔夕
.

所以 (
: ,

, )〔g
,

即(f
‘o

x ) x 切 }仁 g
-

定理3
.

9 令 h
,

l〔P (F )个G
,

l(x )已h(x )
,

D c G
.

如果 夕= U以(f
‘o 二 ) x h(

二
))U ({二 }

x l(x ))〕 (二〔D )
,

则f
0

9〔 0
.

证明 对任取的 (二
,

夕)〔f
o

夕
,

存在
z 〔G

,
二〔f

o z ,

, 〔2 0

夕
.

从而
,

存在
u〔D

,

使得 x 〔f
o

二 ,

(
z ,

, )〔((f
‘o u

) x h(
u
))U ({

u } x l(
u
))

.

于是 x 〔f
‘o 。 ,

, 〔h(
u
)

,

即 (二
,

, )〔(f
‘o u

) x h(
“
)仁

9
.

所以fo g 已 9
.

h 的定义域限制在D 中可以删去
,

因为当 h( x) 二功
,

x 〔D 时
,

就相 当于h定义在D 中
。

定理 3
.

1 0 令 fc G 气 S = {U [ ((f
‘o 二) x h(二 ))U ({二 } x l (二 ))] (二〔G ){h

,

l〔P (F )个

G
,

l二h}
.

s 是 jo g 二 g 的解空间
.

我们在下面将从泛系的观点出发研究不稳定性
.

假设f〔G
“

是某个系统的解
,

(x
。 ,

x 。

)〔f是一个定常解
,

D 是 x 。

的邻域
.

若对 x 。

的任意的

邻域D
‘ ,

D
‘。

f中刀
,

则二。

就称为一个不稳定解
.

定理 3
.

1 1 设 f已G
Z ,

g c G x F
,

( 〔T [ F )
,

存在
c〔F

,

使得D = {x }夕(, )(
e }(D = {二 }

口(、 )》 e } )满足二。
〔D

,

D 自g
o c 今功

.

如果对任意的 x 〔D
,

有
二 o

f
o

g > 二
0

9 (二
o

f
o

g < ,
o

夕)
,

贝lj

D
o

f浑D
.
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