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摘 要

本文采用奇异摄动中的PLK 方法和作者在〔13〕中所提出的广义H al e 定理
,

讨论研究了带有环

向加强肋圆柱壳的自由振动
,

由此并给出了一个计算环向加筋圆柱壳固有频率的一般计算表达式
.

为了验证本文解的精确性
,

文中还采用数值方法对此作了对比
,

比较结果表明
,

摄动一阶近 似 解

已达到较好的精度
.

加筋圆柱壳的自由振动问题最初是Ju n g e r‘”(1 9 5 4 )提出并研究的
.

但比较详细及对后继

研究有较大影 响的是 G al le t行
厂“’
(19 5 4 )

,

他是把加筋肋和面板隔离并分别计算它们各自的应

变能和动能
,

然后采用能量法统一求解
。

此后
,

在G al let ly 的工作基础上
,

不少学者分别采

用差分法 f3 ’、

有限元法
‘今 , 5 ’和其它近 似方法〔。一‘。’讨论及研究了这一问题

.

在本文
,

我们采用奇异摄动中的PL K 方法
〔, ‘, ‘, ,和作者在文献〔13 〕中所提出的广义 H a le

定理
,

成功地得到 了带有环向加强稀肋圆柱壳自由振动问题的摄动解
.

此外
,

为了验证本文

所给出摄动解的精确性
,

我们也采用有限元法进行了计算
.

摄动解和数值解的比较结果表明
,

摄动一阶近似就能达到较高的精度
.

一
、

基 本 方 程

据 Fl 住g ge
汇“ ’壳体基本平衡方程

,

计及由于振动而引起的惯性力
,

不难得到如下的圆柱

壳运动平衡方程
:
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其中
,

p是材料的密度 ; N 和M 分别为膜力和弯矩 , u , 。 ,

。 为壳体中面位移 , h为壳体厚度,

R 为圆柱壳的半径
; 二和0为圆柱壳在纵向和环向的坐标参量 , t为时间

.

相应的内力位移关系式为
:

立甲术学膝不

潘立宙推荐
,



元一

一

龙
一

一

李

(1
.

2 )

、11..es...

!

⋯
.

!l.ee.ee.l.leese...we、
。

一

成会
一

+ ·

裔)
一肠 带

一

+

书 令
一

Ne 一

死(
一

儡一 芬)
+ 一癸〕

一

令(
一

盅
‘ +

一

导
一

)

N
, ,

一

号二
。

(需
。十

一

会)+ 乡
‘了(误盗一盎力

、
, 一

号勿 (斋
十

会)
+

一

另
·

1

了(糯
十

一

盅
,

)

M
,

一
D

[(芬
一

+ 一

斋 )
+ 一穷

一

〕

M
,

一纯
一

穿
一

十

念
十 ·

(盅、
一

窝
。
一

)〕

M
。,

一
。、, 一)〔儡广合念

一

委
一

窝
。

、

}

M
二 ,

一
。(1一叮

一

儡
戈

一

十 一

森
一

〕

其电 ”一 ,

耸
为拉压刚度

,

”一、取戳
恋)户“曲

刚“
·

对于带有环向加强稀肋的圆柱壳
,

由于在通常情况下
,

其肋的刚度与壳体总刚度相比较

要小得多
,

且从有限元分析的数值结果中
「’” ’知

,

由于环肋所引起的壳体 自振频率增 量 在 数

值上要比原来光壳的自振频率小一个量级
.

因而实际上
,

可把由于肋而产生的附加刚度及附

加质量当作一摄动项引入基本方程中
,

并根据奇异摄动中的 PL K 〔”
·
’“’方法

,

求得这一 摄动

项所引起的特征值 (频率 ) 增量
.

这里为方便起见
,

我们从任意变厚度圆柱壳的自由振动着

手来研究带肋圆柱壳
.

将内力
一

位移关系方程 (1
.

2) 代入基本平衡方程式(1
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,

得
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为求解方便
,

将 (1
.

3 )式中的所有参量化成无量纲形式
.

为此令
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分别为圆柱光壳的厚度
、

拉压刚度和弯曲刚度
.

对于带有在环向完全对称的加筋环
,

可假定具有如下的振型
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将变换式 (1
.

4) 和 (1
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5 )代入基本运动平衡方程式并为以后书写方便略去所有无量纲参量右上

角的
, 指标

,
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.

3 ) 式可写成
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二
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带有环向加强肋圆柱壳自由振动的摄动解

对于带有环向加强肋的圆柱壳
,

相应在方程 (1
.

6) 中的厚度
、

拉压 刚度和弯曲刚度可分
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别定义为
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其中
,

e为广义小参数
,

由于它在计算结果中并不出现
,

因而为计算方便可取
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不难看出
,

摄动零阶近似实际上是代表了光滑圆柱壳
,

则相应给出了由于环肋而引起的自振频率和振型的增量
。

对于两端为铰支的圆柱壳
,

零阶近似解可取为

“。

(左) = 。c o sm “左
·

e x D 「ir 〕
.

”n

(右、== bsin 阴“左
·

e x D r公丁〕

切 o t互)二 c s l n m 拼互
‘

eX PL , 了」
‘

少

其中
,

““二R / L
,

L为圆柱壳的长度
,

m 为纵向振型半波数
.

将 (2
.

7 )式代入 (2
.

5) 式
,

得关于
a 、

b
、 c的齐次代数方程式

〔C ‘, 〕〔P j= 〔0〕

而一阶近似

(2
.

7 )

(2
.

8 )

其中
, n , ‘ , 、

, 。
, 、 。

1 一 v , ,

1 一 v

L厂」= 悦a
, 口 , c 少

‘ ,
七 I J = 夕一 气”正声乙)

-

一 一 石
~

一 n -

一 召一。
一

n -

‘ 乙

C
I :
二C

2 1 =
1 十 v

2

n m 拼
,

C
: 。= C

s ,
= 寿

1 一 , , ,

一万一炸
一

气m 拼)一 月L阴拼)
-

一 梦川拼
‘

C
: 2 二 , 一 。么一

1一 v , 、 , ,

3
, ‘ 、 , 、 ,

。 。
. ,

3 一 v ,

一

Z Lin 拼)一
“

’

玄以 一
”从哪拼)一 灿“ = 七““

= ”十 “一玄
一

纵 阴拼)
-

C
3 3
= v一 1一 寿[ (m 拼)

4
+ Zn 么(。拼)

“
+ 。4

一 2 n 2
+ 1 〕

零阶方程所对应的固有频率因子 夕由行列式

{{C
‘, 11= 0 (2

.

9 )

定出
。

由于环肋所引起的固有频率增量因子入
, 一

可对一阶近似方程直接采用推广了的H al e定理

形式
〔‘3 ’,

即

(2
.

10 )

其中

{
。“, F“。一 0

U = 蓬u
。

(君)
, 。 。

(占)
,

叨。

(省) }
T ,

F = {f
, ,

f
: ,

f
3

}T

这里需指出的是
,

方程 (2
,

6) f
‘

(泣二 1
,

2
,

3) 的表达式中
,

出现了间断函数州幼的一次及二次

微分
,

从表面上看似乎它的值是无意义的
.

但根据广义积分概念
,

不难证明它的积分存在且
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具有如下的表达式
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{
。 G ‘“, g

’

‘“,“‘-
〔G (占

, ‘
)一 G (雪

, *
)〕

!

兄.-1

(2
.

1 1)

{
。

““,。
“

“, “‘-
乙 [ G

‘

(省
, 。
)一 G

‘

(占
‘。
)〕}

其中
,

‘(豹为在口区域内的任意可微连续函数
,

N 为总的环肋数
,

氛
,

为第秃根肋的肋前部位

置坐标
,

氛, 为相应第几根肋的后部位置坐标
。

将由 (2
.

5) 式求出的特征矢量
a 、

b
、 c和 (2

.

6 )式中的关于f
, 、

f
: 、

了
。

的表达式代入(2
.

10 )式
,

并令

A
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七 . 1

{:⋯:{
·

卜‘。·,
2

二
1

奋
”

1 一 v ,

L价脚
刀口一

一

落
一

” 一“一 , 阴拼“ 」
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。卜宁 一卜
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口
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A
, 2
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a + , nb一 : c〕+ 掩刀卜 (呷)
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o sZ
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A
.自虱今

+ 乙 {2刀寿m ,‘[ (。拼)
“c + m 拼a + v (n

Zc 一 nb )〕}
c e o sm 拼占s in m 拼君

四
“S‘·

“m 溅 ““一

知
2 一

食
厂哥、
,护

一一
A

则

从
月

1 , + A
, :
+ A

Z z + A
2 2 + A

3 ,
+ A

sZ

A , 。 + A 邪十 A 33 (2
.

1 3 )

进一步
,

如果肋的宽度较壳长为较小时
,

(2
.

1 2 )式中的系数 A ‘,
(i=

为

1
,

2
,

3 ; j= 1
,

2 )可化简

1 + v

2

”;产nb 一
1 一护

2

”““

一
。·

〕+a

呷一

rwe..L

a
r、气
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一一A
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其中 省。= (易
。+ 如。

) / 2为肋宽中点 的坐标
,

b* = (如
, 一今。

) 为肋的无量纲宽度
.
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三
、

计 算 结 果

采用公式 (2
.

12 )
产 ,

我们对带有一根环肋圆柱壳的自由振动进行了计算
,

其结果在图 2和

图 3 给出
.

其中圆柱壳和环肋的尺寸分别取为

h
,

/ b
,
二 2

.

0
,

h
。

/ R = 0
.

0 1

图 2 的结果表明
,

加肋位置对加筋壳的最小固有频率有较大的影响
.

对两端铰交圆柱壳
,

当肋和面板壳具有相当弯曲刚度时 (E l一 D L )
,

在中间加筋能使圆柱壳的最小固有频率提高

0
.

2 5

叙飞一口
。

口。

图 2 不同加肋位置的最小固有频率

E I
D 五 = U · 沙 ‘匕艺。

blL
,

八
‘

九
口比

一一

L
。

R

J

一 -

一一生卫些
图 3 不同肋刚度的最小固有频率

(% / L = 。
.

5
,

L / R = 5)

图 4 不同壳长的频率曲线

(劣/ L = 0
.

5
,

h ,

/ h
。= 2)

25 肠
.

在图 1我们也给出了采用加肋壳有限元模型
〔’5 ’所计算得到的数值结果

.

比较结果表明

二者是非常一致的
.

在图 3 给出的不同肋刚度所对应圆柱壳最小固有频率结果表明
,

加筋壳的最小固有频率

与环肋弯曲刚度可近似地认为具有分段线性关系
.

其中图中的转折点 A 代表了这样 的 }J]J 刚

度
,

此时加筋壳的最小固有频率同时可能存在着两种不同的振型
.

这里值得指出的是
,

尽管

在图 3 中曲线过A 点后
,

由于环肋导致频率的增加约是原来的一倍
,

这表面上如乎已超出 了

我们所假定的小参数范围
.

但事实上
,

由于过A 点后
,

环肋的产生使之最小固有频率所对应
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的振型有了变化
.

换句话说
,

是振型的改变便得零阶近似方程 (2
.

5 ) 中的频率系数 ? 有了增

加 , 反之
,

振型的改变使得一阶近似方程 (2
.

6 )中的频率增量 系数 久
1

有了降低
.

因而上述摄

动解仍是合理可行的
.

图 4 给出了不同壳长加筋壳的最小固有频率结果
,

其中叨
。

是相应光壳的频率值
.

图中的

虚线表明了由于振型的变化而使之一阶近似方程 (2
.

6) 中频率增量系数 几
1

迅速下降
.

四
、

结 论

本文用奇异摄动原理和方法导出了一种直接求解带有环向加强肋 (稀肋) 圆柱壳 自由振

动的摄动解
.

文中的计算结果表明了方法具有简单
、

可靠
、

物理概念清晰等优点
,

对一般的

稀加强肋问题
,

它能够给出足够的精确度
.

而且
,

摄动分析解为加肋壳的动力优化提供 了方

便
。

虽然本文只仅讨论了加肋圆柱壳的 自由振动问题
,

但方法本身可非常方便地推广到
一般

的稀加强肋板壳的振动及稳定性分析中去
。

本文得到导师钱伟长教授的指导和关怀
,

作者表示衷心的感谢
.
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