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提 要

运用推广的 Sc h , ar
z
延拓原理结合对复应力函数的奇性主部分析

,

求解一类有集中荷载的平

面弹性问题
,

十分有效
。

文〔1〕用此方法研究了同种材料的弹性问题
.

本文把它推广于在集中力

和集中力偶作用下不同弹性材料的圆形界面上有多条裂纹的情形
,

求出了几种典型情况复应力函

数的封闭解
,

算出了应力强度因子
,

并由此导出一系列特殊解答
,

其中两个在文〔11
、

【6 1中找到

一致结果
。

一
、

引 言

关于两相弹性材料的平面裂纹问题
,

许多学者作了研究
.

C。。k 等人〔3 ’, 〔‘’, 〔”’
研究了在无

穷远处加载下两相弹性材料内部有裂纹的平面问题 ; L oe ber 【6 ’采用叠加方法
,

获 得 了 在 集

中力作用下两相弹性材料的直线界面上有一条有限长裂纹的解答
; Pe r lm a n ‘7 ’解答了在无穷

远处均匀加载下沿不同弹性材料的圆弧裂纹问题
。

这些成果均

已编入〔7 ]
,

〔8 〕
.

本文讨论这样一个问题
:

如图1
,

设弹性常数为 拜; 、 、,

的介质 I 占有半径为R 的圆内

区域S
十 ; 弹性常数为“

2 、 、: 的介质 I 占有圆外 区 域 S 一 设在

两种材料的交界面 t 上
:

( l) 沿 L = L
I
+ L Z + ⋯ 十L

,

互相连接
,

且应力和位移保

持连续
:

a t
·

(t )+ ir扎。 (t )二吓
·

(t) + ‘
r 云,

(t )

u
士(矛)+ 宕

。
士(t )二

u言(t )+ f。了(t )

( 2 ) 沿 L
产
二 L了十 L‘+ ⋯ 十 L 点互相裂开

,

巨无面力作用
,

(j= 1
,

2
,

⋯
, 。)

(戈乙)

(t〔L )

(1
.

1)

(1
.

2 )

a,
,

勿顺次为裂纹端点
.

a t
,

(t )+ i: 九, , O J 三,

(t)+ ‘
r 云。 == o (t〔L

‘

) (1
.

5 )

设在圆外 (或圆内) 任意点
: 。
作用有集中力 、 + 玄y 和集中力偶 m

.

设无穷远处应力和迥转为

2 6 7
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下标 壳一 1
,

2 分别表示对应于介质 l 和介质 丁的量
.

拼。 为剪 切模量
, , 。 为 泊 松 比

,

对

于平而应变问矜
‘“一找一 ‘卜 对于平面应力问题 “ -

3 一 , 形

1 + 梦无

.
。* , ,

a , 。 ,

介
, ,
表示极 坐 标

应力分量
,

叽
, 。。是直 角坐标位移分量

.

它们能分别由两个复 应 力 函 数 必
。

(约
,

梦 。
(习 表

达 〔“’:

。。,

十 。 * 。= 2 [小 ,
(
:
) + 巾

。
(
2 ) 3

〔; 、
‘

一

日 : 、了。二小
*

(习 + 小。
(习 一 乞中鉴仕) 一

(1
.

4 )

W 。
(
: ) (1

.

5 )

(之) (1
.

6 )一岁
一之�

2价 ‘心
一

卜斌卜中沙‘
:

卜可可
+ , 诚

一

呵
一

卜

呱a0一一此处 。习 一

夯叭闭 〕 “

卜瓷
此

这样
,

问题就化为在
_

上述条件下求解应力函数少
,

(z)
,

少 *
(习

.

二
、

一般问题的处理

如图 1 所示
,

集中力和集中力偶作用点
: 。

在圆外
,

圆外区域有
‘“’:

少
。

(司 二
M :

2 一之。
+ 少

。

(目 ( 2
.

1 )

笋
:

( 司”
N

2

之一之。

牙。

M
:

+ M
。

(
二一 之。

)
‘

仔:
( , 一 ‘夕)

2澎 ( 1 + 、:

)

+ 岁
。

(
:
) (2

.

2 )

其中 M
:
= 一

劣 + 匆
2二 ( 1 + 、:

)
’ N

Z
二 M0 一戮

少
。

(z)
,

少
。

(劝 是 S
一

内全纯函数
,

对充分大 1川 有
:

。
。

(
·

卜o(
一

奋
一

) 叭 ( : ) 一o( 奋
一

)
用推广的 S c h w ar z 镜像延拓方法

‘’」,

在 S
一

内定义一函数
:

。: (
:
)一

。 2 (二 ) + : 。 : (
:
) +
福象

, :
(

:
)

(2
.

3 )

( 2
.

4 )

显然
,

( 2
.

4 )

于是
,

中曹(司 在S 一

内除
: 。

和oo 远处有极点外全纯
,

在L ‘

(裂纹面 )
_

匕
,

由式 (1
、

3 )
,

( 1
.

5 )
,

并考虑到在 {川 = R 上
,

R Z

户二万
,

则有
:

巾:
(之) = 巾言(

:
) (之〔L

‘

)

少
2

(的 经过圆弧 L, 解析延拓到 S 十

内
:

。: ( : )一委
:

(御
十

答
‘:
叮

一

)+
一

外
,

嗒
一

) ( 2
.

5 )

少:
(
之
) 在圆内全纯

,

但在 尹 = 尸牌
。

和 。点处有极点
,

将 (2
.

1)
,

(2
,

2 ) 式代入
,

得到
:

巾2 ( z
) == G ( : ) + 巾 : 。

(
z
) (2

.

6 )

其中 中
: 。

(对 在沿 L 割开的全平面全纯
,

G (劝 是奇性主部
:
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一N
十G (司一

M
:

之一 之。

一 二

竺二
*

一

、
-

在 S
+

内无集中荷载
,

小
l

(z)
,

岁
1

(的 全纯
,

2 ‘〔(:
。
一 : 共

)M
Z
+ M

。

〕

之。(
二一 z 关

)
“

按相同方法将 中
,

(司 开拓到 S

。
,

(
: )
一项

,

(翻
十

一

譬
币:
叮

一

)
l-+

了
毋

1

(钧 (2
.

7 )

易知 少
,

(习 在沿 L 割开的全平面全纯
.

这样
,

岁
。

(习 可 以用开拓后 的少
。
(习表示

,

由 (2
.

5 )
,

(2
.

7 )不难得到
:

尸
2 ~

, 、
·

甲 ‘炙之 ) =
一

户 甲“叹z ) 十 (
z ) (2

.

8 )

对 k = 1
, 忿
在 S

十 ; 对 九= 2
, : 在 S一 于是 (2

.

5)
,

(2
.

6) 两式成为
:

a , ,

、、: : , , 一。。
(
·
)一。

,

哗
2

)
十 ‘

(
1 、节7

一 ; 一一 ; -

:
一

)岁
, 气z ) (2

.

9 )一

.2一

尸

「 ~
、

~ / R
“ 、 _ / 万

“““(“奋+ ’”鑫)= ’“

L
IC , 甲, (二 ) + 甲,

气 : )一
之

气尸
,

1 \节下- : 一二
一

:

)岁
。气z ) (2

.

1 0 )

将 (2
.

9 )代入 (1
.

1)
,

并注意到 (1
.

3) 式
,

知整个圆周
_

!几有
:

[巾
工

(t) + 巾
2

(t)〕
+
一〔少

;

(t)+ 巾
2

(t)〕
一
= o

所以 少
,

(习十少
:

(z) 除在
: 。、

尹
、

O 有极点外
,

在全平面全纯
,

巾
,

(
:
)+ 中

2

(
z
)= G (

二
)+ D

O

其中
,

D
。

为常数
。

将 (1
.

2) 式两边对 0 求导数后
,

再将 (2
.

1 0) 式代入
,

有
:

H :

~ 二 , . 、 .

1 ‘ _ , , 、 Ic 。

~ _ , . 、
.

1’

“ 巾李‘t) +
一

‘
巾丁‘t) 二 一 “ 2

中丁〔t) + 一
上

拼1
一

” 矛勺 一
‘

召2
一

’
‘

拼2

(t〔L + L
,

) (2
.

1 1 )

根据推广的 Li qtt vi lle 定理
:

(2
.

1 2 )

中奋(t) (2
.

13 )

将 (2
.

6) 和 (2
.

12 )取界面值代入 (2
.

13 )
,

并经整理
:

巾九(t)一夕巾而(t)二h
·

G (t) + K D
。

(t〔L ) (2
.

14 )

其中
,

g =
拼z

+ 忙2 召1

拼 l
+ 付 1声乙2

拼,

(1 + 、2

)
拼一+ 仔 1拼2

拼2

(1 + g 王

)
拼一

+ 衬 l拼2

由文 〔Z j
,

(2
.

1嫂) 的积分形式解为
:

少2 。

(
:
)==

X
。

(
z
)

2厅i {
hG (t) + K D

。

: X 吉(t)(t一
z
)

dt + X
。

(劝尸(
z
) (2

.

1 5 )

其中
, X 。

(
z
)= n (

z 一 a ,
)
’一 ‘

(
: 一 b , )

一 ,

(2
.

1 6 )

, 一

黔
一

省
一。 口=

一

工
一

In
一

_

丛土心竺、
_

2 兀 l茗;
十 忙一拼,

且
.

X
。

(劝是沿 L 割开平面上的一单值分支
,

满足
:

lim [ z ,
·

X
。

(
:
)〕== l

Z ~ 今 0 0

尸(
z
) 为不超过

” 次幂的多项式
:

p (
:
)三C 。: 。 + e

, : ”一 , + ⋯ + e
,

(2
.

1 7)
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计算出(2
.

1 5 )中柯西型积分后
,

代 (2
.

1 5 ) 入 (2
.

6 )
,

(2
.

1 2 )得 叭 (
:
)

,

中
,

(
:
)表达式

.

但还

剩 C
。、

C
,
⋯ C

。

及 D
。

共
。十 2 个常数需 要确定

.

由 小,
(习

,

小
2

(z) 在 o 和co 远点的性状可 获

得三个求解方程
:

由假定无穷远处应力为 0
,

得 小
2

(oo )= 0
,

代 入 (2
.

6)
,

得 小
: 。

(oo )二仇

再由(2
.

1 5) 得
:

C
o
= 0 (2

.

1 8 )

由在co 远邻域内
:

少2
(
:
) =

M
:

+ o
(

1 ,

\ Z 一

与 (2
.

6) 式在co 远邻域的罗朗展开式比较可得一方程
,

又设 小
,

(0) = 月
。,

一A-
0 ,

再 由 (2
.

12 )少
:

(co )= D
O ,

所以

少;
(0 ) = 一D

。

(2
.

1 9 )

由 (2
.

7 ) 少
:

(co )=

(2
.

2 0 )

余下 n 一 1 个方程要 由位移连续条件导出
.

因为上面在 ”条连接线 L , 上仅满足了两边 (S
十

与

S
一

)位移的导数相等
,

为了保证位移连续
,

还需补充在
n
个端点 (句)位移相 等 的 条 件

,

考

虑到相对刚体位移
,

可假设其中一个端点 (如 b
l
) 处事先重合

,

则还有
。一 1 个独立 补 充条

件
,

由此可得
:

{
。
:
·
十

一

i· :
·

)d t一

{ (
u
鉴
一
+ io f

一

)d t (j== ”
’ , n

将(2
.

1 0) 代 人上式
,

再将 (2
.

6 )和 (2
.

12 )两式代入
,

不难导出
:

l〔巾
: 。

(t) + h
:
G (t)jd t== h: D

。

(b , 一 a ,
) (j= 2 二

’ , n (2
.

2 1 )

其中
。

_ 拼,

(1 + 衬 :
)

I ‘I 二‘‘

拼l + 拼: + 拼一衬: + 拼2付 l
’

由(2
.

1 8 )~ (2
.

2 1)可解出全部常数
,

这样
,

整个弹性场完全确定
.

人
2
”

少
,

(
:
)

,

州 1 + 司
_

_
_

拼l
+ 拼

2
+ 拼

1衬2
+ 拼

: 付 l

巾
2

(
:
) 求出后

,

再由(2
.

8 )式得少
,

(
:
)
、

岁
2

(
z
)

,

若集中荷载作用于圆内
,

仿此可解
.

三
、

几个典型精确解

例 1 设界面上有一条裂 纹 ab
,

圆外任意点 : 。

作用集中力 二 + 勿 和集中力偶 m
.

不失一

般性
,

建立图 2 所示坐标系
,

使 a = R
·

e 一绍
,

b = R 护夕考虑到
。= 1

,

则 C
。
= o

,

(2
.

1 5 )成为
:

�一t(t)
。2 。

( : )
’

一

盟!缨
1少 尤 + 川

d t

t一 2
+ C :X 。

(
z
) (3

.

1 )
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这里 X
。

间 一 (
: 一b)

一

争
仲

(3
.

1) 式中需计算柯西型积分
:

、
一奈

一 ‘夕
.

气之 一 a )

1 (
a

, 、“ )“而
一

J
。
hG (t)+ K D

O
d t

X 叔t) t一 z

为此
,

我们先考虑另一积分
:

1 「
l ‘气之 )二厄丽J

二

hG (君)+ K D
。

X
。

(舀)

图 3 所示
,

厂 为按顺时钟方向包围 L 的封闭围线
,

公式
:

d省

占一二

且假定
:
在 厂 之外

,

由推广的柯西 积 分

其中
,

G
。、

性主部
.

,
,

(
·

卜
一

竺斌梦丛
一 G

。

(
·

, 一 G 一‘
·

, 一 G 二‘
·

, 一G 一
‘
·

,

G
二 。、

G 尹
、

G 。 为被积函数 (hG (z) 十 K D
。

)/ X
。

(劝 在 。
, 二 。,

尹
,

(3
.

2 )

oo 远 处 的奇

再令围线 厂 收缩于 L
,

注意到在 L 上
,

X 吉(t)二 g X 万(t)
,

得
:

1
1 《之 )

二二二

—
一 1 .

! Z j
1 一 g

(3
.

3 )

将 (3
.

3 )代入 (3
.

1 )得 少
: 。

(
:
)后

,

再由 (2
.

6 )
,

(2
.

1 2 )得
:

少
2

(劝 =
X

。

〔之 )
_ 。

, 、 .

门
, 、

.

。
, 、

.

。
, 、 , _ 、

。 _

不 二丈= L廿 。气之) 十行
: 。Lz ) 十行卢 Lz )十 行 。 L之 )一 吸1 一 g )七 z J

1
一 习

D0一刃K一卜
_

/
_ _

h 、 ~
、

十 爪1 十几一 二一 !行〔z )十
\ 1 一 g /

中
,

(
:
)= 一中:

(
:
)+ G (

:
) + D

。

(3
.

4 )

(3
.

5 )

其中
:

。
, 、

1
。。

“) =
一

灭
。

(心)
一 ’

h
·

N :
,

G 。(劝二
h

X
。

(
z 。

)

M
2

2 一 Z 。

G 二(
·
)一、办

。{
三竺懊轰类醉挤翌

卫〔卜
(

一嗜:留〕
一

今 } (3
·

。)

G
。

(
z
)二K D

。: 一K D
o
R (

e o s口+ 2口
sin s) + hM

Z

注意到在 co 远邻域
,

、, , 、

1
.

n
, 。 _ 。

.

。 、

1
八

。气之 ) 二百 十九又c o s 口 + 名户s ln 口) 之公十 “
’

由(3
.

4 )容易得到 中
2

(z) 在 co 远点罗朗展式中 l/
: 项的系数

,

再与 (2
.

1 9 )比较得
:

C
l

= 0 (3
.

7 )

将 (3
.

7 )代入 (3
.

5)
,

再将 (3
.

5 )代入 (2
.

2 0 )
,

并注意到 当 z 、 0 时

1

X
。

(0 )

hN :

之

h

1 一夕

刀
2
_ N

1 一 g

X 吉(0 )
X

。

(0)
习

一

g0(一X1

我们得到
:

Q
·

D
。
+ Q

,
二 一 D 。

(3
.

8 )

由 (3
.

8 ) 得
:
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n Q
·

Q
;
一Q

,

JJ . 二二二

—
-

一
; 碗芍- -

1 一Q
“ (3

.

9 )

其中 Q =
一K

1 一 g
〔R X 。

(o)(
e o s口+ 2刀s in o) + i〕+ 1

Q ,
hX (0 )些必旦上「

1 一 g L

X 君(0 ) 。 M
,

灭丽
一 ‘” , 一瓦灭砍动十

牙o

N
:

R
么

X 。
(
z 关

)

二 〔枷二2 关

X
。

)厉

(
z 釜

2
+ 厕

。

)

·

(
一

资
、

升
~

荔屠
犷)

+ 、〕一找
一

、
一

〔
一M

:

2 o

、一

染
十 ‘礼一

缨
2 十M

。

〕

例 2 设界面有一条裂纹

此时
,

在S
十

内
:

品 集中荷载 x 十 匆和 。作用在圆内任意点 : 。,

如图 4 所示
,

巾
;

(
:
)=

M
1

之一几
+ 巾

, 。

(
:
) (3

.

1 0 )
万

。忆
’

岁
/ , , -

l
“

共
: <’⋯于,

少 ,
(
之
)=

N
2

z 一 2 0

十

铿华
干岁

1 。

‘
·

,
(3

.

1 1 )

{君
,
、 ,

其中
,

M
:

戈 + ‘g

2“(l + 、 :

)
N

,
、 、
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M

。

一 龚
\

\

补
-

一
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一

中‘。

(
z
)

,

梦
, 。

(
2
)在 S

+

内全纯
.

在 S
一

内
,

少
2

(z)
,

梦
:

(司 为全纯函数
,

且对充分大的 }川
,

有

图 4

。
2

(劝一

誉
+ 。

比 )
,

梦
:

(。 - N
Z 八

十 口 (
1。

、
\ Z 一 /

(3
.

1 2 )

用与例 1 相同的分析方法
,

并经类似的计算步骤
,

最后得到
:

一X
。

了z )
_ ~

. , 、

~
。 、

~
.

~
。 、

甲
2气之少= —

百一竺士~ L行万又封 十卜艺人之少十行二
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·
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1
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从
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.
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介
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匆
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1

(z) = 一 少
2
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) 十 G 关
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) 十

N :

+ D 曹
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.

1 3 )
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.
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_
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,

尤
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1
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·

:
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。
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) =
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‘
一
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.
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这里 ;

一笃 C季= M
Z
一 付
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D

(
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,
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一K
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门 叼’
=

一

, 一 二 L允人
。
(0 )

·

Lc o s口+ 艺万s l n 口) + 1 」+ 1
1 一 g

X
。

(0 )
1 一 g

〔G氛(0 ) + G 冬(o )日
一

K (M
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一 N

,

)斗
一

h叽一 (1一 g )(则
一

2
一N Z
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/
_

K 、 ~ ,
_ 、

十 { 1一
二

-

一 , 行 ‘ (0 )十
\ 1 一夕 /

hN
Z

1一 g

X 吉(0 )

刃
。

(0 )

上述二例中 岁
,

(劝
,

梦
:

(习 均由(2
.

5) 式立即得出
。

值得指出
,

这两个典型解答具有一定的普遍意义
:

不仅
一

可以作为格林函数积分
,

获得任

意分布载荷下的解答
; 而且由它们通过改变弹性常数和几何形状的极限过程获得一系列特殊

解答 ; 由它们通过简单叠加
,

还可以获得一些具有工程实用意义的解
.

下面例举几种
:

( 1 ) 同种材料的圆弧裂纹解
.

设 俘l
一 拼

2
二拼

, “ ;
一 、:

二、 ,

此时算得 g 二 一 1
,

h一 一 1
,

k二 z
,

刀二 o 将它们代入 (3
.

4 )
,

(3
,

5 )
,

(3
.

] 3 )
,

(3
,

1 4 )
,

便得解答
.

( 2 ) 刚性核的圆弧裂纹解
.

当 拼,

》娜
:

时
,

一

可视 召 : 一)

。
,

此时算得 g - 一 、: ,

h 二 一 (1 +

‘2

)
, “ = 0

,

刀= 1n 碗 /2 二
,

代入上述各式
,

即得相应解
.

( 3 ) 不同材料的直线裂纹解
.

在上述各式中
,

令R
一 )

二
,

口。 o
夕

上砰挂持ZR sin o = 21 (裂

纹长) 即可得此解
.

( 4 ) 不同材料的焊接解
.

在 上述 各式中
,

令 0、 O
, a 二b二 R

, ’

并注意到

g
, 之一 R

(
z 贬S

十

)

1
之一 R

(
z 〔S

一

)

r

wellwe丈‘卜wet

一一
Z尤

便得相应荷载下的圆形焊接解
,

仿 (3) 还可得不同材料的直线焊接解
.

这些解答容 易直接写出
,

这里无需
-

一列出
,

仅以 (4 )为例作个说明和对照
.

如图 5
,

圆形材料 I 与带孔的不同材料的大板完全焊接
,

当板内任意点 z 。 作 用 集 中 力

戈十 f夕和集中力偶 m 时
,

将 (4 ) 中条件代入 (3
.

4) 式
,

便得
:

仪
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2
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四
、

应 力 强 度 因 子

我们采用文 〔9 〕方法
,

计算双相材料界面圆弧裂纹的复应力强度因子
.

首先作如下坐标

变换
:

: 二。(Z )= ‘
e x p [‘口〕(Z 一 iR 一 2

一 ,
R sin 28 ) (4

.

1)

这样
,

在Z 平面 x 轴与裂纹相切于端点 b
;

(z 平面 b 的对应点)
,

且 b
:
二 2

一 ‘

Rs in2 0
.

必汇。(Z )〕

在 b
,

点邻域的奇性主项可写为
:

少
2

〔。 (
z
)〕=

里塑 (二丝)
2了百

·

(K
, 一 ‘K

Z
)

·

(Z 一乙
;

) 一奋+ ‘刀

所以 K 工一‘尤
2
二 2了落

·

e x p〔二刀j
·

xim (z 一‘
,

)香一 i夕
·

中
:

〔。 (z )〕 (4
.

2 )
Z 、饥

下面以裂纹端点 b 为例
,

计算几种典型情况的复应力强度因子
.

对于同种材 料 圆 弧 裂

纹 , 刚性核圆弧裂纹
,

直线裂纹等情形的应力强度因子
,

不难由下述典型解结合上述 (l) 一

(4 ) 的特征条件得出
,

这里也不 一列出
.

特别 注 意
,

当 1
:
}< R 时

,

x
。

(习 中
z 一 。 , z 一b

的幅角计算
.

如图 6 所示
: 二一 b二 r , e x p〔一 10

工

j
, z 一 a = r Ze x p 〔i口

:

〕

1
.

沿不同材料圆弧裂纹
,

作用力在圆外
,

如图 2 所示
,

即为第 三 节 中 例 1 情形
.

将

(3
.

4 )式代入 (4
.

2 )中
,

得
:

K
:
一 fK

:
二

2丫 2 万

1一 g

「
,

。
、 、

亡e l
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I

‘ 乙 J

2
.

沿不同材料圆弧裂纹
,
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,

一

[ G
。

(b )+ G
z 。

(b) + G
: ,

(b )+ G
.

(b )〕 (4
.

3 )

如图 4 所示
,

即为第 三 节 中 例 2 情形
.

将
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.

1 3)代入 (4
.

2 )得
:

K
l
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2了
一
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「
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Z
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:
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3
.

沿不同材料圆弧裂纹
,

作用力在圆外裂纹面上
,

如图 7 所示
,

才为圆外裂纹 面 上任

意点
.
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.

3) 式中
,

令
二。今 t
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。

(
: 。
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X
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其中 刀
。

仍由(3
.

的表达
.

但

Q
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一
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,

作用力在圆 内裂纹面上
.

意点
。

在 (4
.

4 ) 式中
,

令
: 。、t+

,

则 尹” t一
,

得
:

‘)
一

〕}
如图 8 所示

,

t 为圆内裂纹 面 上任

K
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Z
=
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一

i
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「
,
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。
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但
,
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上述结果的极限情形
,

可与前人成果对照
.

以圆外作用载荷的情形为例
:

经 (4
.

1) 变换

后
,

在 Z 平面上
,

图 2 变为图 9 所示
,

再令 R 、 oo
,

0 , 0
,

但保 持 R
·

si n e= I便 得 图 10 情
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·

这里 Z0
,

2 0,
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,

而
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,

户
,
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。 的 像

.
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: = iM鉴

,
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:
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-
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·
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·
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经上述变换和极限过程
,
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.
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:
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。
一乞

。

)M鉴斗
一

M
。

Z 舌一 1
2

)(l一 Z 。
)X

。

(Z
。
)

在 (4
.

7 ) 中
,

令 M
。
= 0

,

注意到
e子旦(“月) 二

1一 g

1

Z e h (二刀)
并考虑到X

。

(Z
。

)的幅角计算 (见

、

图 6) 和载荷作用位置的的区别
,

可得与文 〔6 〕相一致的结果
.
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