
应角数学和力学
,

第 8 卷第3 期 (l 9 87 年 3 月 )

A PPlie d M a the m a tie s a n d M e e ha n 主e s

应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版

非线性系统周
⋯

期解不动点迭代法

刘铁牛 王 伟

(大连工学院) (郑州工学院 )

(李骊推荐
,

19 8 5 年1月 14 日收到)

摘 要

本文提出一种求解非线性系统周期解的数值方法
.

首先对非线性自治系统和非自治系统 给 出

不同的点映射定义
.

其次指出用线性映射逼近原非线性映射
,

而线性映射是由非线性映 射 插值获

得的
.

继而求取线性映射的不动点
,

作为原系统不动点的近似解
.

如不满足精度则作为下次 映 射

的初始点
.

本文还提出了研究周期解稳定性的相应方法
.

一
、

引 言

非线性微分方程没有一般可行的解析解法
.

即便是种类众多的近似解析方法
,

其公式的

繁杂
,

计算量的庞大也随解的近似阶数的提高
,

变得令人望而生畏
。

近年来随着计算机的普

及
,

数值方法得到了迅速发展
.

用数值方法求解一般初值问题
,

已不成为困难
,

若求解其中

的周期解却远非易事
.

六十年代末
,

国外先后建立了
“

点映射法
”

和
“

打靶法
” ,

我国的一

些科技工作者近年来在这方面也做了不少研究工作
〔‘’〔“〕,

本文提出的不动点迭代法
,

是计算

非线性系统周期解的新方法
,

它将点映射与推断线性映射不动点相结合
,

通过渐近迭代直到

线性映射的不动点收敛到周期解上
,

并能随即给出周期解稳定性的判断
。

这一算法及相应程序简捷可靠
,

不论 自治与非自治系统
,

不论稳定或不稳定的周期解
,

都可用此方法快速而有效的算出
.

它能将周期解计算和稳定性判断一举解决
,

也可用来计算

非周期解
.

此法已在程序上得到实现
〔。了、 〔7 ’.

大量的计算表明此法用于求解非线性系统的数值

解特别是周期解看来是很有效的
,

是具有发展希望的
.

二
、

不动点迭代法的基本原理与步骤

对
n 阶自治的非线性振动系统

:

又= f(x ); x〔R
招 , f

, R
几

”R
几

(2
.

1)

和非自怡的非线性振动系统
:

又= f(t
,
x ); x〔R

” ; 掩R ; f
: R x R

”

、R
”

(2
.

2 )

没它们均满足解的存在
、

唯一和连续依赖初值的条件
.

现研究如果 (2
.

1) 与 (2
.

2 )存在

周期解
,

我们可否给出一种方法
,

在一定精度要求下简便而有效地找到这些周期解的数值解

答
.
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先研究自治系统 (2
.

1 )
.

在 。 维空间R
”

中的。一 1维超 曲面上取一开子集D c R
”一 ’.

我们研

究 (2
.

2 )的由某初始点 x ‘。,〔D 开始的解曲线 x (t) 与 D 的交点序列 x (。, , x “ ’
,

x ‘2 , ,

⋯
, x ‘“, ,

x ‘“+ ‘’,

⋯的变化趋势
.

即向量序列灌x ‘“ , }
,

{ x ‘
“ )
}
x ‘“) 二 x

(t )自D
,

t。< t< t : }
,

取时域 {t一 t。}二

co
.

由于解对初值的连续依赖性
,

“, ’与 x ‘。’
、

x( 名, 与 x ‘”
、

⋯ 、 x (上十 ‘’
与 x ‘云’等均 一对应

,

因此存在函数切
; : R

” 一

“”R
“ 一 ‘

使得

x “ + ‘, 二甲:
(x

‘殆,
) (寿二 o

,

1
,

2
,

⋯ ) (2
.

3 )

我们称(2
.

3 )为系统(2
.

1) 的点映射
。

例如一个二阶系统
,

设它时一个奇点在 (o
,

0) 处
,

求此奇点附近的周期解
.

可取D 为射

线% 2
“ O

,
戈 ,

> 0
.

其映射关系川
。’。刘 ” 今川

“)
一

) ⋯川
奋’。川 “

一

卜”
一 > ⋯

,

如图 1 所示
.

}}}

_____ ~ 、走走走一一一一J 一一
--- ~ 、{{{{{{{

不不不不不不不不不不不不不不不不
少少少少

Z , 〕〕

汾炭卜卜_______

_
_

」」」

其次研究 n 阶非 自治系统 (2
.

2 )
.

试观察从某初始点 x ‘“)〔R
”

开始的解曲线 x( t) 上的每间

隔时间为T 的点序列 x (“’,
x ‘”

,

⋯
,
x ‘“、,

x ‘“牛 ”
,

⋯
,

即向量序列 { x
‘“, } : { x ‘“ ,

lx
‘“, 二 x

(亡
。
+ 掩T )

,

k = O
,

1
,

2
,

一 }同样根据解对初值的连续依赖性将 x( “辛 ’)与 x ‘无 )的对应矢系写成函数
:

x ‘招+ ‘, = 甲:
(x

‘“,
) (k = o

,

z
,

2
,

⋯ )

甲: , R
“

”R
,

(2
.

4 )

我们称 (2
.

4 )是系统 (2
.

幻的点映射
.

例如一个二阶非自治系统
,

它的点映射关系如图 2 所示
.

不论对 (2
.

3) 或 (2
.

4 )
,

如果得到解向量 x气 能满足

x 关 = 中
,

(x
关
) (2

.

5 )

或

x 漪 = 甲
:

(x 芳 ) (2
.

6 )

则称 x 关 是 (2
.

3 )或 (2
,

4) 的不动点
.

显然通过不动点 x 爷 的解 x( t) 是系统 (2
,

l) 或 (2
.

2 )的周期

解
.

方程 (2
.

5) 和 (2
.

6)除了它们的阶数不同((2
.

5) 为
。一 1

,

(2
.

6) 为n) 之外
,

没有任何不同
.

因此后面的讨论里将统一使用下式
:

x 关二甲(x
关
) (2

.

7 )

及

x ‘“+ ‘, == 护(x
‘“ ,
) (2

.

8 )

由于一般无法得到非线性微分方程 的封闭解
,

所以我们不可能建立 甲(x) 的解析表达式
.

现在
,

我们采取如下的步骤
,

取 (2
.

5) 的线性近似表达式为

甲(x
‘介’

)“中 x ‘“’+ e

亦即 x ‘希+ ” 二必x ‘奋 , + e (2
.

9 )
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其中
.

待定的方阵 巾 和矢量c
,

对自治系统是
n一 1 阶的

,

对非 自治系统是 。
阶的

.

令
:

f ”一 1 (自治系统 )

I
n

(非自治系统 )

由(2
.

8 )和 (2
.

幻可知存在如
’ 一

厂关系
:

”“’一甲‘
·‘。
”一’·‘“) + 。一「,

, ·〕
{万

。’

}
·‘“)

一
咬·“夕,一

“

(一 , 一 价一
+
一〔必

,
。 :

王xl<
”

}

一

了 x ‘仍 夕 、

x ‘佛+ ‘)二 切(x 心
”‘,
) = 甲州

一

’

(x ‘
U )
) = 价x ‘, )十 e = [中

, e 〕劣
_

卜
L l 少

将上。十 1式子台井
,

得

[ ‘ (‘) , · ‘“) ,

一
‘(
一

’)〕一 : 。
,
。jr

‘ 。) , ‘ (’) , “
·

‘

, · (‘’

L 1
.

1
.

⋯
,

1

(2
.

1 0 )

{
x ( 1 2 下

x (2 )下

X ‘才于备+ 土)下

(2
.

1 1 )

州

,

且,I
J

百
..J月”‘..,‘.犷比.‘‘‘鸽

.

r�f

.

.才

了下
厂哟均琳

刁

XX
。。。

X

⋯
L得

此其中 据r 表示转置
.

X ( 1 ) 了

x ( 2 ) 丁

X ( 饥 + 1 ) 了

( 2
.

1 2 )

�瑟.以翻叮.lse
翔‘,土

i1 ...‘口..J

x
一

。声
,

x ( 1 ) 下 ,

X ( ”咨) 了

111
1.妞jJ

少了
f

l
“

扫‘口.L

如果选定 x ‘“)
,

按照系统 (2
.

1) 或 (2
.

2 ) 各自的点映射定义
,

利用初值问题的数值解法
,

足够

精确地算出。 + 1个映射点
:

x ‘k , = 沪无( x
吸。, ) (众= 1

,

2
,

⋯
, ,: 斗

·

1 ) ( 2
.

1 3 )

则代入 (2
.

1 2 )
,

就 可得到线性映射 (2
.

0) 中的少和 c.

根据 ( 2
.

的式
,

其不动点应为
x 长

,

苦 = 必x 关苦 + e ( 2
.

1 4 )

或 〔君一中〕x’x
关
“ c

从而 x
料 = 〔E 一矽丁

’c ( 2
.

1 5 )

由此所得的线性映射 (2
.

的的不动点
x 关关是非线性映射 ( 2

.

8 )的不动点
x 关的一个近似解答

.

现将上述不动点迭代法计算的主要步骤总结如下
.

( 1) 选定初始点x(
。, ;

( 2) 利用数值方法 (例如尼格库塔法 ) 计算下一个映射点
x ( ‘’;

( 3 ) 每算出一个映射点 x ‘“+ ‘’,

便与前一点 x ‘“, 做范数检查
,

看其是否满足

}} x ‘, + ‘, 一 : ‘“ , !l/ l}x ‘,
一

卜 ,

川< 1 0
一 a

(2
.

1 6 )

其中 }} }1乃范数
,

a > o 乃精度指标
.

如果 (2
.

1 6 )式被满足
,

则 : ‘垂+ ‘’即可足够精确地视为不

动点
,

过x( “, 及 : “ + ‘, 的解即可视为系统的周期解
.

对于非 自治系统而言
,

此周期解的周期即

为前述的两个顺次映射的时间间隔 T
,

对于自治系统而言
,

即为由 x ‘“) 到 x ‘“十‘) 所耗去的时
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间
.

这时
,

可中止迭代计算
.

如果 (2
.

16 ) 式不被满足
,

则继续计算下一个映射点 x 吃“
+ 2 , ,

直

到算出 x “
十”

,

并转入下一步 (4 );

( 4 ) 将
x ‘。, ,

x “ ’
,

⋯
, x “

十‘,
代入 (2

.

1 2 )式并求出线性映射二个近似表示 中
, ,

及 c 工;

( 5 ) 将 中
: ,

c ,

代入 (2
.

15 )求得
x
护

,

它们的下标 1 表示是取得第一次近似不动点的迭

代计算结果
.

以对
芳做为新的初始点x( 。’并转向 (2 )

,

以继续迭代计算
,

算出中
2 、

c 么
、

对
’

⋯⋯

直到收敛
。

下面说明不动点迭代法的几何意义
.

为此将 (2
.

5) 式写成分量的形式
:

二 1(
“十 ‘’= 切:

(x
‘七’
)

二夕
今 + ‘’二甲:

(x
‘今’
)

} (寿= 0
,

l
,

2 ⋯
,

m ) (2
.

1 7 )

二撬
. + , , == 尹. (x ‘

奋,
)

(2
.

17 )中的每一式
,

都是一个华+ 1维空间内的超曲面方程
,

共计有 , 个这样的空间
.

我们以

分量二
季

+ ’

与 x “的全部 m 个分量组成的 m + 1 维空间记作 R 丁
+ ‘,

即
,

{
戈乡

七+ 1 )

X (‘) }
“R 丁“

此外由方程 % {“
+ ‘’= 甲‘(x

‘无,
)

,

(i二 一
,

2
,

⋯
,

m ) (2
.

1 5 )

定义的超曲面记作Q ‘.

由于函数甲‘是未知的
,

Q‘的性状无从知晓
.

但是任给初值
x ‘“’,

依赖

于初值问题的计算我们依次可以得到映射点
x (”

、 x ‘“, ,

⋯
,

x ‘“, 、 x ‘’“ , ,

⋯
,

x“
+ , 。.

根据它

们
,

我们在R 了
十 ’

空间里获得了超曲面Q ‘上的 m + 1个点
:

[ 二 :
“ + ‘, ,

x ‘“ , ,

j (吞二 o
,

1
,

⋯ 。 ; ‘= 1
,

2
,

⋯ m ) (2
.

1 9 )

利用此阴 + 1个点进行线性插值
,

即构造超平面P
‘

来逼近超曲面Q
‘,

并以平面P‘代替曲面 Q
‘.

这一代替相当于以 (2
.

9) 式替换 (2
.

8) 式
.

插值部分相当于 (2
.

10 )或(2
.

12 )所对应的步骤
.

为

了确定不动点
,

取P‘与R 7
十 ‘空间中的超平面 川

“干 ‘’二川
“)
的汾

王一 1维交线H
‘ .

H
‘在空间{x ‘“’}

〔R ‘上的投影记为H 亨
.

因 ‘一 1
,

2
,

⋯
,

阴
,

所以共有m 个投影万曹(‘= 1
,

2
,

⋯
,

。 )
.

它们的交

记为
x” = 自H 誉 (i= 1

,

2 ; ...
,

m ) (2
.

20 )

则所得到的 x
料

,

就是对映射线性化之后得到的近似不动点
,

这一步骤相当于求解线性方 程

组 (2
.

1 5 )
.

为将上述表达得形象直观起见
,

特以最简单情况m * 1时为例
,

简示于图 3
.

其中 ¹ 是具

有稳定不动点沪情况
,

º 是具有不稳定不动点 护情况
.

从给定的初位置 丫
。,出发

,

连继取得

m + l二 2次点映射
:
〔x ‘

。) , x ( ‘)〕* 点1 ,

[ % ‘’) ,
二‘2 )j‘点 2 . 1 、 2均是末知映射函数 劣伪 十‘) =

叫娜
七’)规定的曲线Q上的点

.

现以 1 、 2的联线尸
,

代替Q
.

尸
,

与丫“ + ‘ ) = % ( “’的交点H
,

在丫 “)轴

上的投影H 乍便是第一个近似不动点 对气 从 二竺关 出发再进行点映射
,

得到点 3
、 4 以及直线

尸
: 、

交点H
: 、

第二个近似不动点 对 气⋯ 如此继续下去
,

便有 二贯尊oo 、x 气 由图3可以 看出
,

不论不动点二苦稳定或不稳定
,

蜡
.
就已大大靠近 二关了

.

此外
,

从图 3 也可 以看出
,

对。 = 1这

一简单情况而言
,

本文所给出的不动点迭代法与求根的牛顿迭代法相类似
,

牛顿迭代法中的

切线此处则用两顺次映射点的连线所代替
.

因此
,

对 于 二井 , 、尹
,

可用与证明牛顿迭代法

收敛性的类似方法证明之
.
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尤〔别 幻_

“ ““ 一“

男
。

,

少、
。

厂厂
’’

匕
一

¹ 不动点枪定 ¹ 不 勿点不稳 定

图 3

三
、

周期运动的稳定性

本节研究不动点的稳定性判断
.

若经过 j次迭代过程获得不动点近似解!向量 ‘亨
‘ ,

且已满足精度要求
,

尹仔么从数值意义
上可 以认为它与精确解 x 关只相差一可忽略的高阶小量

,

因此可将式

x萝
公 = 中 , x萝

补 + e , (3
.

1 )

替换为
x 关 == 少, x 关 + c , (3

.

2 )

而不影响问题的精度
.

假设周期运动受一小扰动
,

即在相空间 R ‘内相点相对不动点 沪 有某

一小量偏 差 y
,

则其下一个映射
一

可表示为

( x 关 + y/

) = 巾 J ( x 关 + y ) + e ,

根据 ( 3
.

2 ) 可得
y‘= 中, y ( 3

.

3 )

所以 不动点 x 朴即周期解的稳 定性可由下式判定

渐近稳定

不稳定
(3

.

4)
. .11�丈夕厂l‘ty’yl

设 几为线性仿射矩阵中
, 的特征值

,

则 ( 3
.

4 )等价于
J皿j .土丈卜了,、七

m a x
}几

‘

( ‘= 1
,

2
,

⋯
,

二)

渐近稳定

不稳定
(3

.

5 )

至于当m a
xJ 久

‘

}= 1时
,

由于 必j 乃近似线性表达式
,

故此时稳定性无法判定
。

由此
‘

可见
,

应

用不动点迭代法获得周期解之后
,

只要对本次迭代得到的仿射 矩 阵 中, ,

计算其特征值的最

大模
,

按 ( 3
.

5 )即可得到关于稳定性的结论
.

四
、

结 束 语

本文所给出的不动点迭代法有如下特点
。

1
.

本方法的思想直观
,

计算步骤简明
,

易于编制程序
,

对计算机要求不高
,

存量和机
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时消耗均少
.

2
.

由于对自治
、

非自治系统的点映射作了不同的定义
,

使两种不同系统 求 周 期 解间

题
,

均导至在R ln 空间内搜索不动点
.

故此法对两种系统均适用
,

通用性强
.

而
“

点映射法
”

只能求周期已知
’

(非自治系统)的情况
.

对于自治系统
, “

打靶法
”

是在 。 维参数空间内 (
, 一 1

个初始坐标和周期T ) 搜索周期解
,

而此法是在 m = n 一 1 维空间内搜索不动点
,

所需计算量

更少
。

3
.

此法既
,

.j’用来计算稳定周期解
,

也可用来计算不稳定周期解
. “

点映射
”

法只能计

算稳定的周期解
.

4
.

对于小阻尼系统
, “

点映射
”

法收敛极慢
,

对无阻尼系统不能用来计算周期解
,

但

用此法却不存在障碍
,

且收敛较快
.

5
.

“

扫
‘

靶法
”

使用牛顿迭代
,

给加快收敛带来 了好处
,

但为此要计算边值向量对参数

向量的导数矩阵
,

这又带来
。
个

n 阶新常微分方程初值问题
.

为求一 个
n 阶系统的周期解

,

在
一

次迭代中总共要计算
。斗

一

1个
, 阶常微分方程组的初值问题

.

而此法只需对原 n 阶常微分

方程组
,

连续做。 + 1次初值问题计算即 可
.

计算土作量比打靶法减少了
.

6
.

利用此法
,

判断周期解稳定性是简单容易的
.

在几乎获得周期解的同时
,

马上便能

给出关于稳定性的结论
.

7
.

由于此法包含
“

点映射
‘

污丝程
,

因此据此法编制的程序不仅
一

可用来计算周期解
,

而

且能计算
“

点映射
”

法所能研究的
一

切问题
.

例如系统的各态厉经
、

混沌等非周期过程
.

攀上
, 万

f见不动点迭代法
,

避开了
“

点映射
”

法的缺点
,

而兼有
“

点映射
”

法
、 “

打靶法
”

的优点
.

我们用根据此法编制的程序
,

对自治系统和非自治系统的各种典型非线性方程
,

都

进行了计算
.

大量计算实例证明此法是很有效的
.

例如可抽象为五阶强非线性复杂系统的气

动震击机械
,

利用此法比
“

点映射法
”

的收敛速度快了几乎十倍
.

有关程序结构计算例题
,

以及为克服计算中的困难采取的对策
一

可参看〔6〕
、

〔7〕
.
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