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摘 要

本文用压缩半群理论讨论了二阶线性发展方程组的初值问题 ; 还用解析半群讨论了一 类变系

数的二阶线性发展方程的初值问题
,

使这一类初值问题的可解性与含 索的算子的一阶线性发展方

程解的理论统一起来
,

这是数学力学中的一类重要方程
.

一
、

前
.

-二一

目

设犷与研是 H ilb e r t 空间
,

厂稠于研
,

犷马附是连续的
,

假设对〔兄(厂
,

犷产
)与曾〔兄(附

,

附
‘

)分别是犷 与 砰 上的 R ie s z 映射
,

且D (B )( 厂
,

刀〔乙(D (B )
,

犷
‘

)
,

f(t)莎
,
(R 言

,

研
‘

)
,

〔I J中详细讨论 了二阶线性发展方程

曾
。护

(t)+ Bu
‘
(t)+ 并

。
(t)= f(t) (1

.

1)

的初值问题及初边问题
,

〔3 〕中把 (1
.

1 ) 推广到

留
: 。“

(t) + 男
v 尹

(t) + 并
, u
(t)== f

:
(t)

留
: v “

(t)一男
u ,

(t)+ 并
Zv
(t)== f

Z

(t)

讨论了初值问题及初边值问题
。

其中

“> ”, } (1
.

2 )

并
‘二(甘)==

a ‘
(劣

,

g ) (二
,

g〔犷) ; 留
. %(g )=

c 。
(%

,

, ) (二
,

g〔班)

且 a ‘
(.

,
·

) 与
c ‘
(

·
,

·

)分别是 犷与 牙上拟双线性连续对称椭圆型 (‘二 1
,

2 )
,

〔f
;
(t)

,

f
:
(t) 〕〔

C ,
(R 言

,

附
, x 牙

,

)
.

本文将讨论

瞥
: ; u ”

(t) + 留
: : 。 “

(t) + 穷
; : “‘

(t)+ 穷
, :。‘

(t)+ 并
; ; u(t)+ 并

: : 。
(t)== f

:
(t )

留
: : u “

(t)+ 留
: : 。“

(t) + 男
: : u ,

(t)+ 穷
: : 刀 ,

(t) + 并
: : “(t)+ 并

: : 。
(t)= f

:
(t )

(,》。)
}
(1

.

3 )

的 C a u c hy 问题
,

并构造出初边值同题的例
,

从而推广了〔3 〕中有关结果
,

(1
.

3) 中各函数

是取值于适当的 H il be r t
’

空间中的广义函数
,

空间和算子是如下规定的
:

厂, 与 附
‘是 H ilb 升t 空间

,

犷‘
在牙

‘
中稠且犷

‘
味附

‘是连续的(‘== 1
,

2 )
.

假定并
. ‘与曾“分

别是 犷‘
与牙

‘上的拟双线性连续对称椭圆 型 (‘= 1
,

2 )
,

并 1 :〔黑(V
: ,

犷; ‘
)

,

并 : :〔兄(犷
, ,

犷了)
,

留
: :〔笑(附

: ,

牙
: ‘

)
,

曾
2 :〔笑 (附

: ,

牙
: ‘

)
,

D (男
: ;
)《犷

: ,

D (穷
: :
)《犷:

,

D (穷
; ; )《犷

: ,

.
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D (穷
: :

)成犷
, ,

且穷
, ,
〔L (D (磨

, 1

)
,

犷
, ‘

)
,

穷
1 2

以(D (男
1 2

)
,

犷
, ‘

)
,

男
2 ,
〔L (D (穷

2 1

)
,

犷
: ‘

)

男
: :

以(D (穷
2 2

)
,

厂2‘

)
.

本文还要讨论 (1
.

1) 中算子并与B 含参数 t 时的 Cau
c hy 问题

:

留““(t) + B (t)
。,

(t) + 并 (t)
“
(才)= f(t)

。
(0 )二

u 。,
“,

(0 )= “:

其中算子 并 (t) 与 B (t) 是如下规定的
:

并 (t )
。
(
。
)垒

a
(r

, u , 。
)

,

B (t)
u
(
。
)垒b(t

, u , 。
)

a( t
, u ,

v) 与 b (t
, u ,

v) 分别是犷上拟双线性连续椭圆型
.

(,> 。)}

(
u , 。〔厂 )

(1
.

4 )

(1
.

5 )

我们将把初值问题 (1
.

4) 解的存在性与含参数算子的一阶线性发展方程解 的 理论统一

起来
。

二
、

方程 (1
.

3) 的 C a u c h y 问题

令 厂 = 犷
, x 犷

: ,

班二研
, 又 牙

: ,

(〔二
; ,

x : ]
,

〔梦: ,

, z

] )
; = (二

, ,

夕:
)
。: + (二

: ,

夕2

)
: : ,

(〔二
: ,
二么]

,

〔夕, ,

v Z

〕〔犷)

(〔二
, ,
、2

〕
,

〔, : ,

g :〕w == (二
; ,

夕1

)二
;
+ (劣

: ,

9 2

)二
2 ,

([ 二
, ,
二2〕

,

〔夕
; ,

梦2

〕〔附)

则 V 与班是 H ilbe r t 空间
,

且 V
‘
= 犷, ‘x 厂2 , ,

研
‘= 牙

, ‘x W
Z , ,

犷味附是连续的
.

令 并〔笑(厂
,

犷
‘

)
,

省〔兄(附
,

W
‘

)分 别定义为

并 [ x ; ,
二 :

〕(〔梦
; ,

, 2 ] )= 并
, : x ,

(夕
:

)+ 并
: : x Z

(夕
1

) + 并
: 1二 :

(v
:
)+ 并

:

声
:

(9
2

)

(〔x
, ,

x2 〕
,

[ y‘
,

夕: 〕〔厂) (2
.

1 )

曾〔二
: ,

二 :

〕([ 夕
, ,

夕: ] )= 留
, , 二 ,

(夕
;

)+ 留
: :二 2

(夕
,
) + 留

: lx ,

(g
:
)+ 曾

: :二 : (g
:

)

([戈
, ,

x Z

〕
,

〔y , ,

g :

〕〔砰) (2
.

2 )

记 D (B )= (D (磨
、1

) x D (牙
: 1

)) x (D (穷
、:

) x D (穷
: :
))

,

显 然 D (B )( 厂
.

定 义 B〔

L (D (B )
,

F
,

)为

B 〔二 , ,
二 :

〕(〔g
, ,

g :

〕)== 穷
1 , 二 ,

(, ;
) + 穷

, : 二 :

(夕
:

) + 穷
: , 二 ,

(, :
)+ 穷

2 2二 :

(, :

)

(〔二
, ,
二2

〕〔D (穷)
,

〔夕: ,

夕:

〕〔V ) (2
.

3 )

记不 = 〔。
, 。〕

,

f(t )= [ f
:
(t)

,

f
Z

(t)〕
,

由 (2 一 ) 一 (2
.

3 ) 我们得到了 (1
.

3 ) 的等价形

式

留研
护

(t)+ 穷研
,

(t)+ 并研(t)= f(t) (2
.

4 )

定义 如果 并
:
声勿)二并

2 , g (x ) (正犷
2 ,

v〔犷
,

)
,

则称并 , :与并
2 : 是对称的

.

引理 1 由 (2
.

1) 定义的算子并是对称的
,

当且仅当并 , : ,

浮二 是对称的
,

且并
: :

与并
2 ,

也是对称的
。

证 设并
, , ,

苏韶是对称的且并
1 :

与并 : , 是对称的
,

则

并 [ , ; ,
二 2

](〔g
: ,

y :
工二 才

, : g :
(二

,
) + 并

2 : , ;
(二

:
)+ 并

, : , :
(劣

:
) + 并

: 2 , :
(二

:
)

二碑
一

〔玩落力(〔瓦瓜刃) (〔二
: ,

x Z ]
,

〔9
1 ,

夕:

〕〔犷) (2
.

5 )

设滩 是对称的
,

令凡 = y :
” O

,

则由 (2
.

5) 得知浮
1卫是对称的

,

同理 刁
: : 是 对称的

,

令

义 : = 0
,

头井。
,

则由 (2
.

5) 得知浮
: : 与河 : : 是对称的

.

引理 2 假 定

R e {刁二 :
(二

:
) + 滩必

。
(x

;
) + 并

: :二 ;

(、
;
) + 才

: : x ;
(二

:
)}



二阶线性发展方程初值问题的某些推广 2会宁

> a :

}{“
,

l认+ a :
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:
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:
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) o
,

[ ‘ , ,
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.

6 )

或
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(x
,
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1

!lx
, }l乡

:

(刀
,
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,

R e并 : 2“:

(‘
2
)》刀

2

]J“
2

{!乡
2

(凤> o)

(2
.

7 )

且 1}并
, :

!J另(:
:

,

; , ,

) + 】{溥
: ,

】】名(。
, , : : ,

)( 2刀= Z m in (夕
, ,

刀
:

)
,

则并是 犷
一

椭圆的
.

证 如果 (2
.

6) 成立
,

则

R e {滩 [ ‘ , ,
“2

〕(〔‘
, ,

x Z

」)}》m in (a
工,

a :

)[ JJ“
, 11食

, + }“
:

}}咨
2 」= a 11〔x

l ,
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〕i{菩

(a > o
,

〔x
: ,
二 :

〕〔犷 )

如果 (2
.

7) 成立
,

则由

{】并
, : % 2

(x
,

)11( }}并
, 2

If￡ (: 2 , : , ‘)I}二
,
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: 1 1二

:
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: : ,

{}并
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(, :

)I}簇 I}并
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1}名 (

: , , F : r

) {{二
,
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,

}】二
:

{】
: :

得

R e {刁〔‘
, ,

X 。

〕(〔‘
, ,

“ :

〕)}) 刀JIX JI券
,
+ 刀}}‘

:

{i;
2 一 (11并

工。

11另(、
2 , v , 尸

)

+ {{刁
: , }}另(;

, , ; : ‘

) }}二
, !{。

l

}}x
:

}{
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定义

反对称的
。

引理 3

、
[ , 一 ; (}

}、
1 :

}!: (·
2

,

·: ,

) + !:、
2 1

,}: (一
: ,

))」‘
,,x

l

,,、
1 + “X

Z

,,;

) c
】1〔

l ,
x Z

〕}}纂
.

(
e > 0

,

E二
, ,
二 : 〕〔厂)

如果 二〔D (穷
, 2

)
,

夕〔D (男
: 1

)有 R e
(君

, : 二 (, ) + 男
: l夕(、))二 o

,

则称 穷
工:

与 穷
2 ,

是

设男 : ‘是单调的(‘= 1
.

2 )且穷
工2

与男
2 ,

是反对称的
,

则B 是单调的

证 因R e通男
; , 二 ;

(x
,

) + 男
, : x :

(二
,

) + 君
: : 、 :

(二
2

) + 君
: 2戈2

(二
2

)}

) R e
(穷

: , 二 ,

(x
;
) + 穷

2 2戈 :

(x
Z
))》 0 (〔x

: ,
二z

」〔D (B ))

所以 R e B仁二
1 ,
二 2

] ([ 二
, , 二 2

〕)) O (〔二
: , 二 :

〕〔D (B ))

由引理 1 ~ 3 并根据 [ 1 〕
,

我们得到了

定理 1 设空间厂与不以及算子并
,

B
,

曾是按上面规定的
,

假定并和曾满足引理 1 的对

称条件
,

满足引理 2 的椭圆条件
.

假定B 满足引理 3 的单调条件
,

假 定 (并 + B 十 曾)
: D (B )

、厂
‘

是满 射
,

则 对 于 每 一 〔u
。 , v 。

〕〔犷与〔。
, , v ,

」〔D (B )且 办〔
u 。 , 。。〕+ B〔u

: , 。: 〕〔W
尹 ,

每一

〔f
,

(t)
,

f
:

(t)〕〔C
,

(R 吉
,

砰
‘

)
,

方程 (2
.

4 ) 有唯一 解 〔u (t)
, v
(t)〕〔C (R 吉

,

犷 )门C
‘

(R
+ ,

厂 )门

C
‘

(R 吉
,

W )自C
Z

(R
十 ,

砰 )满足条件〔
。(0 )

, v
(0 )〕= [ 。

。 , v 。

〕
,

〔“
,

(0 )
, 。‘(0 )〕= [ u , , 。 :

〕
.

三
、

初边值问题的例

设口是R
”

中一有界开域
,

边界口口是一个(
n 一 l) 维的C “一流形

,

厂 : 与厂
:

是a口上两个具正测

度的闭子集
,

令

、.,‘少

‘、,、」卜

厂
,
= {v( H

‘

(口)
: 。
(
s
)= 0

, s〔1
, : , a

一
犷2 = {。〔H

‘
(口)

: 。
(
s
)二 0

, : 〔厂
2 , a

.

e

易知厂
;

与犷
:

是闭集
,

从而犷
,

与厂
2

是两个 H il b e r t 空间
.

令 研
,
= 研

: 二L
“

(口)
,

研 = 砰
, x 万

2 .

假设

(3
.

1 )
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C
工2
(二 )= 亡万6万

,

乙 C‘,
(, )雪

‘
互
‘> C (1亡

1
’

l
’
+ !雪

2

1
“

)
‘,
了= 1

(3
。

2 )

(其中 C ‘,
(x )〔(口))

省 , , “(
。
)一 le ‘,

(二 )。(二)。(二 )、: (*
,

(
二〔口)

= 1
,

2 ) (3
.

3 )

则由 (2
.

2) 经 (3
.

3 ) 所定义的留在条件 (3
.

2) 之下满足引理 1 的对称性和引理 2 的 椭 圆

性
。

假 定 R (二 )〔L QO (口)
.

拜(二)二 (拼
;

(二 )
,

拌:

(二 )
,

⋯
,

拼二(二 ))
,

、〔口
,

井‘

(二)〔C
,
(口)

.

定义

男
l ,〔男(V

: ,

班
1

)为

绪
l , 。

(
。
)一 {

_

(* (
二 )

“
(二) + 粤兰2

一

、
。 (二 )J二

,

J ‘ 、 。拼 /

其中

繁
, = 兄

u , ,
(二 )拼

,
(x )

.

如果

N

乙,-lR e “‘“ , 一凌 旦

黔列 ‘
心

拼(
S
)
n
(
S
)》 o

,

(
: 〔a口一厂

:

)

则 R e
穷

1 : 。
(。)一 R 。 {(* (

二)
。
(二 )干粤其、可、)

、二> 0
.

J 夕 、 L, 拼 /

假定 穷
: 2 = O

,

‘
, 、

「二
。 , 、 , 、 , , 、 , .

「
, , 、 , 、 , , 、 ,

万
‘“v 、切’一 J

。

台
“ , 、‘’“ ‘’L‘’沪气‘’“ x 十j

0 0 。气‘’”气‘’甲、‘’“ x
,

牙 2 ! ·
“ , 一

{
。

乙 b ,
(x )

u 二 ,
(‘)杯(“)d‘

了一 1

a

口% ,
b , ,

b
,

(x )〔C
,

(口)
,

(j= 1
,

2 N
,

)且

乙 b , e o s
(
。 ,

二
川

。。一 r , 。r Z
= o

则 君
, Z v

(甲)+ 牙
: ,切(

。
)

。

开(
”, 二 ,

, +

昌鬓
·

, + “, ·,
· ,

)
d / 一

{
。。

乙 b , 。
币
e o s

(
, ,
二,
)d

:

J , 1

由于 。〔犷
2 ,

甲〔厂
:

且注意到 (3
.

6)
,

于是 男
; :

与男
: L

是反对称的
,

易知尖兄(厂
,

不 )
,

是单调的
。

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

6 )

且B

令 a
熟〔C

,

(g ) (k = 1
,

2
,

3
,

4 ; ,

j” 1
,

2 ⋯
, N )

.

设 矩 阵 (
a
;, )

,

(a尝
,
) 是 H e r m ite 共 扼
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对称矩阵
,

(
a : , )与 (a :

,
)互为共扼对称矩阵 (

a { , = a l
:
)

.

并 、; “(* )里}
_

护习

“’,
“’、 , ’一“一 ‘ 1么·

‘· ,“
{
。

序
“‘,“’一 杯一 “一 ‘

2 么·
“ ,“

{
。 ‘

索

a 萝, (二 )
。· , 币

: 。

击

N

乙

‘, j -

并 2 ‘“
“’“

{
。 ‘

象
a 李,

(‘)
“ , ,
杯

二‘d ‘

则按 (2
.

1) 定义的算子并满足引理 1 的条件
,

因而是对称的
,

令

、、/
了

、‘J少、、户少

‘

J
.

J

毖忍4
-

,

aa
z吸
、
‘

矛.、N

n白

、

,
产、

,
才

.

JJJaaZ叮几、

一一七

口乙
假定

希一卜 1

则并满足引理 2 的条件
,

t。‘雪:互
。> a

乙 !雪
。
}
2

(a > o )
七. 1

因而是犷椭圆的
。

设 F
,

(二
,

t)
,

F
Z

(x
,

t)以
么

(口 x R 言)
, 且误

一“
1

‘“
,

‘,
,

口 一
,

.
、

_ , 。 ,

~ 一
, 、

百矛
一厂 :

‘%
,
t , .

“

气占甘X 六百, ,’ 则 J : (t)

= F (
· ,

t)
,

f
:

(t)== F
:

(
· ,

t)〔C
‘
(R 吉

,

L
么

(口))
.

因此〔f
:
(t)

,

f
Z

(t )〕〔C
,

(R 吉
,

才 )
.

对于〔u
。, v 。〕〔厂门(H

Z

(口) x H
Z

(口))
,

〔u
, , v : ]〔犷

,

因为尖笑(犷
,

研)
,

要使得澎〔
u 。,

。。〕+ B〔u , , v , 〕〔W
,

只要选〔
。。, 。。〕〔犷 x (H

Z

(口) x H
Z
(口))

,

使得并〔
u 。 , 。。〕〔班

.

由 并 的定

义
,

我们假定

裘:
· : ‘(· )

·。,
, · · : , (·)

·。· ,
)
·。S

(
· ,

一 !
‘

索
,
(
· : ,

(· )一 ,

二 : ,
(

一
,
)一(一)‘

d

一 !
(3

.

7 )

、
, ;、。(* )、、

1 : 。。

(* )一 !
。一

立
一

‘ , J 留

N

日

口劣
(
a : ,

(x )“
。 . , + a 爹, (‘)

”。· , )场击

兄 (
a : , u 。· , + a : , v 。· , )币

C o s
(
” ,

x ‘)d
s

‘, J 公 1

由于 甲(厂
,

和 (3
.

7) 第一个式子
,

上面第二个积分为 。
,

而第一个积分是 L
“

(口)上 的线性有

界泛函
,

同理 可证 对
2 ; u 。

(们 十并
2 2。。

(帕是 L
“

(口)
_

上的线性有界泛函
,

因此
,

并〔u
。 , v 。

〕〔W
.

总结上面所述并根据定理 1
,

则下面的初边值问题存在唯一 解〔u( 二
,

t)
,

以二
,

t)〕
,

C l ,
(% )

一

纂
·
(
% ,

, )+ C , 2

(! )
器

·
(!

,

, )+ * (劣)一
口t

一 u

/
,

‘,十晶备
·
“

,

‘,

二
, 、

口

+ 》 D ‘(义 ) 吕 ;

井

口
一

”: , 气%
,
了)十 O O

L戈 )一价
- 。(二

,

t) 一艺
‘,

J二 1

a /
, , 、

。瓦
一

戈
“奋, 气x )

口

J书
“(‘

,

十 a

, (X )
一

。

髯
·
‘/

,

‘))
一F 二

“
,

‘,
(3

.

8 )



}聂 仪 一 { 周 红 丁

。
, 、

a Z , 、
.

。
、

口么

心 2 工‘x )
一

at“
一

u 气劣
, 才) + 七 : 2

【劣 )
一

at Z 刀(义
, t)+ 乙 石

,
(“)

u 二,
(“

,

t )一 乙
, J‘ 生

a

aX

· ; ,
‘/ )。呈

, 二 (/
,

‘)

+ · , , (/ , 。旦
, ·(%

,

‘)
)
一F

Z

(X
,

, )
,

(/
,

, )、
火 (。

,

T )
,

(3
.

9 )

乙 (a : , (‘ )
“· , + a : , (“)

。· ,
)
e o s

(
n ,

“ ) l
。。一 r ,

= 0

落
,

了. 1

(才》 O)
(3

.

1 0 )

乙 (a 矛
‘,了一 1

u
(二

,

t)
:

,
(“ )

u · , + a 幸, (
“
)
” , , )

c o s
(
” , % ‘

) }
。。 一 ,

,
2
= 0 }

二曰
一 工 , v

(二
,

t )二 o
,

二曰
’ : ,

t》o

(3
.

1 1 )
。
(
、 ,

0 )=
。。

(
二
)

, 。
(二

,

0 )=
口。
(二)

,

瓮(x
,

O ,一 ‘/ ,
, 震 (二

,

。, 一
。工
(, ,

}
这里 (3

.

8 )
、

(3
.

9 ) 和 (3
.

1 0 ) 是在变分意义下 成
、

立 的
,

但 (3
.

8 )
,

(3
.

9 ) 中 的

晰 。

和 认
。

以
“

(口)
, u 。和 v 。

分别 〔犷
,

和 U
2 .

又若能保证这种边值问题的正则 性
,

则 (3
.

10 )

就分别在L
“

(a口一 l
一’ :

)和尸 (口口一厂
2

)中成立的
.

四
、

方程 (1
.

4 )的C a u e hy问题

设

】
a
(t

, u , 。
)】簇九

, I}u }{,
}}口{{

; ,

(k
; > 0

, u , v〔厂 )

R e a
(t

, u , u
)》

c : 】lu {{各
,

(
u〔犷

, c ,

> o)

}b(t
, u ,

沙) 1簇k
:

{l
u
}{
。}}。 !{

F ,

(存
2

> o
, u , v〔环)

R e b(t
, u , u

)》 eZ

I{
u
}}吞

,

(
c Z

> 0
, u〔厂)

令 厂。 = 犷 x 班
,

在 厂。 上定义内积

(〔二
: ,

% 2

」
,

[ 夕
, ,

梦2

〕)
; 。 = (劣

, ,

夕,

)
:
+ (二

: ,

夕:

)二

则 犷。 是一个 H ilbe rt 空间
,

且 厂。
/
二厂

/ x 班
/ 。

(4
.

1 )

(4
.

2 )

(〔二
, ,

叉 :

〕
,

〔, 1 ,

, :

〕〔厂。)

以 C与留分别表示犷到厂
‘

与牙到研
‘

的 Ri
e s z 映射

,

以拼表示厂
”。

到厂。
‘

的 Ri
e s z
映射

,

贝lJ

拼〔二
; ,

劣 : 〕(〔夕
; ,

, :

〕)= (〔x
; ,

二 : 〕
,

〔夕, ,

夕2

〕)
; 二 ,

〔“
, ,

‘ :

」
,

〔梦, ,

g :

〕( 厂。

易知
,

由

〔
C

当 u = 矿 时即得到了

一 C

+ }
L

并 (才) 刀 (矛)

0 ,
, 、

} (t笋 0 )
J弋t)

‘

(4
.

3)
r

es
L, leewelr...L

十

,, .,.J

.

经过一个初等变换
,

(4
.

3) 可写成等价形式

非业.a)
曾(1

: , 「几C 一C 下

! 十 }
_

1}
L
并 (t) 方(t) + 几留

J ‘

r o :

= }
, ‘

.

} (才) 0 ) (4
.

4 )
‘ J (t少e

一 人 ‘ “

r.I
J飞111

曾

C

令牙 (t) == 〔
u
(t)

, v
(t)〕

,

记 (4
.

4 ) 左边第二项中的算子为L (t)
,

记 (4
.

4 )右边为F (t)
.

A (t)= 拼
一 ‘
L (t)

,

g (t) = “
一 ’
F (t)

,

D (A (t))= D (L (t))垒{〔, : ,
二 :

〕〔厂 x 犷 : 汤(t )二
: + B (t )二天牙

,

}



二阶线性发展方程初值问题的某些推广

则与 (4
.

4) 等价的是一 个标准型的一阶线性发展方程

牙
‘

(t) + A (t )研(t)== 夕(t) (t> o) (4
.

5 )

我们假定D (A (t) )是一个不变域
,

下面我们用〔2 〕中的结果来证明 (4
.

5) 的Cau ch y 问

题存在唯一解
,

从而得出 (1
‘

4) 的 C a “c hy 问题有唯一解
.

定义 如果 D (A )稠于 H il be rt 空间 H
,

A 〔L (D (A )
,

H )
,

对于某 个 几> o
,

(几+ A )
:

D (A )、H 是满射
,

且 R e( A 二
,

劝
H
) o

,

正D (A )
.

则称 A是极大增生算子
.

引理 4 设A以(刀 (A )
,

H )是极大增生算子
,

H ilbe r t 空间犷稠于H
,

厂味H 是连续的
,

a(
u ,

的是犷上拟双线性连继厂
一

椭圆型
,

a
(
u , 。

)== (A
u , 。

)
H , u〔D (A )

,

V 。〔犷

则由 a(
·

,
·

)导出的解析半群生成元就是一A
。

证 由 a(
· , ·

)的假设
,

对每一f〔H
, ,

方程存在唯一的
“〔V

,

使
a
(“

, 。
)= f(

。
) (V

。〔犷)

于是导出了一个线性算子T 和犷的一个子空间D (T )
a
(
u , 。

)== (T
。 , v

)
,

(
u〔D (T关

,

V 。〔厂 ) (4
.

6 )

D (T )= {屹犷
: 。
(
。 ,

的 = j( 的 (f〔H
, ,

V 。〔厂})
‘

根据〔1 〕
,

存在 氏
,

O< 00 < 二/ 4
,

使由 (4
.

6) 定义的算子一 T 所生成的压 缩 半 群可以

解析延拓到锥形域 S (0
。

)
,

从而 一T 是解析半群的生成元
。

因为
a
(
u , 。

)= (A
u , 。

)
H

(
u〔D (A )

,

V 。〔犷)

因此
, “〔D (T )且A 。一 T 。

,

这说明T 是A 的延拓
.

但A 是极大增生算子
,

A 是闭算子
.

所以 A

= T
,

从而一 A是解析半群生成元
。

我们定义 E (〔 〕
,

〔 〕)为
、

E (〔
u , 。〕

,

[ 中
,

叻〕)= 几(
u ,

甲)
; 一 (

。 ,

甲)
; + a

(t
, u ,

劝)+ b(t
, v ,

叻)+ 久(
。 ,

沪),

([
u , 。〕

,

[ 甲
,

们〔犷 x 犷) (4
.

7 )

显然
,

犷 x 厂稠于厂.
,

且犷 x 犷味犷. 是连继的
。 ‘

一

引理 S E 〔。
, 。〕

,

〔甲
,

劝]) 是 厂 x 犷上拟双线性连续椭圆型
,

且

(A (t)〔
u , 。j

,

〔中
,

劝J)
v二 = E (〔

u ,
”〕

,

〔甲
,

劝] ) (4
.

5 )

(〔
u , v 」〔D (A (t))

,

V [ 甲
,

劝〕〔厂 x F )

证 由 (4
.

1)
,

(4
.

2) 与 (4
.

7) 易知E 是拟双线性的
,

且

IE (
u , v ]

,

〔甲
,

叻〕) }《M }{〔
u , 。 ] l

; 、 ;
l}[ 中

,

势〕l
; 、 ; ,

M > o (4
.

5 )
/

当〔甲
,

势〕= 〔u
, v 〕时

,

R e三(〔
“ , 。〕

,

〔。
, 。〕)一 * (〔

。 , 。 ]
,

〔“
, 。z)

; 。+ 。(,
, 。 , 。

)+ R e
(
。
(,

,
。;急)一 (

。 , 。
)
二

)

因为

于是

}R
e
(
a
(t

, u , v
)一 (

。 , u
)
;
) {( }

a
(t

, u , 。
)一 (

。 , u
)
;
}

《口卜11{}
。
{I (口> o )

R e E ([
u , 。j

,

[ u
, ”〕)

夕一幼> 几!l
u
ll
Z
+ c Z ll

”
11
2
一夕Il

u
l}li

v
{j> 几l{

u
ll
’+ c : 11

”
11
2

l}
2
一 (4

.

9 )

我们选 叮足够大
,

使气 > 刀/ 2叮
,

再选入足够大
,

使得几> 丙邝
,

这样一 来
,

(4
.

9) 就给出了



}聂 仪 一
’

}

E 的一致椭圆性
:

!E ([
u , v j

,

〔u
, v 〕) !》

a
JJ[

u , v jl】赘
从 ;

(V 〔
u , 。〕〔犷 x 厂

,

a > 0 ) (4
.

1 0 )

由于

(A (t )[
u , v j

,

【沪
,

劝〕)
; 。 = (“

一 ‘

L (t)[
u , 。〕

,

E甲
,

劝」)
; 。二L (才)〔

u , 。〕(〔切
,

势〕)

= 几(
u ,

卯)
; 一 (

。 ,

中)
; + 并 (才)

u
(劝) + B (t)

v
(叻)+ 元(

v ,

劝)
二

(【
。 , 。〕〔D (且(t))

,

V 〔卯
,

势〕〔厂. ) (4
.

1 2 )

因此
,

(4
.

8) 是成立的
.

引理 6 A (t) 是极大增生算子
.

证 为证对于每一〔f
: ,

f
Z

〕〔U 。 ,

存在 [ x : ,
二 2

〕〔D (A (t))使得A (t )〔二
, , 二 2

〕= 〔f
4 ,

f
Z

〕
,

只

须证 明对每一 [ f
, ,

f
: 〕〔厂. ,

存在〔二
, ,
戈 :

〕〔D (A (t))使得

几二
‘
一以

:
二cf

, ,

并 (t)二
: + B (t)x

: + 之留x : = 留f
Z

由于扭
一’

.

姊(t) 十 B (t) 十凡留 )是厂上拟双线性连续椭圆算子
,

日凡〔厂
一

使得

(4
.

12 )

因此对于留f
: 一才

‘

并 (t) f
*〔厂

‘ ,

/ l
, , , 、 ,

。 , , 、 , ,

~ 、
_

~
,

l

、几冲 又‘) 十纵
丁) 十 几岑夕凡 = 岑几 一 几冲 欠不)Jl

于是得到 二 1
= 凡尽 + f

,
/几〔犷

.

易知〔二
, ,

x Z

〕满足 (4
.

12 )
, _

且仁二
, ,

, 2

〕〔D (t) )
,

从而证明了

A (t )
: D (妊以))、厂

。是满射
.

由 (4
.

1 0) 与 (4
.

1 1 ) 易知

1!A (t)[
u , 。〕11》 a 11[

u , 。〕1} (〔
u , 。〕〔D (A (才)))

.

其中a > 0是 (4
.

9) 右边所确定的强 制 性 常 数
,

从 而 A (t) 存在逆算子只
一 ’

(约且 }A
一 ‘

(t) l(

1 / a
.

取 刀> o
,

叮> a
,

令 P仁u
, 。〕= 一 刀A

一 ‘

(t )〔
u , 。」+ A

一 ‘

(t)〔f
, ,

f
Z

〕
,

〔u , 。〕〔D (A (t))
,

仁f
, ,

f
:

〕〔厂二 ,

则P是压缩映射
,

因此有不动点 〔u
, 。j〔D (A (t))使得 [ u

, v 〕二 一叮A
一 ‘

(才)[
u , v 〕

+ A
一 ‘

(t )〔f
, ,

f
Z

〕
,

即我们证明了
:

存在 , > 0
,

(叮+ A 0 ))
: D (A (t))* 犷

。是满射
.

由 (4
.

1 0) 与 (4
.

n ) 易知 A (t) 是 D (A (t))上的增生算子
.

总之
,

引理 6 的结论为真
.

引理 了 存在锥形域S (0)
,

使下面不等式成立

}}(叮+ A (才))
一 ’

}}(
1 + }叮{

’
, 〔S (0)

,

}1刀11) 1 (4
.

13 )

证 因E (〔
。 ,

司
,

〔甲冲〕)是犷 x 配上拟双线性连续椭圆型
,

且 (4
.

8 )
‘

中的常数M与 (4
.

1 0) 中的常数 a
均与 无关

,

(4
.

8) 式成立
,

因此根据 〔1 〕存在 氏
,

o< 00 < 万
任

锥 形 域

S 州)
,

0< 口< 夕
。,

使得

11刀(叮+ A (才))
一 ’

11《M (0 )

其中M (0) 是与 t 无关的常数
,

由 (4
.

1 4 ) 即得 (4

引理 8 令

(冲〔S (0 )) (4
.

1 4 )

13)
,

其中 c 是不依赖于 t 的常数
.

L 。

兄c 一

并 (t) B (t

c : r
元e 一 e :

!
,

L = l }
,

)
J L

并 (t) B (犷) + 几留
J



二阶线性发展方程初值问题的某些推广

则L
。

与L均是刀 (A (t) )上的极大增生算子
,

且

{}L
。

〔u
, v〕l

。 , 。

) a l[
u , 。〕}}。

: ; ,

}}L〔
u , 。〕朋

; ‘。

> a }}〔
u , 。〕}}

v 、 ;

〔u , v ]〔D (A (t)) (4
.

1 5 )

证 明类似于引理 6
,

这里略去
.

引理 9 设算子B
一 ’
(t)

·

并 (t) 与 t 无关
,

B
一 ’
(t) 不

,

c 犷是 与 t 无关的子空间
,

算子 B (s)
·

B
一 ‘

(t) 是 犷
‘

到自身的线性连续满射
,

当限制在牙
‘

时关于 s 满足 L ipsc hit z
条件

11B (
s
)B

一 ‘
(t)一B (

r
)B

一 ‘
(t) }!名

(,
, )
(

c
}
s 一 r

! (4
.

1 6 )

则成立不等式

{{A (
s
)A

一 ‘

(t)一A (
r
)且

一 ‘
(t) }}另

( ; 。)
( 亡 }

: 一 r
} (a > o ) (4

.

1 7 )

证 因为

{}(月(
s
)一 A (

r
))〔二

, ,
二 :

〕}}
; 。== {!(L (

s
)一L (

r
))[ 二

, ,
二2

] }!;
尸。

二 1}并 (
;
)二

, + B (
s
)二

: 一并 (r )戈
; 一B (r )劣

2
{{二

,

= l}B (
s
)(二

2 + B
一 ‘

(
s
)并 (s)二

,

)一B (r )(二
2 + B

一 ,

(
r
)并 (r ), ,

)}}二
‘

(4
.

1 5 )

令 夕= , : + B
一‘

(t)并 趁t)x
, ,

由假设条件贝rl夕〔B
一 ‘
(t)牙

,

是一个固定的元 (对于给 {定 的 [ x
, ,
二 2

」

〔D (A (t))而言)

根据条件 (4
.

1 6)
,

我们有

}{B (
s
), 一 B (

r
), {}二

r

(
c }}B (t )g }}w l

; 一 r
}

即

}}并 (
:
)二

: + B (
s
)二

:
一并 (

r
), ; 一B (

r
)二

:
}},

,

( c
!}并 (t)工

, + B (t)x
:

}}二
,

{
: 一 r

}

(4
.

1 9 )

根据引理 8
,

我们可以用 IIL〔
, ,
二 : 〕}}

; ‘,

做D (A (t) )的范数并成一完备空间
.

这是由于L是

D (A (t))上的闭算子且 (4
.

1 5)式表明
,

按 }!L〔 ] i{
; ‘。 收敛必按 11〔 ] l

; 、 , 收敛
,

而且极限元

〔刀 (A (t) )
.

同理
,

我们可以用 ILO 〔 〕l
; , 。

做 D (A (t) )的范数使之成为完备空间
.

从而
c ,

11L
。

〔 ] }1
; , ,

( l}L [ 〕}}
, , 。

(
c Z

}}L
。

[ 〕11
; 尸。

(
c : , e Z> o) (4

.

2 0 )

注意到 (4
.

2 0)
,

于是得到了

,,“
‘, 二

1
+ B “, X Z

,,甲
,

( ,,L
。

「/ 1 ,
! 2

〕,,一
。

(
奇

,,L「二
! ,

! 2

〕‘,一
。 ,

〔x
, ,
二 : 〕〔D (A (t ))

(4
.

2 1 )

以 (4
.

2 1 )
,

(4
.

1 0 ) 代入 (4
.

1 5 ) 而得 (4
.

1 7 )
。

总结以上
,

我们得

定理 2 设 厂与研均为 H ilbe r t 空间
,

厂 稠于研且犷味研是连续 的
,

并 (约
,

B (t) 〔犯 (犷
,

厂
,

)根据 (4
.

1 )
,

(4
.

2 ) 按 (1
.

5 ) 确定
,

假 定 算 子 B (t) 满 足 (4
.

1 6 )
,

B
一 ,

(t)并 (t)与

B
一 ’

(t)砰
/

均与 t 无关
,

贝Ij对 于 每 一〔。
。, u , ]〔厂 x 厂

,

并 (0 )
u 。

+ B (0)
u l
〔不

, ,

f(
·

)〔C ‘
(R 吉

,

研 ,)
,

存在唯一的函数 u(
·

)
,

使得

、L‘,

0乒
曾

u 护
(t) + B (t )

u ,

(t )+ 并 (t)
。
(t )= f(t )

u
(0)=

u 。 , u ,

(0 )=
u l

(4
.

2 2 )

证 由引理 6
,

A (t) 是 D (A (t))上的极大增生算子
,

根据 引理 5 与 引 理 4
,

一 A (t) 是解

析半群生成元
,

由引理 7 有不等式 (4
.

1 3) 成立
,

由引理 9 有不等式 (4
.

17) 成立
,

因此
,

根据 [ 2 〕定理为真
。

推论 L 在定理 2 的假定下
,

如果 B (约= 。并 (t)
, 6 是正实数

,

则对于〔
“。 , u :

〕〔厂 x 玖
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并 (t)(
u 。+ 。u ,

)〔平
‘ ,

每一f(
·

)〔C
‘

(R吉
,

研
‘

)
,

有唯一函数
u
(

·

)使得

省
u “

(t) +
。并 (t)

u ,

(宕) + 滩 (t )
u
(t)二 f(t)

(4
.

2 3 )
u
(0 )=

u o , 、 ,

(0 )二
u l

这里B
一 ‘

(t) 并 (t) 显然与 t 无关
.

推论 2 在定理 2 的 假定下
,

如果 并 (t) = 仇

C
,

(R 吉
,

W
‘

)
,

有唯一函数
u (

·

)使得

则 对 于 u。〔V
, u ;

〔B
一 ’

(t)W
,

每一 f(
·

)〔

曾
u “

(t) + B (t)
u ,

(t) = f (t)

u
(0 )=

u 。, u ,

(0 )=
u ,

且显然 B
一 ’

(t) 并 (t) 与 t 无关
.

(4
.

2 4 )

五
、

关于边值问题 (4
.

23 )的讨论

在推论 1 中
,

自然地
一

可以提出这样的问题
:

边值问题 (4
.

2 3) 中的 。可以 趋近于 O 吗 ?

下面我们来讨论这个问题
。

如果对于每个
: ,

A (t) A
一 ‘

(
。
)关于 t 是二次

一

可微的
, _

巨 f
‘

(t) 关于 t 是 H 6 1d e r 连续的
,

根据〔2 狈lJ方程 (4
.

5) 的解从而边值问题 (4
.

2 3) 的解有高阶导数
。

我们在 (4
.

2 3) 第一式两边对 t 求导
,

而后在 ul, (t) 取值
,

便得到

(
u “ /

(t )
, u “

(才)), + 。a
(t

, u “

(t)
, u “

(t ))+
a
(t

, u ‘
(t)

, u “

(t ))

月
一 。a ‘

(t
, u ‘

(t)
, u “

(t))+
a /

(才
, u
(t)

, u “

(t))= f
产

(t)(
u “

(t)) (5
.

1 )

因为

于是

ZR · (一 (矛)
,

二 (, ))
, 一

纂
!}二 (, ) }}备

,

ZR e ·
(,

, 。·

(, )
,

二(, ))》 。

Z R 二 (,
,

一(, )
,

二(才))一

蕊
·
(。

,

一(才)
,

一(, ))一 (,
,

一(, )
,

一(才))

Z R e a ‘

(t
, u ‘

(t )
, u “

(t))= 蕊
一(才

,

一(才)
,

一 (, ))一
。·
(‘

,

一(‘)
,

一“))

Z R一(才
, ·
(, )

,

二 (, ))一 2 R e!纂
。 /

(才
, ·
(, )

,

一 (才))

一 ZR e a “

(t
, u
(才)

, u ‘

(t))一 ZR e a ‘

(t
, u ,

(t)
, u ‘

(t))
,

根据 (5
.

1) 有

纂
{}二 (, )}.、+ ￡ZR 二 (,

,

二 (, )
,

二 (才))+

吕
, ·(,

,

一(, )
,

一(, ))

一 (,
,

一(才)
,

一(亡))+
·

蕊
一 (,

,

一 (, )
,

一(, ))

一
(,

,

一(矛)
,

一(, ))

+ Z R ·

二
一 (犷

, ·
(, )

,

一(, ))一 ZR⋯(才
, ·
(, )

,

一(才))

一 ZR e 。/

(,
, 。/

(, )
, “/

(‘))}
一 Z R e

f
/

(‘)‘
“·

“, , (5
.

2 )

对 (5
.

2) 两边从 O 到 t 积分
,

得
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〔!}u
“

(t )!}备一 】!
““
(o) 11备+

a
(t

, u ,

(t )
, u ‘

(t))一
a
(0

, u ,

(o )
, u ‘(0 ))

+ sa ‘

(t
, u ‘

(t)
, u ,

(t))一
。a ‘

(0
, 。‘

(o )
, u ‘

(o ))

+ Z R e a ‘

(t
, u
(t )

, u ‘

(t))一 ZR e a 尸

(o
, u
(o)

, u ‘

(o)) ]

、 Z R ·

{:
}!,

/

(
·
) !!评

/

}}二 (
·
) !!W d

· + 3

+ ·

}:
二‘一‘

·
)

,

一 (
·
))d ‘+ Z R ·

{:

a ‘

(
: , u ‘

(
T
)

, u ‘

(
二
))d

:

a “

(
r , u

(
r
)

,

丫(
二
))d

: (5
.

3 )

由 (5
.

3 ) 我们有

!!“
“

(t)11命+
a
(t

, u ‘

(t)
, u ‘

(t))( !l。
“

(o )}}备+
a
(0

, u , , u ,

)

+ ,,f
,

,, ,
-

2 (。,

一
, +

{:
‘,,二 (

·
) ,,备+

· ,,一‘
·
) : ; )d

·

其中
。= 3 1并

产

(t)( 望犷
,

v ‘
)

.

假定 并 (0 )
u 。〔砰

, ,

并 (0 )
u ,
〔班

, ,

则从 (4
.

2 3 ) 有

}}“
“

(0 )妞, ( 砚f(0 )皿,
,

+ 。皿汤 (0 )
。、} ,

,

+ }并 (0 )
u 。1},

,

贝IJ从 (5
.

4 ) 与 (5
.

5 ) 得

}}u
“

(t ) }!备+
e
l}
。‘
(t )11吞( 刀(】}f(o) I}孙

,
+ 。z 】!并 (o )

u
}}备

,

(5
.

4 )

(5
.

5 )

11并 (o )
u 。
】}粉

,
+ 1}

u ,
11畏+ l】f

‘

j}免
2 (。, , ,

二 , )
)

+

{:
(.⋯ (

·
) !}、+

·
,‘一‘

·
, ,“, d

·
‘”> “,

(5
.

6 )

令 (5
.

6 ) 右边第一项为M
,

则由 (5
.

6 ) 并根据 G r o n w a ll引理得

!l
u l,

(t)}!备+
e
l!
u ‘
(t)11畏《M + c

(T )M (5
.

7 )

其中 C (T )是只依赖于T 的常数
,

O( t( T
。

(5
.

7 ) 中的M是不依赖于
己 的常数

,

而 (5
.

7 ) 中 u ll

(t )
, u ‘

(t)是由边值 l’ed 题 (4
.

2 3 ) 而

来
,

自然是含参数
。 的

.

因此
,

(5
.

7) 表明边值问题 (4
.

2 3) 中的
。
趋近于 O 是有意义的

。

总结以上
,

我们得到
、

定理 3 设 V 与才是 H ilb e r t 空间
,

「稠于W
,

且 犷味W 是 连续 的 ; 对 于 每 个 f》氏

并 (t )〔兄 (犷
,

厂
,

)满足一致性椭圆条件和对称性与(4
.

1 6 ); }{并 (t)}}￡‘
; , ; ‘) ,

l】并
产

(t) }}名
(; , F , ) ,

{}并
“

(t)}}另
‘; , ; ,

)均与 t 无关一致有界 ; 对于每 个 二〔对
一 ‘
(
s
)W

‘,

并
‘

(t)二
,

对
“

(t)二〔C
,
(R 吉

,

W
‘

)
.

贝;J对于每一f(
·

)〔C
‘
(R 右

,

W
‘
)

, u 。〔犷
, u ,

〔犷
,

并 (o )
u 。〔砰

‘ ,

并 (o )
u l
〔附

‘ ,

有唯一函

数使得

群
“’+ 并

少
“

卜
“‘’

“

u LV ) = u 。, u
’

气U ) = u -

(t》 0 )
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T he in itia l Pr o b le m fo r s e co n d o r de r lin e a r e v o lu tio n e q u a tio n sys te m s 1 5 dise u s s ed b y

u s in g tli e e o n t ra et io n s e m ig r o uP th e o r y
.

A k in d o f in itia l v a lu e Pr o ble m fo r s e eo n d o r d e r
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