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摘 要

利用奇异摄动理论对矩形域内二阶椭圆型奇异摄动方程的 Di ri ch let 问题建立了边界层格式
,

并作出了误差估计
.
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其解析表示为
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.

1 4 )
,

(2
.

1 5 )的变形 求 云‘s ,
(雪

, ,

刀)
:

(3
,

2 0)

(3
.

2 1)

(3
.

2 2 )

(3
.

2 3 )

由 (3
.

3 )

(3
.

2 4 )

R
。右‘”)三

日右(8 ) (
0< ”< “

、

O< 省
:

<

(3
.

2 5 )

公‘3 )(占
: ,

o)= 一
。‘o ,

(占
; ,

b )
,

彩‘3 ,
(雪

, , s
)= O (0( 睿

1
( m ,

)

已知
,

问题 (2
.

1 4 )
,

(2
.

1 5 )的解 (2
.

1 6 )有估计式 (2
.

17 )
.

只要适 当 选 取 a 3 ,

(3
.

20 )定出的 m : 和 ; 对此问题仍可适用
,

并有

!
v ‘3 ’(君

; ,

刀)一公‘
8 ’(雪

, ,

刀)l= O (
。2

)

现对 (3
.

2 5 )
,

(3
.

2 6 )建立如下的差分格式
:

(3
.

2 6 )

由 (3
.

6 )和

(3
.

2 7 )

R
。
(‘

1 ,

‘, “‘3 ,“ 卜 , , 二”
;絮

(万卜 ‘, + ”;
3 , (万卜 呀,一 0’ (3

.

2‘)

吓‘, , (万
1

,

, )(舀
1 ,

o)= 一 右
‘。, (万

, ,

石)(舀
, ,

b )
,

公‘3 , (万
: ·

寿)(君
, , s

)= o (3
.

2 9)

其中 。二 。, == j万
,

占, 二雪、
, ‘= i万

; ,

。, 二 (b 一。, )/
。2 ,

雪
l , ‘= 二。/

。 .

在 边 界 条 件 (5
.

2。) 中 是 以

一 衫‘0 , (万
, ,

k )(君
: ,

b )代 替 一。 (o , (雪
1 ,

b )
,

因 此 有误差 }
。‘o ,

(占
: ,

b )一公(0)(万
1

,

‘)(占
, ,

b )卜 O (。) +

O (补 + 妒)
.

从而有

}。
‘3 , (‘

,
,

: )(雪
; ,

。)一。
‘, , (占

; ,

。)卜O (万
,
)+ O (万受+ kZ

)+ O (
。
) (3

.

3 0 )

5) 确定
。‘4 ,

(雪
: ,

刀) 的微分问题的变形 求 公‘4 ,
(雪

: ,

刀)
:

R ,公(4 ) =
a么公(4 )

口叮么

a石( 4 )

而 一

0< 省2 < 拼:

0< 珍< 冬

(3
.

3 1)
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公(‘,
(雪

2 , o )= 一 。“ ,
(君

2 ,

b )
,

公“ ,
(雪

: ,
s )= o (o簇省

2

簇m :
) (3

.

3 2 )

由估计式(2
.

1 9 )
,

适 当选取 a ‘,
·

由 (3
.

1 3 )
,

(3
.

20) 所确定的 。2

和 : 对此问题仍可适用
,

并

有

}公“
,
(雪

: ,

刀)一
。‘峨,

(占
2 ,

刀)l二 O (
。2

)

现对问题(3
.

3 1 )
,

(3
.

3 2 )建立如下的差分格式
:

(3
.

3 3 )

R
.

(万
2 ·

‘)公“ , (万
2

.

”) 二公(生)(万
,

、

舒) + 公仁咬) (万
2

·

石) == o

叮刀
’

勺 (3
.

3 4 )

云“ , (万
2

,

龙) (雪
2 ,

o )== 一 艺“
, (万卜石)(舀

: ,

b)
,

公“ , (万
2 ,

石)(占
2 , s

)= 0 (3
.

3 5 )

其中 刀= 。, = j万
,

占
2
二雪

2 , ‘= ‘万
2 ,

刀, = (b一夕, )/
。2 ,

雪
2 , ‘= (

a 一 x ‘)
.

在边界条件 (3
.

3 5 ) 中是以

一 艺‘
’)(万

2 ,

秃)(雪
2 ,

b )代替一
v ‘”(舀

: ,

b )
,

因此有误差 !
。“ ,

(雪
2 ,

b )一 芍“ , (万
2 ,

左)(雪
。 ,

b ) != o (万; + k
Z

)

+ O (
。
)

.

从而有

l公“
,
(君

2 ,

。)一 衫
‘4 , (万

宝
·

龙)(雪
2 ,

: )卜 O (万
2

)+ O (万; + 万
,

)+ O (
e
) (3

.

3 6 )

我们分别解差分问题(3
.

1)
,

(3
.

2 ); (3
.

8 )
,

(3
.

9 ), (3
.

x l)
,

(3
.

1 2 )
;

(3
.

2 2 )
,

(3
.

2 3 );

(3
.

2 8 )
,

(3
.

2 9 )和 (3
.

3 4 )
,

(3
.

3 5 )即得到渐近解 (2
.

1 ) 中各项的数值逼近
,

从而得到摄动问

题 (1
.

1)
,

(1
.

2) 的数值结果
:

。
叨(, , , )

(X
,

y )

{
}
’ ‘“”’‘“

’

“’‘ ”
(“’“

‘
’

“’“” ”’

{
!

, (‘
,“ ,

(‘
,

“)+ 公
‘” (万

’
·

九, (雪
2 ,

“) 戈
u ‘“ , , , (‘

,

。
, e
)二 }

‘

}
叨‘”’”’“

’

“, + ”‘”‘“”’
“

’

”,

{
}
’“ ” “’“

’

”, + 公‘
“’(‘”‘’“

‘ ’

”’

!
、

、

叨‘、: ·

, ,
(x

,

。) + 衫
(‘, (万,

·

“’(雪
2 ,

”) 戈

巴m , 《x (
a 一 em Z

o《夕( b一 。2 5

0撼右
,

板 m
, \

o( 夕成b一。2 5 /

0‘右
,

‘m
,

) \

o《夕成 b一 。2 5 /

忿m :

《 x (
a 一日m Z

0《叮(
s

二 = 。睿
, , ‘

劣 = e雪
: , ‘

(3
.

3 7 )

夕= b一。忍叮,

:羹:罗)

:囊:罗)

劣 = 日占, , ‘

’

v= b一。2刀,

劣 = a一 e君2
, ‘

’

夕= b一 。艺刀,

这里

万二。2

万
,

石
;
= 。万

, ,

万: = e万
:

h
,

k
,

万
,

万
; ,

人
: 分别由 h= 刀/N

,

k == b/ J
,

万=
s

万
,

石
,
= m ;

/N
: ,

万
:
= m Z

由渐近展开式(2
.

1)和估计式(3
.

3 )
,

(3
.

7 )
,

(3
.

1 0 )
,

(3
.

1 4 )
,

(3
.

1 7 )
,

(a
.

2 7 )
,

(5
.

3 0 )
,

(3
.

3 3 )
,

(3
.

5 6)
,

(3
.

3 7 )和 (5
.

5 5 )易得如下的估计二

(3
.

3 8)

确定
.

2 1)
,

(3
.

2 4 )
,

、、.声
了

、、户
z、、、I/

O (掩
名
)+ O (

。
)

￡。 : 镇x ( a 一 e切 :

0( y
动一。2 5

O (万受+ 寿
“

)+ O (。) ( 。
令令叭

*

\ 0簇 g ( b 一 e乙‘

O (万孟+ 秃
“
)+ o (。)

u(二
,

g
,
。)一““ , . , (劣

,

夕
, 。)=

f
“一己优2

( “(
a

\ 0《y《b一 。2￡

(3
.

3 9)
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O (万
“

)+ O (
。
) ‘)ml努

a

了跳
\ O 一召一S 气

之

y气尧 o )
+ ‘

“

, 十。“
“

, + O ‘
·

, (:全愁毅
。

)

: 、 ;
2

)+ o (、
2

) + O (
。
) (

a 一 巴m :
《戈(

a

b一 。2 5
《封( b )

月了刀��
J

打仆

OO

综合上述我们得到下面的定理
.

定理 设右端函数 j( 二
,

刃在G + 厂内充分光滑并满足条件 ( 1
.

5 )
,

则 l) 摄动问题 ( 1
.

1)
,

( 1
.

2 )的解
u (x

,

g
, 。
) 有渐近展开式 ( 2

.

1 ) ; 2 )摄动 问题的数值解由差分问题 ( 3
.

1 )
,

( 3
.

2 ) ,

( 3
.

8 )
,

( 3
、

9 ) , ( 3
.

1 5 )
,

( 3
,

1 6 ) , ( 3
.

2 2 )
,

(3
.

2 3 ) , ( 3
.

2 8 )
,

( 3
.

2 9 ) 和 ( 3
.

3 4 )
,

( 3
、

3 5 ) 确

定
,

并有误差估计 ( 3
.

3 9 )
.

注 1 以上结果不难推广到更一般的方程
:

、

日“

另
, ”三己‘凸”一汽娜

,
U )

-为丽一护林
,
U )“ = 八, ,

夕)
、产廿

其中 A (二
,

, )> o
,

k ( x
,

, )> o
,

f( o
,
o ) 二 o

,

f( a
,
o) ~ 0

.

注 2 若 A (二
,
即)< 0

,

则要求 f( 0
,

b ) 二 o
,

f( a
,

b) = 0
.
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