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摘 要

本文建立了非线性 B ol tz m a n n 输运方程与线性 A K N S 方 程 之 间的直接联系
,

从而以不同于

C h a p m a n ,

E n sk o g 和 G r a d 的方式
,

使 B o lt z m a n n
方程化归为 D ira e

方 程 的 求解
.

在没有其他

外场作用的情形中
,

B ol tz m a n n 方程的精确解可以用逆散射方法来求得
.

言

A K N S方程
〔’一 z 〕

是逆散射换变理论 L““ 5 」中的基本方程
.

原 始意义上的A K N S 方程
,

由于

其本征值是二元旋量
,

因而它实际上是二 元 D ir a c 方程〔”“
。’.

这种原始意义上的 A K N S 方

程
,

统一或归纳了经典流体动力学
,

等离子体动力学
,

基本粒子物理学
,

非线性光学
,

固体

物理学
,

晶格力学和工程学中的一些非线性弥散问题
.

文〔1 1〕将这种原始意义上的A K SN方

程延拓成四元旋量方程
,

用以解决非线性弹性力学中的大挠度问题
.

这样的四元旋量A K N S

方程
,

实际上是 四元 D ir a c方 程
.

本文将四元 D ir ac 方程的应用范围扩大 到非均匀气体的粘

性
、

热传导和扩散问题中去
,

建立了非均匀气体的Bol t z m a n n 方程与四元旋量A K N S方程即

四元D ir a 。方程的直接联系
,

从而将非线性B ol t z a n n 方程的精确解问题
,

化成线性 D ir ac 方

程 (A K N S方程 ) 的逆散射 (通解) 问题
.

L
.

Bo ltz m a n n 是被H
.

H a ken
t ‘2 〕称为

“

上一世纪出现的两个伟人
”

之一 (另一位是生

物学家Ch
.

D a r w in )
.

非线性 B o lt z m a n n 输运方程
,

或 B o lt z m a n n 微 分
一

积 分 方 程 (L
.

B ol tz m an
n ,

18 72 )
〔‘a 」,

在流体动力学中具有举足轻重的地位
〔“ 1 .

它甚至可 以提供 流 体 动

力学方程组 (例如 N a v ie r 一

S to k e s 方程或其 推 广〔‘5 , ) 的 理 论 依 据
.

早在 2 8 7 9 年
,

J
.

C
.

M a x w el l就证明了
,

在温度不均匀的甚稀薄静止气体中
,

还存在着另外一些应 力
,

它 们 在

M a v ie r 一 st 。
ke

s 方程中尚未计八
〔‘“〕.

由于这一缘故
,

许多流体力学的经典著作
‘’‘’,

都 要 在

进入正文之前
,

讲一讲 B ol t z m a n n 方程和它的解
.

B ol t z m a n n 方程在气体分子运动论
〔’7一 ““〕,

经典非平衡态统计热力学
〔么3 ““4 〕,

以及等离子体物理学和固体物理学
t“5 ’
中也起看头等重要的

作用
.

对于 B ol t z m a n n 方程的求解
,

从来就是力学理论工作者的本职工作
.

B o lt z m a n n 方程的基本思想
,

最先是由 M a x w ell(2 5 6 6 )
〔‘8 ’提出来的

,

而后由B o lt z m a n n

加以公式化的〔“6 ” “7 1 .

为了强调 M a x w e ll的先导工作
,

D
.

H ilbe r t〔“8 ’曾 将 此 方 程 称 之为

M a x w e ll
一

B 0 1t z m a n n 方程
.

B 。lt z m a n n 方程在用之于稀薄气体时
,

是相当精确的
〔么3 ’·

这说

钱伟长推荐
.
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明了该方程在某种程度上反映了客观真理
。

但是
,

B ol t z m a n n 方程的适用范围仅此而已
.

到

目前为止
,

对 B ol t z m a n n 方程所作的任何不适当的推广
,

均以失败而告终
〔““’.

此 外
,

按照

标准的统计力学观点
,

由 于 B ol t z m a n n 方程不可能描述
“

涨落
” 〔2 。’,

因此它实际上被排斥在

统计力学经典理论之外
.

近代统计力学中
,

起主导作用的方程是 Li
o u vi ll e方程 “’“ 2 4 , “。」,

而

B o h z m a n n
方程只在其中扮演着不十分显眼的小角色

.

对 B o lt z m a n n 方 程 的这种不公正态

度
,

使得一些忿忿不平的作者
〔’”〕,

坚决拥戴 B ol tz m a n n 方程举行
“

起义
” ,

要它从统计力

学王国中独立出来 自成体系
,

并认为
“

对于这 点是无需多加解释的
” .

B o ltz m a n n 方程的解
,

最早系由 5
.

C h a p m a n 和 D
.

E n sk o g 在大约 一年时间里 (1 9 1 6

~ 1 9 1 7 ) 各 自独立地求得的
〔‘6 ’.

C h a p m a n 和 E n sk n g 的方法 〔“。’,

是不直接求解 B o lt z m a n n

方程
,

而是将分布函数视为宏观分子数密度
、

宏观平均速度和宏观温度等可观测量的函数
,

而宏观分子数密度
、

宏观平均速度和宏观温度等可观测量
,

则由流体动力学方程组求得
.

流

体动力学方程组是三维坐标空间的微分方程
,

比较六维 拼空间的 B ol t z m a n n 微分
一

积分方程

来说
,

是简单了一些
.

其中
,

Cha p m a n 的理论体系偏于直观
,

而不太注意系统性和演绎性
.

反之
,

E ns k og 的论述则更注重于数学形式和风格
.

他们所用的方法
,

无论是思路还是细节
,

都不大相同 ; 可是给出的结果却完全一样
.

后起之秀 H
.

G r a
d( 1 9 4 9 )

〔“。J发现了一种全新的解 B ol tz m a n n 方程的方法
.

他的结果适

用于象激波内部那样的条件
,

即几率分布函数随空间和时间作迅速变化的情 况
.

在 G ra d 的

理论中
,

热通矢量和应力张量
,

与其他的未知量如压强
、

密度
、

温度和速度等
,

处于同等地

位
。

G ra d 的方法最接近于 E ns k o g 的方法
,

两者的主要差别在于对时间导数的 讨 论
.

G ra d

的解较之 E ns k og 解
,

具有更为普遍的形式
.

钱学森
〔‘4 ’
认为

,

G ra d 的 理 论在稀属气体动力

学中有着特别重要的应用
.

此外
,

G r a d 〔
“‘一 3 2 〕,

K ih a r a 〔“3 了,

W
a ld m a n n 〔“生」,

B a le s e u 〔“5 二及 H ir s e hfeld e r ,

C u r tis s

和 B ir d ‘
“6 」,

C e r e ig n a n i〔“7 一‘。’等人〔“ “ 4 3 」

在解 B o lt z m a n n 方程方面也作了许多工作
.

但这些

论文和 专著都没有文〔16
,

30 」出名
,

因为方法是老的
.

所有以上这些解法
,

都是 B ol tz m an
n 方程的近似解

.

由于数学上回困难
,

与毛在 上 世

纪 L
.

B o lt z m a n n 就说过 〔‘。〕,

人们几乎应该对求出这个方程的一般解放弃希望
.

现在我们知道
,

在非线性方程中
,

以现有的力量
,

只有很少一 些方程 (例如 B ut g e r s 方

程及其推广〔减’) 才能凭借数学变换求得其通解
.

大部分非线性方程到目前为止还只能求得其

精确特解
.

B ol tz m a n n 方程是一个非线性的微分
一

积分方程 ; 我们稍加思索
,

就可以发现它

还是比较整齐的
.

因此
,

我们完全有可能利用先进的数学方法求得其精确解
.

这里所指的先

进数学方法
,

就是开头所提到的逆散射变换理论
.

为了利用逆散射变换理论求得 B ol tz m an
n 方程的精确解

,

首先必须 建 立 非 线 性 B O
-

lt z m an
n 方程与线性 Di

r
ac 方程之间的联系

.

四元旋量 的 A K N S 方 程
.

正如所说
,

就是 四

元 D ira c 方程
.

本文的主要工作和目的
,

就是建立它们之间的联系
.

Di ra c 方程是有着广泛适用范围的重要方程
.

它是自然界中为数不多的基本方程 之 一
本文将非线性 B ol t z m a n n

方程纳入 Di
r ac 方 程 的范畴

,

不仅使非线性问题变得易于解决
,

而且使 自然界显得更加和谐和协同
〔连4 」,

使描述 自然现象的语言变得更加简单和归一 因此
,

本文所提供的方法
,

不仅有方法论上的意义
,

而且具有哲学上的意义
.

在利用逆散射变换理论求解 B ol t z m an
n 方程之前

,

还要注意使用这种理论的先决条件
,

即几率分布函 数在远处必须急剧减少或满足周期性边界条件
f“一 5 ’.

前者对我们所要研究的问
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题来说是十分显然的
,

因而总能满足
.

(顺便提一句
,

在利用逆散射变换理论来求解非 线 性

大挠度问题 vo
n K ar m a n 方程〔’‘, 4 5 一 47 〕 的时候

,

也有同样的问题
.

这时侯使用这种理论的先

决条件也可以满足或可以设法满足
.

)

需要注意的是
,

由于利用逆散射变换理论求解 B ol tz m a n n 方 程 所能得到的解是精确解

而不是通解
,

因而当我们建立非线性 B ol t z m a n n 方程与线性 Di ra 。 方程 (A K N S 方 程) 的

联系时
,

用不着要求每前进一步都必须是充分必要的
,

而只要求后面得到的方程是前面方程

的充分条件即可
.

当然
,

精确解在
“

精确
”

的程度上是有差别的
.

这就要求人们在演绎过程

中把握充分条件的分寸
.

为了提高解的精确性
,

我们应当尽量少略去一些因素并尽可能晚些

时候将初
、

边值条件代入方程
.

但是
,

仍有一些因素为了方便起见被略去是不可避免的
.

在

本文中
,

为方便起见我们采用所谓
“
M a x w el l假设

” ,

即散射截面与分子相对动量无关的假

设『2 “’. 按照这一 假设
,

一些次要因素被忽略了
.

M a x w e ll 在 计算
「

分子间相互作用力正 比于

r 一 “
(r 为分子间距离) 情况下的几率分布函数时

,

曾经用到 过这个假 设
〔毛卜50 ’.

M a x w el l假

设实际上是 B ol t z m a n n 方程的一个最简单的附加条件
.

没有这 样那样 的附加 条 件
,

B ol
-

t z m a n n 方程是无法求解的
.

类似的逆散射方法
,

可以同样用来求解等离子体物理学中的 Vl as ov 方程 ‘“0 ’.

该Vl as o v

方程实际上是稠密气 体 理论中 的 B B G K Y 方 程 (B o g o liu b o v 〔“” 一
B o r n 一

G r e e n 〔5 。, 5 2 : 一 K ir
-

k w o o d ‘
5 3 〕一Y v o n ‘5咭」方程) 的特例

.

有关这一问题的论述与本文大同小异
,

不再赘述
.

本文中凡重复傀标
,

按 Ei ns tei n 约定求和
.

二
、

B o ltg m a n n 方程与非线性 S e h r6 d in e r 方程的关系

B ol t : m a n n 方程所描述的物理事件处于六维 召空间之中
.

一般的六维 户空 间
,

指 的 是

三维坐标空间和三维速度空间的直和
〔““〕.

但更方便的是六维正 则 拌空 间
,

它是三维坐标空

间和三维动量空间的直和
.

按文〔19 」
.

我们将 B ol tz m a n n 方程写成

贫
一

(勃
C 。 , :

.

(2
.

1 )

式中

吐砂劣
一

纂
十‘

“

:卜沙纂
+ 。纂

‘k一‘
,

2
,

3 ,
(2

.

2 )

瓮)
C 。 , l一

{{
(丁d。““卜厂‘

1

”“’“
3
p

l

(2
.

3 )

g 为相对功量

a 一夕一夕
1 ,

}夕{二心 (户
介
一 夕季)

‘

(2
.

4 )

而 。一 a (}引
,

内 为散射截面
,

口为 g 的折射角
,

d口为立体角元
,

。 为分 子质量
,

P
“

为动量

分量
,

F
“

为 外 场力分量
.

此时外场力不仅包括外界的约束力
,

而且包括分子之间的相互作

用力〔‘“’.

同时
,

f 为几率分布函数
,

且

f一f(P
七
)

,

f
产
= f(夕

舌
)

,

人一f(州 飞
月 一 f( Pf) )

(2
.

5 )
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其中P“,

P}为散射前的动量分量
,

而 P
“ ,

P } 为散射后 的动量分量(k一 1
,

2
,

3 )
.

Bol t z m a n n 方程 (2
.

1) 式是不可逆的方程
.

当进行 t、一 t的操作时
,

少 。一夕
,

F “”

F
“ ,

此时方程 (2
.

1) 式的等号左端改变符号
,

而右端符号不变
.

散射项(2
.

3 )式的原始表达式由于 Ja c o bia n
。(p 气P

口(P气P汁
一 ‘而可写为

‘“”’

(
一

黔
。。l:

一 ‘
物咖

. o .dsP
:
一

和寸
,

.。{dsPl

(
、

骼)
C 。 1 :

一 R ·卜(, 一‘,
,

)
i
·、

可
(,

,
一‘, : ) ,。!、

a
, , 」

(2
.

6 )

(2
.

7 )

式中R e 表示取实部
。

我们设

, 一奋(‘
一 ‘f

/

)
,

、
1
一

言“
1
一“‘ (2

.

8 )

式中 f
,

九
,

f’和 月 的自变量除 t
,

护 外
,

还分别有 P气 p 全
,

P“ 和 P全
,

而 劝和 沪: 的 自变

量除 t
,

x “ 外
,

还分别育 P“和 P全
.

(2
.

5) 式中自变量之间的变换关系
,

一如Bol tz m a n n 方程

原式
.

这时
,

方程(2
.

1) 式可以写为

R ·

斋
一 ZR ·卜 ,

{
a d“

!
,

1

,。,d
3
p

l

〕
(2

.

9 )

方程(2
.

的式要成立的充分条件 (可以证明
,

实际上是充分必要条件 ) 是

半一
2

咖咖
,“’“sPl (2

.

10 )

留
一
+ * 。

器
一

+ ,
:

纂一
2 ,

{
a ““

!
‘

1

, g ,d
3
p

l

‘“一 ‘
,

2
,

3 ,
(2

.

1 1 )

;笋
一

+

护
一

豁
+ 。墨一外

d

咖
,。,dsP

I

‘“一 ‘
,

2
,

3 , ‘2
·

‘2 ,

我们引入积分算子 ]

,一
‘

{
二 d“

{
d

3
, 1

,。 ,

注意
,

积分算子 ] 是复的
.

由于(2
.

1 3 )式
,

罄
一
+ ‘,

器
十 ,

‘

粼
和

(2
.

13 )

可将B o lt z m a n n 方程 (2
.

1 1 )式和 (2
.

12 )式简记为

,

= 一 2 1势(j势) (2
.

1 4 )

:犷
+

护黑
+ 尸

·

墨一
2、’‘, (2

.

1 5 )

式中
, ,
一

‘

{
a d“

{
‘

1

‘“’“
3
p
‘

一 i,
七 。

二
。
十 2 ·

(2
.

1 6 )

另外
,

我们记

尹一 _ ‘。 , a
J J 一 —

‘人 ,

O 义
(2

.

1 7 )
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, 一J砂

则可以将 B o ltz m a n n 方程 (2
.

1 1 )式写成 S e h r 6 d in g e r 方程 IJ勺形 式
:

日势 分
、

~
.

二 二二 ZJ 训
口t

(2
.

1 8 )

可以证明
,

方程 (2
.

1 8 )式不仅具有 S ch
r 6 d in ge r 方 程的形式

,

而且其 中 的 五算 子 与

S c hr 6 d in g e r 方程中的能量算子一样是 H e r m it ia n
算子

.

为此
,

我们采用符号

l。
。

一

{‘
。
‘

一

乙‘
·

,“p d
“

式中 G 。 与 G
。

是 P和 , 的任意函数
.

它们对相空间 是 可 积 的 ;

H e r m itia n
性的条件为

l。
。

= l
, 。

(2
.

1 9 )

G 二 为 G 。 的 复 共 扼
.

而

(2
.

2 0) 式意味着对角元索 l,n
。

均为实数
.

这个证明是直截了当的
.

(2
.

2 0 )

通过分部积分
,

并且

联想到 G 。 与 G
。

在边界上等于 O
,

接着就得出

,。
。

一

{‘
·
‘孟G

·

,“p d
/

I
‘
。

卜二
。

已
*
一‘

· 。

二一
2‘·

」
G

·

dP 、

.

f 。 「
.

a
_ 。

a
_ .

飞二
, ,

;

一
’

J行
·

1一
义 ‘

。x “
一 p

‘

而
“
一 “, v

」匕
。“p d % 一 ‘一 (2

.

2 1 )

从而
,

B o lt z m a n n 方程(2
.

14 )式或 (2
.

1 5 )式可以成为标准的非线性 S e hr 6 d in g e r 方程
.

但要注意
,

方程 (2
.

1 8 )式的归一性与 量 子 力 学 中 S c hr 6 di n g er 方 程的 归 一性 不 同
.

在

B o lt z m a n n 方程中

{
‘d

3
, 一‘%

“ ,

‘’
(2

.

2 2 )

丁
, ?‘X

·,

‘, d
3 X 一 N

式中
”
为 t 时刻 妒 (k 一 1

,

2
,

3) 点每单位体积内分子数
.

N 为气体的总 分 子 数
.

方程 (2
.

1 8) 式的归一性成为

(2
.

2 3 )

因而
,

{
‘* 十乒, d

3
p d

3 / 一“
(2

.

2 4 )

由于(2
.

18 )式中的散射势函数为
, 一了劝 (2

.

2 5 )

因此方程(2
.

18 )式是非线性 S e li r 6 d in g e r 方程的形式
.

三
、

B ol ts m a n n 方程的散射势

在 M a x w e n 假设条件下
,

B o lt z m o n n 方程(2
.

1 8 )式的散射势

却 (3
.

1 )

可以还原为方程
V 二

”一月功

式中 A 为任意常数
,

而

了 口 日 日 \

V
,
一 几

。 ‘ , , 。 ‘ : , 。 ‘ a
冲、口P

‘ ’

aP
乙 ’

口P
诊
/

(3
.

2 )

(3
.

3 )
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方程(3
.

2 )式是由经典数理方程得到的
.

在经典数理方程中
〔5 5 〕, 。维 。 重调和方程

么‘ u = O (3
.

4 )

的从本解为

叹
““ ,

‘ , , 一 {
c r Z ‘ 一”

In ; (Zm ) 。 , n 为偶数)

c r Z , 一 ”

(其余情况)
(3

.

5 )

、.产
�了

.

q合
了‘.、

丘丈弓
‘

r 一 斌 伽
殆二对)

“

从而
, n 维 m 重 Poi s s o n 方程

八饥“ = 切

在 ( 3
.

5 )式中第二种情况下的特解为

( 3
.

6 )

一I
田( 、 , )

一
d

3 X I

( 3
.

8 )

将方程 ( 3
.

5) 式与方程 (3
.

1) 式对照
,

现在我们的问题中

n = 3
,

m = 2

而

x “

、夕
“

(k一 1
,

2
,

3 )

因此可以直接由 ( 3
.

7 )式推出 ( 3
.

2 )式
.

( 3
.

9 )

( 3
.

1 0 )

四
、

B o lt z m a n n 方程的 S e hr 6 d in g e r表象

由于 B o lt z m a n n 方程 ( 2
.

1 )式在 ( 2
.

8 )式的变换下可以写成 S e h r 6 d i n g e r 方程 ( 2
.

1 5 )
_

r

丈

的形式
,

因此它完全可以化为本征值问题
.

Sc h r 6 di ng er 表象的本征函数一般可 以写为

势= e x p 仁i (P
舌戈至一 E t )〕 (寿= 1

,

2
,

3 ) ( 4
.

1 )

_

二
、

二
_

_
.

, _ _ _ .

_
_ _

_ _

1
.

a 、 _
,

_

如呆对 ( 4
.

1) 式等 亏左石两端 同时作用算于 t 一 忿尔
,
。

,
,

则有
、 U 内 ,

。砂一P七沪

成立
一

卜列等式

�d劣

口一

从而在 S e h r 6 d i n g e r 坐标表象中
,

口
P

‘

一 一 艺 ,
.
。

O 认
j 一

( 4
.

Za )

此外
,

}生{量 J代力学 l飞勺I)] 鼠表象〔5 。」;了J沙动-

* , .

a
分“一 ‘。

二
。

(”
·

Zb )

现在
,

我们 回过失来重新研究方程 (2
.

18 )式
.

我们注意到方程 (2
.

18 )式的自变量除时间

t 外是共扼力学量 尹 和 P “
( k一 1

,

2
,

3 )
.

其次
,

由于 f 从而 叻表示几率分布函数
,

利用它

们可以算出其他的力学量
,

因而也可以将它们理解为算子
.

综合上述两条理由
,

我们可以认

为
,

方程 ( 2
.

1 5) 式尽管具有 S c hr 6 d i n g e r 方程的形式
,

但都可同时理解为 H ei se n b e r g 表象

的算子方程
.

将 H ei s e n b e r g 表象的算子方程化为 S c h r 6 di n g e r 表象的本征方程
,

可以利用等式 (4
.

21 )

式
.

为了谨慎起见
,

我们采用现成的方法 【”“’进行演绎
.



B o lt z m a n n 方程的精确解

我们将方程 (2
.

1 2 )式同时乘上 H ilb er t 空间中的态矢
:

左矢 (b
r 。
)<心 }和右矢(k

。

川刀户
,

并将方程 (2
.

18 )式中的 劝改记为护
,

劝,
改记为讨 ; 角标 h 表示 H ei se n b erg 表象

.

其中 <}

和 }> 为 D ir a c 符号 〔”
.

这时有矩阵元方程

、、 }‘

势、
十 、、 }

(
‘

及, 。

势尹
。

圣
·

冲、

一
2‘<a

*

}, 、

{
a d“

{
, ; .o . d

3
,

1

}刀
·
>

(4
.

3 )

令

护一 e x p 仁iH t」沪
“ e x p 正一 i万t」 (4

.

4 )

la 、>一 Ia
s

(O)>一
e x p [ iH t〕{

a :

(t)> (4
.

5 )

式 中万 为总 H a m il to n 量
,

角标 & 表示 Sc hr 6 di n ge r 表象 ;
万 中不显含时间 t

,

且对确定的

劝来说
,

H 是确定的
.

将 (4
.

4 )式和 (4
.

5 )式代入方程(4
.

3 )式
,

其等号右端成为

一 2 1<a 几 },
、

{
口 d“

{
, , }。, d sP

I

}局 >

一
2‘< a

·

(。) {一p 〔‘H ‘: ,一
p 。一‘H ‘:

{
口“‘“

·

{
一p :‘H

l‘: , :一 p〔一‘H
l‘: }9 .d

3
,

1

{、
。

(。)>
(4

.

6 )

式中P重(壳一 1
,

2
,

3 )这时将只有参量的意义 ; 而

万一万 (护
,

万
,
一H (对

,

一玄日
“

)

一 泣a
(4

.

7 )

由于能量守恒
,

有

刀
;
一H (4

.

8 )

因而

一 2‘<a ,
}、

·

{
汀d“

!
、; .。、“

3
,

1

,刀
·
>

一
2‘<a

·

(。)⋯
p :‘汀‘:、⋯

p : 一 ‘H ‘」
{
J d“

·

{
一p :‘“‘:、:一p : 一‘H ‘」,。, d

3
,

1

,“
·

‘0 , >

一
2‘< a

·

(“)!‘一 p : ‘仃‘」、一
p〔一‘11 ‘〕)‘一 p 仁‘汀 ‘」

J
(丁d‘,

·

J
、: .9 }d

3
,

1

一 p : 一‘“‘」),刀
·

(O , >

一
2‘<a

·

‘0 ) }二p :‘“‘〕。、
·

{
/ d ‘

叮
, : ! g !d

3
,

1
】二 p〔一 ‘11 ‘〕}刀

·

(o )>
(4

.

9 )

从而(4
.

3) 式成为

<a
。

(。)l
。x p 〔、二 ,〕*曾

“ 。x p : 一‘二才」{刀
。

(。)>

口 ‘

+ 、议
·

(0 ) :二 p :‘“‘:
(
‘

众
,
·

簇
。 + ‘F

·。

呈
。

)
,
⋯

p卜 ‘H ‘〕.。
·

(“)>

一
2‘<a

。

(。) ,二p 仁‘H ‘〕:、
·

J
a d

可
, : }。}“

3
,

1

〕二p卜‘H ‘」,。
·

‘“)>
(4

.

1 0)
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因为

}a
:

(t)>一
e x p [一 iH t] }a

。

(o )>

<a
:

(t) !一 <a
。

(o) }
e x p [ iH t] } (4

.

1 1 )

并计及(4
.

2) 式
,

故可将 (4
.

10 )式写成

< a ,

}*瓮
“

.刀
·

> + < a 。

}(众
、2
一 2厂

)
,

·

}、
·

>

一
2‘<a

·

‘、
·

{
J d“

{
, : ,。 }d

3
o

l

}口
·

>
(4

.

1 2 )

式中 F 为 C la u siu s V ir ia l〔
5 , 一 5 ‘’

犷

一 ;
F一 ‘“一 ‘

,

2
,

3 , (4
.

1 3 )

这 点
,

是与量子力学有所不同的
.

由于等式(4
.

12 )式对所有的<a
。

】和 】刀
。

>都成立
,

故有

‘

跳
’

一

(
一

众
v

Z 十 2 犷

)
, 一 2‘,

·

!
J d“

}
“ ,。,d

3
p

l

(4
.

1 4 )

略去角标 : ,

并仍沿用积分算子(2
.

13 )式 ; 算子中的 P全(k 一 1
,

2
,

3) 仅仅表示参数
.

我们

有

‘

留
一

(
一

扮
十 2犷

)
‘+ 、’‘,

(4
.

15 )

至此
,

我们已将 B o lt z m a n n 方程(2
.

1 )式完全化成为非线性 S e hr 6 d in g e r 方 程
.

演绎的

全过程都是充分必要的
.

我们这里得到的非线性 S c h r 6 di n g e r 方程 (4
.

1 5 )式与量子力学中的

非线性 S c hr 6 di n g er 方程只在两处有所区别
:

其一是归 一化条件只满足 (2
.

24 ) 式
,

而 不 是

J
*。d一 1 ; 其二是方程中出现了夕卜场 };勺C‘一‘U S V ‘r‘·‘

,

而不是夕卜场势函数
,

即 气体分
二

:

的能量和动量的关系变得复杂起来
.

另外要注意的是
,

方程 (4
.

1 5 )式中
,

由于算子 了是复 的
.

故 而 该方程仍然是不可逆的
.

方程 (4
,

1 5 )式相 当于复能量的 S e h r 6 d in g e r 方程 〔se ’.

这种复能 量 的 S e h r 6 d in g e r 方 程
,

也

是一种不可逆的方程
.

下面
,

我们将由此求出 Bol tz m a n n 方程的精确解
,

为了方便起见
,

我们暂时假 设分 子

所受到的外力为 O
,

因而 V ir ial 犷一 0
.

瓦
、

B o ltz m a n n 方程的精确解

设分子质量 。一 1
,

并哲时略去外场 V ir ia l
,

这时 Bol tz m a n n 方程 (2
.

1) 式等价于

蹂
+ 、

Z

, 一 Zp“‘, 一 ”
(5

.

1 )

式中省去了算子 了上的 八 号
.

将方程 (5
.

1) 式等号左右两端同时作用算子 J
,

我们有

l
‘

乳
‘+ 、

2

卜
2 (、 )‘」

, 一 。
(5

.

2 )



B o lt z m a n n 方程的精确解

注意
,

第二次作用算子 J 于 沪土 时
,

!引 一寸 ‘户全二 夕 )丁
·

取 (5
.

2 ) j义的复共扼
,

我们又有

「
才
旦

二

: 一 、
2

: + 2 (, 历)了1历一
(

L
’

口t
一 ’ 一 ’

一 、 一

“
一

」
(5

.

3 )

现在
,

我们可以将方程(5
.

1) 式和 (5
.

3 )式写成如下形式
:

絮
+ 、

2、一 。、, 。一 。

氰
一 、乍 、。, 。, 一 。

(5
.

4 a
)

(5
.

4 b )

式中
q 一劝;

方程 (5
.

4 a) 式和(5
.

4b )式之间遵循如下规则
:

整个方程取复共辘
,

即得 (5
.

4b )式
。

反之亦然
.

(5
.

5 )

将方程 (5
.

4a) 式中的 q 与 r 互换
,

然后对

方程 (5
.

4 )式与 A K N S 方程 (D ir a e 方程)

程 (线性方程 )

i
一

替一
“, (时间发展方程 )

式中

的可积性条件十分吻合
.

A K N S 方程系指方

前功一如冲 (本征值方程) (5
.

6 )

‘口。a 。 一 iu

一 ‘v ‘a 。。* 」

(, 一 1
,

2
,

3 )
(5

.

7 )

C 一 A
〕

厂!
1.Lrse.L

一一一一
交泞

a *

(k二 x
,

2
,

s )为 P a u li矩阵
,

人 = a 3À a 、

为 D i r a e 矩阵
, a ‘

为 2 x Z单位矩阵
,

互为本征值

且 a互/毋 ~ 0 .

在( 5
.

7) 式中
,

凡不带 a 。 的项
,

均约定其已直乘上 2 x 2 单位矩 阵 a ‘ .

以外
,

À表示直乘 ( K r 6 n e e k e r 积 )
.

当取 A
、

B
、

C 为

{
A 一 2护+ v u

B = Z iu互一 a : 口。“

C = 2‘u互+ 。。口。v

(九 ( 5
.

8 )

时
,

A K N S 方程 ( 5
.

6 )式的可积性条件为

佘
+ v Z“一 2“”“一”

:犷一 v Z·十 Z V u “一。

( 5
.

g a )

( 5
.

g b )

在 。 、 v
为实函数的情况下

,

方程 ( 5
.

9 a) 式中的 u 和 。 经 过 互换
,

然后对整个方程取复

共辘
,

即成为( 5
.

9b) 式
.

反之亦然
。

只要将 A K N S 方程 ( 5
.

6 )式中的有关函数解析延拓到复平面
,

换言之
,

只要将方程 ( 5
.

6)

式中的能量变成复的
,

( 5
.

9) 式就与 ( 5
.

4 )式完全相同
.

这样
,

非线性 B ol tz m an n
微分

一

积分

方程最终可以归结为线性 D i r a c 微分
一

积分方程的求解
.
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量的含义与前面所述一样
,

它表示线性 D ir a c能复

意
,

在方程 (4
.

1 5 )
;

弋和方程(5
.

6) 式这种不 司逆方程中
,

微分
一

积分方程仍然是不可 逆 的
.

注

其耗散系数‘5”’永远等于 1
.

如果在我们所讨论的问题中存在外场力
,

这时外场力的 V ir ia l
,

可以通过经典的方法加

到方程 (5
.

6) 式中去
.

Di
r a c 方程除了在量子电动力学中的正统应用外

,

在非线性波动 理 论中
,

它 统一 了‘今〕

K d y 方程
,

非线性 Se h r 6 d in g e r 方程
、

S in e 一

G o r d o n 方程
、

Blo e h 方 程
,

L a m b 方程和三波

相互作用方程
.

除此之外
,

D ira c 方程还被用来求解弹性力学中的 N a vi e r 一

L a m 己方程 〔6。” 。”
,

弹 七仁板 壳 理 论 中 的 L o v e 一

K ir e hho ff 方 程『‘2 , 4。’和 v o n K a r m o n 方 程
〔” , ‘5 , ‘7 , 以 及 v o n

K ar m 如 Vl as ov 方程〔‘6 ’等弥散问题
.

现在
,

通过引入复能量的方法
,

我们又将 D irac 方程

的应用范围扩大到求解气体运动论中的 B ol tz m a n n 方程这类不可逆问题中
.

D ir a c 方程的深

刻内涵
,

正在逐渐被人们所认识
.
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