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清华大学
,

年 月收到

摘 要

弹性力学变分原理的泛函变换可分为三种格式
、

放松格式
, 、

增广格式
, 、

等价格式

根据格式
,

提出含多个任意参数的广义变分原理及其泛函表示式
,

其中包括 以 位 移 为

一类泛函变量的多参数广义变分原理 以位移 和应力 。 为二类泛函变量的多参 数 广 义 变 分 原

理 以位移 和应变 为二类泛函变量的多参数广义变分原理 以位移 应变 和应力 为 三 类

泛函变量的多参数广义变分原理 由这些原理可得出等价泛函一系列新形式
,

此外
,

通 过 参数的

合理选择
,

可构造出一系列有限元模型

本文还讨论了拉氏乘子法
“

失效
”

问题
,

指出
“

失效
”

现象产生的原因
,

提出 乘 子法
“

恢复

有效
”

的作法—换元乘子法

舀

在弹性力学变分原理中
,

我们把弹性力学问题 中的全部变量分为泛函变量和增广变量两

类
,

把全部条件分为强制条件 各泛函变量之间应事先满足的条件
、

自然 条 件 包括欧拉

方程和 自然边界条件 和增广条件 增广变量与泛函变量之间的条件 三类
。

文献中常常讨论两个变分原理间的等价关系问题 我们认为
,

为了使概念明确
,

还应区

分如下的三个不同层次

广义等价—
两个变分原理的全部变量相同

,

全部条件相同
。

等价—
两个变分原理不仅广义等价

,

而且它们的泛函变量和增 广 变 量 分别相

同
, ‘

已们的强制条件
、

增广条件和自然条件分别相同

互等—
两个变分原理不仅等价

,

而且它们的泛函彼此相等或只相差一个比例系

数

为了便于引用
,

现将弹性力学小位移理论的全部条件 包括基本微分方程和边界条件

列出如下 这里全部变量包含位移
、

应变
、

应力 三类
。

平衡微分方程

勿。 声 在体积域 犷内

应变位移关系

叨与一 在犷内 幻
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其中
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。
,

为边界外法线的方向余弦

我们要用到如下形式的分部积分公式

。· 二“犷
一

· , ‘“ ,
,“犷 ‘ · , 。“

二
、

泛函变换的三种格式

弹性力学变分原理的泛函变换可分为三种格式 格式 放松格式 就是拉 氏乘子法格

式
,

即将强制条件转化为自然条件的广义等价格式 格式 增广格式 是将增广条件转化

为 自然条件的广义等价格式 格式 等价格式 是将无条件泛函变换为含任意参数的等价

泛函一般形式的等价格式

泛函变换格式 放松格式

变换前的泛函是一个条件泛函
‘。 ’,

其强制条件为
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中二 在 二‘内

变换后的泛函是一个无条件泛函刀
‘“’

 

“‘· ’一“ 一

军
‘于““一

这里入
‘是乘子

,

可由
‘“ ’的自然条件加以识别

,

刀
。’的泛函变量连同识别后的乘子变量即组

成万‘“ 的泛函变量
。

格式 的特点是将条件泛函
‘。 , 变换为无条件泛函刀

‘“ ’,

刀
“’与刀

“ ’
为彼此广义等价但

不彼此等价
,

万‘。’的强制条件 转化为万
“ ’的自然条件

泛函变换格式 增广格式

格式 的特点是将少变量无条件泛函 刀
‘一 ’变 换 为 与 之 广义等价的多变量无条件泛函

矛
‘ , ,

使刀
‘一 的增广条件转化为刀

‘争 ’的自然条件
·

更详细地说
,

在变换前
,

原泛函刀
‘一 ’

为以 为泛函变量的少变量无条件泛函
,

又 为

增广变量
,

相应的增广条件为

一 在厂内

在变换后
,

新泛函汀
干 ’ ,

为以 和 为泛函变量的多变量无条件泛函
,

由下式确定

刀 ’ , 一 , 刀
,

其中 为式 左边增广条件式的正定二次型的积分

一 三 一 , , 〔一 , 〕、

‘

这里 是正定对称矩阵
,

又 刀是任意非零参数 可以证明
,

变换前后的两个泛函
‘一 ’ 和

‘十’ ,

彼此为广义等价

泛函变换格式 等价格式

格式 的特点是将无条件泛函刀变换为含多个任意参数的无条件泛函刀

刀 二刀 乙 。‘ ‘

其中”,
为任意参数

, ‘

为 由 刀 的自然条件式组成的二次型在相应域内的积分 在一般情况

下
,

新泛函刀 为原泛函 的等价泛函的一般形式 在退化情况下 当 刀。为临界值 加
, 时

,

“ 。、 。
退化为少变量无条件泛函

,

原泛函的某些泛函变量转化为新 泛 函的增广变量
,

原

泛函的某些自然条件转化为新泛函的增广条件
,

此时新泛函与原泛函彼此为广义等价
,

而非

等价

三
、

含多个任意参数的广义变分原理

根据泛函变换格式
,

现分别讨论一类
、

二类
、

三类泛函变量的多参 数 广义变分原理

一类泛函变量 的多参数广义变分原理

以位移 为基本变量时弹性力学的基本方程为
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一
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) 即为放松几何边界条件的势能原理的能量泛函
.
其自然条件即为式 (3

.
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.

根据泛函变换格式 I
,

以H
工,

( u) 作为变换前的泛函
,

利用它的三个自然条件(3
.
la

,

b

,
c

)

按格式 l 进行变换
,

可得出其等价泛函更一般的形式如下
:

厅
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如果被积函数中 u 的最高导数在域V 内限定为
一 阶

,

在边界 S
_
L 限定为零阶

,

则得泛函的简

易形式如下
:

JI
, :

(
u

) = 刀
, ,

(
u ) + a Z

R
Z

( 3
.
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二类泛函变量u
,
仃的多参数广义变分原理

以位移 U 和应力 q 为基本变量时弹性力学的基本方程为
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与此相应的二类泛函变量 u
,

q 的无条件泛函可采用
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.

根据格式 l
,
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:
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如果对被积函数中导数的最高阶数加以限制
,

则得二类泛函变量 u
,
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,
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.
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,
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仃 的多参数广义变分原理
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除下面所列退化情形外
,

式 (3
,

23
) 所示泛函即为三类泛函变量

u , 。 ,

山钧多参数泛函的一般

形式
。

下面列出三种退化庸况
.

第一
,

不含
c 的退化情况

.
设

刀2一 1 十 刀
l,

刀;一 一 l一 灯l
,

刀6一刀
。

,

刀s一刀
。 ,

刀1:一刀
13

则泛函(3
.
2 3) 退化为二类泛函变量u

,

q 的泛函如下
:

刀
::(u

,

叮) 一 (H
。 , 一Q

l
) + (1 + 刀

,

) ( Q

,
+

Q

:
一 Q

‘
) + 刀。Q

:
+ 刀。( Q

。
+ Q

。
)

+ 叮7Q
,

+ 刀;。
Q

, 。
+ 刀。( Q

。+ Q
。
) + 刀: ,

Q

L ,
+ 刀, 2

( Q

, :
+

Q

: 3
) + 冲,‘

Q

1 4

一刀厅 :
( u

,

叮) + ( l + 刀
,

) 户
、
+ 刀,

P
:

+ 叮。P
3
+ 刀7P

、
+ 刀, 。

P
。

+ 刀:几 + 刀
1;
P
7 一卜刀, 2

凡 + 刀
14
P

。
( 3

.

2 5 )

此泛函实际上就是泛函(3
.
8 )
.

第二
,

不含 q 的退化情况
.
设

刀‘ - 一 1
,

刀s一 1
,

行x一 刀3= 刀
。
~ 叮。 ~ 刀10一叮

21
= 刀一2 = 刀一。一叮

l‘
= 0

则泛函(3
.
23) 退化为二类泛函变量 u

,
: 的泛函如下

:

刀
2: (u

,

。) ~ ( 17
二 , 一Q

‘
+

Q

。
) + 刀:Q

: + 口,

Q

7
+ 刀。

Q

。

一刀
2
(u

,

e
) + 刀25

,
+ 灯75

‘
+ 刀。S

。

(
5

.

2 6 )

此泛函为泛函 (3
.
16) 的特例

.
如果在泛函 (3

.
23) 中再增加 补充项 甘25

2十协S
, 十物S

。
+ 协兄

十人5 .+ 人S
。 ,

则此泛函可退化为泛函(3
.
16)
.

第三
,

不含。
,

o 的退化情况
.
设

刁2= 厅
。
= 叮

。
= 1

,

叮-一 一 1
,

刀1一刀
3
= 刀

。
一粉

。
= 叮10= 刀

12
一叮

22
~ 叮13= 峥14 = O

则泛函(3
.
艺3) 退化为一类泛函变量 u 的泛函如下

:

刀
, :

(
u

) = ( 刀二 , + Q
Z一 Q

‘
+

Q
。+ Q

。
) + 刀?Q

7

一 汀
1,

(
u ) + 刀7R

:
( 3
.
2 7 )

此泛函实际上就是泛函(3
.
5 )
.

如果对被积函数中导数的最高阶数加以限制
,

则得三类泛函变量u
,
。

,

q 的两种简易泛函

形式如下
:

刀3:(u
,

。
,
仃) = 刀二 , + 刀,

Q

,
+ 刀2Q

2 + 刀;Q
‘
+ 刀7Q

7 + 叮eQ
。+ , , :

Q

, ,
+ 叮, Z

Q

, :

(
3

.

2 8
)

刀
3:(u

,

。
,
叮) = 刀石, + 刀、

Q

、
+ 叮。Q

3 + 刀。
Q

。
+ 叮?Q

7 + 刀aQ
。+ 刀, I

Q

, 1
+ 刀1ZQ

, :

(
3

.

2 9 )

在(5
.
25 )中

,
u 限定为一阶(在 犷内 )和零阶(在 S 上)

,

。和 仃 限定为零阶
.
在 (3

.
29 )中

,

叮限

定为一阶(在犷内)和零阶(在S上 )
,

。和 u 限定为零阶
。

四
、

换 元 乘 子 法

1. 拉氏乘子法失效现象的分析

文献 「11 在对拉氏乘子法失效现象进行分析的基础上提出了高阶拉氏乘子法
.

拉氏乘子法的目标是把原泛函的强制条件变换为新泛函的自然条件
,

作法是借助乘子将

原泛函的强制条件式吸收到新泛函中来
,

从而达到上述 目标
.

因此
,

应用拉 氏乘子法时要有一个前提
:
即原泛函应是条件泛函

,

原泛函的泛函变量之

间应存在强制条件
.
如果这个前提不成立

,

则拉氏乘子法就会失效
。

换句话说
,

拉氏乘子法只是用于把原泛函的强制条件变换为新泛函的自然条件
,

而不能
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用于把原泛函的增广条件和自然条件变换为新泛函 的自然条件
.
在本文所述泛函变换的三种

格式中
,

拉氏乘子法只能用于格式 I
,

而不能用于格式 I 和 1
.

根据上述分析
,

可对拉 氏乘子法的各种失效现象作出解释
.

例如
,

在 H elli n ger一 R e i s s ne
r 泛函万

H:
中

,

如果想借助乘子将应力应变关系式吸收到新

泛函中来
,

这种作法就会失效
.
失效的的原因是应用拉氏乘子法的前提并不成立

.
因为对原

泛函 刀 , :
(u

,

的 来说
,

应变 C 是增广变量
,

而不是泛函变量
; s 与 。 间的应力应变关系是增

广条件
,

而不是强制条件
.
企图用拉氏乘子法来解除原泛函的增广条件

,

因而导致失效
.

又如在胡海 昌一鸳津泛函 H H ,
中

,

如 果 想借 助乘子将应力应变关系式吸收到新泛函中

来
,

这种作法也会失效
.
这是因为对原泛函H

H w来说
,

应力应变关系是 自然条件
,

而不是强

制条件
.

2
.
换元乘子法

文献〔2」指出拉氏乘子法有两个不足之处
:
第一

,

不能从势能原理直接得 到 H elli ng
er-

R eissh er原理
;
第二

,

不能从余能原理直接得到胡海 昌
一

鹜津原理
.

为了消除拉氏乘子法的局限性
,

我们提出换元乘子法
.
拉氏乘子法的一个局限性是无法

将原泛函的增广条件式吸收到新泛函中来
.
在换元乘子法中

,

第一步是进行换元
,

即利用增

广条件将原泛函中的泛函变量用增广变量来替换
,

得到一个过渡性的泛函
.
对这个过渡性泛

函来说
,

原来的增广条件已经转化为强制条件
.
第二步是应用拉氏乘子法

,

借助乘子将过渡

性泛函的强制条件式吸收到新泛函中来
.
经过上述两个步骤

,

原泛函的增广条件式就被吸收

到新泛函中来了
.

例题 用换元乘子法从势 能 原 理 的 泛 函 刀
,

( u) 导出 H ell ing
er一

R
e
i
s s

ne

r 原理的泛函

刀H 月 ( u
, 仃

)
。

解 势能原理的泛函为

一
、

厂「 l ~ ,
、

, .

*
,

、

二 , 〕
, 丁 二

f
二 .

,

。

1 1 p 又U ) = 1 1 万 L勿
‘

U
)

‘

只又圳
该

U
) 一 卜

‘
U I 以厂 一 1 1JU口J

! F L 艺 ! 」c-
一

一
J 盯

( 4

.

1
)

强制条件为 u一 。一 。 (在S
。
_

卜)

增广条件为 叨 , u 一a 仃一 。 (在犷内)

第一步
,

将增广条件 (4
.
3) 代入原泛函(4

.
1)

,

进行换元
,

得出过渡性泛函如下
:

(4
.
2)

(4
.
3 )

、(u
,

。 ) 一
叮去

。、。一户。

飞、一
{
秒。

ds

夕 v

“
」 夕

N
口

( 4 4 )

此时
,

式 (4
.
2 )和(4

.
3 )都是强制条件

.

第二步
,

借助乘子
c 和乘子一 T 一 一 L 。分别将强制条件式 (4

.
3)和(4

.
2) 吸收到新泛函中

来
,

这个新泛函就是汀
H :(u

,

a)

:

。
_

、

f 「1
, 二 , 飞

, , 二

f
二 ,

,

。

, , “ R 戈“
, “’一

J
F
L厄

一

“ ‘
a 叮一 卜

‘ “

]

“厂 一〕:
。
’

‘ “a 。

十

{

。 ,
( 。 T。一 a。 ) d : 一

{
T 全 ( u 一 。)d :

J V 护
N

。

( 4

.

5 )

同理
,

用换元乘子法也可从余能原理导出胡海昌
一

鸳津原理
,
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五
、

结 语

泛函变换三种格式的提出为建立等价泛函和广义等价泛函提供了有效手段
,

例如熟知的

泛函刀Hw
,

刀H
: ,

汀
l尸

( u) 之间的变换关系可简洁地表示为

汀 二二 一汀, 。
+

Q

,
( 5

.

1 )

刀。 * 一刀
1,

(
u

) 一p
,
一p

。
( 5

.

2 )

由于对泛函变换的三种格式加以区分
,

因此可对拉氏乘子法失效现象作出解释
,

并由此

提出换元乘子法
.

多参数广义变分原理表明等价泛函在形式上的多样性
.
在这里

“

唯
一

性定理
”

是不成立

的
.
在三类

、

二类
、

一类泛函变量的无条件泛函 一系列简易形式中
,

熟知的泛函刀
H w ,

刀H
。 ,

汀
:,

( u) 只是其中的一种简易形式
.

在罚函数法 t
“ , ‘1

中
,

只有当罚参数趋于无限大时才能逼近精确解
,

而在多参数广义变分

原理中
,

其参数 刀则可为任意有限值
,

因而不同于罚参数
.
在应用多参数广义变分原理求近

似解时
,

通过参数的合理选择
,

可以有意识地加强某个自然条件的 比重
,

从而为建立各种有

效的近似解法创造条件
.
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