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摘 要

本文提出了一种新的有限元解法
,

采用复变函数作为有限单元模式
,

结合运用分区广义变分

原理
,

解决了经贴焊加固板后的含孔洞有限板应力集中系数的计算问题
,

得到了级数形式的解析

解
.

计算实践表明
,

本方法成功地分析了加固板与含孔洞有限板在焊接线上的位移连续和内力平

衡问题
.

由于仅需划分三个单元
,

故与常规有限元方法比较
,

本方法可大大节约计算机内存
,

提

高精度
,

降低计算时间
.

应力集中系数和焊接线处应力的数值计算结果列于诸表之中
,

可供工程

技术人员设计参考
.

一
、

引 言

在船体
、

容器
、

机壳等物体的表面出现孔洞时
,

工程技术人员通常采用贴焊加固板的方

法来补救
.

但是
,

这一问题的计算研究尚未有人做过
.

其复杂性是显而易见的
,

需要解决加

固板与含孔洞有限板在焊接线上的连接问题
,

即焊接线上两块板的位移连续和内 力 平 衡 问

题
.

本文采用 L au re nt 或 P o w e r 级 数 作为有限单元模式
,

仅将整个区域划分成三个单元
,

运用分区广义变分原理(P a r titio n in g C o n e e p t o f th e G e n e r a liz e d V a r ia tio n a l M e th o d )
,

得到了该问题的级数形式的解析解
.

两个电算实例的数值结果表明
,

本方法足够精确地保证

了焊接线上两块板的位移连续和内力平衡
.

应力集中系数和焊接线处的应力的数 值 计 算 结

果
,

使我们对加固板的选择有了定量的认识
,

可供工程技术人员设计时考虑
.

二
、

解 法 的 基 本 原 理

把有限板和加固板所构成的区域划分为三个单元 万
, 、

万 : 和 万 : .

其中 万
,

为 有 限板焊

接线以内的部分
; 刃 :

为有限板焊接线以外的部分
; 万。

为加固板所占有区域 (参见 图 1 )
.

忽略板面间的接触应力
,

假设三个区域的弹性体均处于平面应力状态
.

本问题所应满足的方

程和边界条件如下
:

J ‘, , + 户
‘= o (在万内) (2

.

1 )

.

钱伟长推荐
.
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.
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0 仑‘J

T ‘= a ‘, n , 二T
‘

以‘== 材玄

t
·

T ;引 十 t
·

裂
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u
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刀’= 。;了’二 。;召’

(在万内)

(在万 :
边界之 S

,

上 )

(在万 ,
边界之 S

。

上 )

T ;
8 , = o (在厂上 )

(在厂上 )

( 2
.

3 )

( 2
.

4 )

( 2
.

5 )

( 2
.

6 )

( 2
.

7 )

式中
:

A 为应变能密度
; 厂

‘

为体力
; t 和 h 分别为有限板和加固板的厚 度

; 厂 为 焊 接 线
;

S
。

为有限板边界线 S 中指定应力的部分
; S

。

为 S 中 指定位移的部分
; i

,

j分 别 为 l 或 2
.

由文献【2
,

5
,

6」的研究可知
,

采用分区广义变分原理可将 ( 2
.

6) (2
.

7) 这两个辅助方程

归拼入泛函之驻值条件中去
.

取泛函
:

万
‘

加固板
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含孔洞有限板
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+ ‘
·

‘·;” 一
“
“
’ ) ,

·

“T ;
‘、

〕
d一 ”

(2
.

1 0 )

不难发现(2
.

1 0) 式和(2
.

1) 一 (2
.

7) 式等价
.

也就是说
,

此问题的解由泛函 (2
.

8) 的驻值条

件确定
.

其中的应变能密度 A (。
‘

户的积分运算
,

采用 Cl
e p e yo n

定理比较方 便
〔g ’.

在 万 。
中

显然有
:

{!
“(一 )d a 一

{
·

l
。‘夕

)

一
‘
“ ’ d ·

刃 s r

(2
.

1 1 )

式中
n ,
为 r 逆时针走向对应之外法线方向余弦

.

在 万 : 和 万 ,
单 元 中

,

由 于是两连域
,

可

证明
:

(l
“ (一 ) d a 一

; {
a ;,

一
;” d一 ;

·

{
a ;,

一
“ d ·

泞 r

(2
.

12 )

{
二“;

、

一
:了)d卜 ;

·

I
a“

)

一
:
了)d ·

r C

(2
.

1 3 )

J‘Q一

一一
口d召月

凡汀日一二

其中 C 为半径为
a 的 圆周 (参见图 1 )

.

由专著仁7〕
,

在每个单元中引用两个解析函数和它们的
一

阶导数
:

叫 z)
,

切 ‘

(z )二中(z ) ;

。 (z)
,

。 产

(z )二口(z )
.

对应的应力和位移分量分别为
:

a , : + a 2 2
= 4 R e (中 (之) ) (2

.

1 4 )

公 2 2
一 ia

, 2
= 必(之 ) + 口 (牙) + (z 一 牙)

·

少
,
(z ) (2

.

1 5 )

ZG (u ; + iu :
)= “

·

甲(z )一。 (岔)一 (z 一 奢)
·

争( z ) (2
.

2 6 )

式中 ‘= M 一 1 ; 、 = (3 一v) /( 1 十v) ; ,
为波松比

; G 为剪切弹性模量
; 之
为复变量

.

考虑到对称性
,

可选择 L a 盯 e爪 级数为 万 : 和 刃:
中的有限单元模式

:

中, (z ) = 兄 A
*

·

之“
一 ““

曰 , (“) = 乙 B 。
·

z ,
一 z“

(2
‘

1 7 )

和

钓 (‘ ) = 乙 E 。
·

z “ 一““

(2
‘

1 8 )

。 ,
(“) = 乙 F 。

·

z , 一““

很容易证明(2
.

1 7 ) (2
.

1 8) 满足位移单值条件
:

(知;
召’+ ‘。呈

忿 ) )d : 二 o (2
.

19 )

(u ;
才’+ fu仓了) )d 。二 O (2

.

2 0 )

月

爪丫LI
.

爪丫场

其中 L
,

和 L
:

分别为 万,
内环绕 厂 的任意围道和 万 ,

内环绕 C 的 任意围道
; A 。、

B 。、 E 。、

和 F 。
为待定实常数

.
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在 万: 级数
:
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.
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廿

卜之专D。。(z )= 乙

式中 C , 、
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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:
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·

G 息
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,
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’‘r
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a恙= 乙 C 。
·

刀急“
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夕) + 乙 D *
·

a
是
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(2
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u
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·

p 鑫
‘) (r

,

0) + 乙 D 。
·

Q是
‘, (r

,

口)

其中 雌
‘, , (r

,

口)
,

⋯
,

Q鑫
‘) (r

,

O)均是 (r
,

夕)的已知函数
,

代 (2
.

2 2 ) (2
.

2 3 )(2
.

2 4 )入泛函 (2
.

8 )
,

并令 d刀 = 0
,

具体公式列于附录之中
.

可得
:

(l= 1
,

2
, ,

二 ,

M ) (2
.

2 5 )

、.....L
/

l
口刀/ 口E

: = O

。刀 / 。F
‘
= O

口刀/ 口A
‘
= O

ajl / 口B
‘
= 0

a万/ 口C
:
= 0

口万/ a D
: = O

这显然是有关 E
‘、

F
, 、

月, 、

B
: 、

C
,

和 D
:

的 6M 阶线性代数方程组
,

我们记它为
:

〔K 〕{梦 }= {P } (2
.

2 6 )

这里〔K 〕为 6M x 6M 对称矩阵
; {岁 }为待 定 实 常 数 E

, ,

E
Z ,

⋯
,

百码 F
, ,

⋯
,

F , ; A
I ,

⋯
,

A川 B
, ,

⋯
,

B , ; C
工 ,

⋯
,

C刃 ; D
, ,

⋯
,

D , 构成的未知列向量
; {P}为边界线 S 上厂 ‘和a‘所引

出的载荷列向量
.

解 (2
.

26 )式
,

得到 E
。 ,

⋯
,

D * 诸实系数值
,

则 万 , 、

万, 和 万 。 域中任一点的应力或位移

可分别由(2
.

2 2) (2
.

23 ) (2
.

24 )式计算
.

将孔洞边诸点的坐标代入(2
.

22 )式
,

则应力集中系数

就可得到
.
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三
、

诸矩阵元素的计算

由上节的讨论可知
,

问题转化为计算矩阵〔K 」和列向量笼P }的诸元素
。

由于模式 (2
.

1 7)

(2
.

1 8 )〔2
.

21 )满足应变位移关系式 (2
.

2 )
,

如果再忽略体力
,

则泛函 (2
.

8) 式面积分括号中的

后两项为零
.

由(2
.

25 )式可得 6M 个等式
:
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。
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Abstr ae t

In this Pa Pe r a n e w f in ite e le m e n t m e tho d 15 Pr e se n te d
,

in w hieh e o m Ple x fu n e tio n s

a r e e h o se n to b e th e fin ite e le m e n t m o d e l a n d th e Pa r t it io n in g eo n e e Pt o f th e g e n e r a liz e d

丫 a ria t io n a l m e t ho d 15 u t iliz e d
.

T h e s tr e s s eo n e e n t r a t io n fa e to r s fo r a f in ite ho le d

p la t e w e ld e d b y a st iffe n e r a r e e a le u la t e d a n d t h e a n a ly t ie a l s o lu tio n s in s e r ie s fo r扭

a r e o b ta in e d
.

Fr o m so m e e o m p u t e r t r ia ls it 15 d e m o n s t ra t e d tha t th e Pr o b le m o f d isPla e e -

m e n t e o m p a tib ilit y a n d e o n t in u it y o f t r a e tio n s b e tw e e n th e h o le d p la t e a n d th e s t iffe n e r

15 s u ee e ss fu lly a n a ly se d b y u s in g tli is m e th o d
.

S in e e o n ly thr e e e le m e n ts n e e d to b e

fo r m u la t e d
, r e la t iv e ly le s s s t o r a g e 15 r e q u ir e d tha n th e u s u a l fi n ite e le m e n t m e th o ds

.

F u r th e r m o r e ,
th e a e eu r a e y o f s o lu tio n s 15 im p r o v e d a n d th e e o m p u t e r tim e r e q u ir e m e n ts

a r e e o n s id e r a bly r e d u ee d
.

N u m e r iea l r e su lt s o f s tr e s s e o n e e n tr a t io n fa e to r s a n d s t r e ss e s

a lo n g th e w e lde d一 lin e w hie h m a y b e r e fe r e n t ia l to e n g in ee rs a r e s h o w n in t a b les
.


