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摘 要

作者 自1 9 7 8年以后
,

曾发丧了一系列有关弹性力学的变分原理和广义变分原理的文章如〔1 〕

(2 0 7 8 )
,

[ 6」(10 5 0)
,

[ 2〕
、

[ 3〕(rg s 3 )
,

〔4 ]
、

〔5〕(19 8 4 )
,

都是指线性应j] 应变关系的线性 弹 性

体的
.

在 工9 3 5 年出版的广义变分原理
仁, 飞中

,

初未堆广至非线
J

叶弹性体
,

但并未进行较全面 的 探

讨
.

本文特别讨论非线性应力应变关系的弹}生体的变分原理和广义变分原理
,

这里有不少问题是

值得注意的
,

有时
,

它对线性弹性休的变分原理
,

有指导意义
.

当哎变很小
,

其离次项可以略去

时
,

本文所得结论
,

都能近似地化简为通常线性理论的结果
.

一
、

非线性应力应变关系

设有应力应变关系的示意曲线图如图 1
.

0 尸 曲线上方的面积为余能密度 B (的
,

曲线下

方的面积为应变能密度且 (的
,

它们的定义为

/ 尸
.

n 一
、

fU ‘ , 、 , J , 、

f
e ‘ , , 、 ,

刀 气仃’一J
。 “ 介‘又CT ’“仃 介‘,

入‘“’一 J
。 仃 , z气“’““ ’‘

(1
.

la ,

b )

其中
e 。 : (。 )是用a : , 表示傲{e * : ,

a 。 : (e )是用 e , , 表示的 a , : .

B (a )是a ‘, 的高阶函数
,

月(e) 是 e , , 的高阶函数
,

对于线

性应力应变关系而言
e 。: (a )一 b

, ; . o a 。 。 ,
仃、 ;

(。)一 a 。: 。
n e 二 ,

(2
.

Z a ,

b )

于是
,

刘
‘

于线性应力应变关系的弹性体
,

有

B (。 ) 一

;
“‘,

一
, a 一

,

A (· )一

;
一 , 一。 , ,

一

(1
.

3 a ,

b )

我们很易证明
,

对于非线性弹性体而言
,

应力应变关系可以写成

口B 口A

勺一
藏广

口‘, 一

式 (1. 4a ,b)

这对于线性弹性而言
,

它们也 是 符 合 的
.

试把 (1
.

3 a ,

b )代入 (1
.

4 a ,

b )
,

即得 (1
.

2 a ,

b )
.

所

以
,

(1
.

4 a ,

b )这两个应力应变关系的表达式
,

不仅适用于非线性弹性体
,

也适用于线性弹性

体
,

(1
.

4a
,

b) 是一个适用于两者的一般关系式
.

从图1
,

很易认识一个能量恒等式
:

即

. 1 0 86 年 1 2月2 5日收到
.
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月 (e )十 B (a )一 J : , e ‘, 一 O

对于线性弹性体而言
,

上式可 以写成

(]
.

5 )

凌
“‘, 殆!a ‘, a * ! +

一

;
- -

一
,

一
a ! , 一 , 一 。

(1
.

6 )

它就是线性弹性体理论中常见 的能量恒等式
.

但 (1
.

5) 是比(1
.

6) 更普遍的表达式
,

它既适用

于线性弹性体
,

也适用于非线性弹性体
.

我们必须指出
,

有些 A (e)
,

B (二 )的表达式
,

只适用于线性弹性体
,

但并不适应于非线

性弹性体
.

例如
,

朱以文(2 9 8 4 )〔
8 ’和 王润富 (1 9 8 5 )【

。1曾从 (2
.

2 a ,

b )和 (z
.

3 a ,

b )中消去 b
。: 。 , ,

a 。: 。 。

而得

1 。

乃 一 厄
一

丙 , 仑“一刀 (1
‘

7 )

把 (1
.

7) 代入 (1
.

5)
,

证明是满足的
.

但是
,

我们很易着到
,

(1
.

7) 对于非线性弹性体而 言
,

是不适用的
.

从图很易看到
,

只有当应力应变曲线是直线时
,

A 才等于 B
,

不 是 直 线 时
,

月等B
.

所以 (1
.

7) 不能代表一般的余能密度或应变能密度
.

严格地说
,

只有在线性 弹 性 体

上
,

A 和B 在数值上相等
,

而且等于 ‘ , 吸 ,
/ 2

.

从物理的角度看
,

且
,

B 都不 能用 价 , 入,
/ 2 表

示
.

凡是用 e ‘, a ‘, / 2 来表示余能或应变能密度所得到结论都是无效的
.

为了避免这些麻烦
,

我们可 以规定从 (1
.

la ,

b) 所求得的B (a) 应该只是 a ‘, 的函数
,

A (e) 应该只是
e ‘, 的函数

.

当 e , , ,

a ‘, 满足一般的应力应变关系时
,

它们满足能量恒等式(1
.

5 )
.

把 (1
.

5) 对。‘, , e ‘, 变

分
,

得
aA

d e ‘, = 0 (1
.

8 )

‘

、../
.

.Jb
一

大ed汰Z‘.、
、

十.

JJ
八
O

、、口产

JJ仑
一

这指出
,

当
e ‘,

,
a ‘, 满足一般的应力应变关系(1

.

4 a ,

b )时
,

(2
.

5 )式的变分 (1
.

8 )式也都满足
.

所以 (1
.

5 )式本身及其一阶变分都是满足应力应变关系的
.

这相当于说
,

能量式

巾一 月 (e ) + B (a )一 a ‘, e ‘, (1
.

9 )

相当于一般应力应变关系式
。 , , 一 aB / 口二

‘, ,
。 ‘, 一口只 / 口

。 , , {均某种二次式
.

对于线性弹性体而

言
,

我们很 易证明

_ 1
.

1
了

甲 一玄
“‘, “‘e “““‘十 2 “‘, “‘(T ‘, 仃 “‘一 “ , 汀 ‘“

;
(汀

‘,

一
, 无了

一 , ‘“
‘, 二·

汀饥

一
, ,

一

含
a ‘, , Z(“一

汀 ,

一
, ‘“

‘, 。 ·叮。

一
, ,

(1
_

1 0 )

或对线弹性体而言
, _

仁式也可 以写成

, 一蚤
一

怀
一

粼 )(
口B

口『‘了
一 e f ,

)
‘线性,

(1
.

1 1 )

但是对非线性弹性体而言
,

(1
.

1 1) 式不适用
,

亦即对一般弹性体而言
,

巾 无法析成两个因子
,

即

。 、
、

知
, 一

粼 )(黑一)
‘非线性 ,

(1
.

12 )

这指出
,

(1
.

n )式不是普遍适用的少的合理表达式
.

我们还必须指出
口ZB

口『‘了口a , z

一

己J ‘, 占J
; : 不日

a Z
A

a e ‘了口召、 z
d。‘, d e , ‘

都 是正定的
,

亦即
,

对一般
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非线性弹性体而言

d Z
B

口叮‘, 口a 。 :

口“且

口e ‘, 口召。乙

d a ‘, d a 。:》 0 (1
.

1 3 a )

d e ‘, 己e 、 :》0 (1
.

1 3 b)

总结起来讲
,

(1
.

4a)
,

(1
,

4 b)
,

(1
.

5) 都可以代表一般弹性体 (一般非线性弹 性体 ) 的

应力应变关系式
,

而 (1
.

7)
,

(1
.

1 1) 只适用于线性弹性体
,

而不适用于非线性弹 性 体
,

所以

不能用来作为研究弹性体的变分原理
.

换句话说
:

我们应该用一般弹性体的应力应变关系式

来研究其变分原理
,

即使在研究线性弹性体的变分原理时
,

我们也把它看成是一般非线性弹

性体 的线性化近似来处理
,

从而放弃那些只适用于线性弹性体而不适用于 一 般非线性弹性体

的应力应变关系式
,

如 (1
.

7)
,

(1
.

n )等
.

二
、 一

!卜线性弹性体的最小位能原理及其广义变分原理

一
个小位移变形弹性静力学平衡问题

,

一共有三种待定量 a ‘, ,

氏 , , u ‘,

共 15 个分量
,

求解这个间题
,

共有1 5个在域犷中必须满足的方程式
,

即

( 1 ) 应变位移关系 (适用于小变形)

1
.

、 ,
_

, , 。
、

“ , 一玄 咬u ‘
, , 十 “j , ‘) (在厂 l剑 , (2

.

1 )

( 2 ) 应力应变关系

口B

(适用于一般非线性弹性体
,

包括线性弹性体 )

二 召‘J
,

a仃 ‘弓

或 A (e ) + B (a )一 e ‘, J ‘J~ O

a ‘, (在犷内)

(在F内)

(2
.

2 a 或b )

(2
.

Z e )

( 3 ) 内部应力平衡方程 (适用于小位移变形)

a ‘,
,

, + 厂
‘一 。 (在犷内) (2

.

3 )

这丙
, , “‘

等 9 个分量还应该满足六个边界条件

( 4 ) 边界位移已知的条件
u ‘一“‘ (在S

。

上 ) (2
.

4 )

( 5 ) 边界外力已知的边界条件

a ‘, ”, = 歹‘ (在S
。

上 ) (2
.

5 )

其中总的边界面积S为

S 一 S
。 + S

口
(2

.

6 )

我们的问题是在 (2
.

4 )
,

(2
.

5 )式的 6 个边界条件下
,

从 (2
.

1 )
,

(2
,

2 )
,

(2
,

3 )等 1 5 个方

程中求解 犷内15 个待定函数
.

现在让我们建立最小位能原理来替代上述微分方程的求解问题
.

最小位能原理 (非线性弹性体的)

在一切有足够光滑性
,

并满足变分约束条件应变位移关系 ( 2
.

1 )式和边界位移已知条件

( 2
.

4 )式的 u ‘和 e ‘,
中

,

其使泛函

二, (。 ‘
, 。 、, )一 f{ , (。 )一厂

: 。‘}。、一 {
_

, ‘u ‘。s

J V J O a

为最小值的
u ‘

和 e ‘, ,

必为非线性弹性体的小位移弹性力学平衡问题的精确解
.

弹性体的应力应变关系 (2
.

2 b) 作为不参加变分的约束条件
,

用它来 引 进 氏 , ,

值问题的欧拉方程可以化为平衡方程 (2
.

3) 式和边界外力已知条件 (2
.

5) 式
.

(2
.

7 )

如果把非线性

则这个泛函极
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证明的必要条件为

乙Il p ~ {
;

{毅
“

一
厂

‘

飒冲
一

!
\
。

, ‘“一““一 。
(2

.

sa )

利用约束条件 (2
.

1)
,

口A

a e ‘,

有

j召
‘j /

口卫
‘

。 。 、

a且
口。 、, 咬O u ‘, J十 o “j , ‘) 一 口e ‘, o “‘

, (2
.

sb )

于是
,

利用格林定理和约束条件 (2
.

4)
,

得

黔粼

J

75

,
|

l
��

!
�

一一一厂d.

J召
爪
O d u ‘, , d 厂

构如
‘

,!s 一

{
;

(粼 )
, 了加

‘
“厂

( 2
.

9 )

)
,

, 十厂
‘

」
“一

}
“厂

n , 一、
少‘

}
。。

‘
d￡一 。

粼粼

代入 (2
、

8) 式
,

得

611
, 一
日

一「(
夕 V 、 芝_ 、

+ {
_

万
J

.

兮
a

仁

得下列欧拉方程
/ d 卫

\ a e , ,

aA

口e , 夕

( 2
.

1 0 )

)
, J 十厂‘一 。 (在厂内) ( 2

.

1 1a )

, , , 一夕
,

一 O (在S
。

上 ) ( 2
、

1 lb )

在利用了不参加变分的约束条件应力应变关系式 ( 2
.

2 b) 后
,

( 2
.

l la ,

b) 分 别 化 为(2
.

3) 式 和

( 2
.

5 )式
。

所以
,

在变分约束条件 ( 2
.

1) 式
,

( 2
.

4) 式和非变分约束条件 (2
.

2 b ) 的约 束 下
,

( 2
.

7) 式

泛函的极值条件导出欧拉方程 ( 2
.

3 )式和 ( 2
.

5) 式
.

所有这些约束条件和欧拉方程在 一 起
,

构

成本题的精确解
。

证明的充分条件为

6
2

刀 尸- { 研刃

J
、 d 召‘, 口e 、‘加

, ,

加
、乙
J厂乡 。 ( 2

.

1 2 )

这是非线性弹性体的泛函极小的充分条件
.

它是由正定条件 ( 1
.

1 3 b) 决定的
.

我们必须指出
,

最小位能原理门泛函 ( 2
.

7) 式刀
;
在形式 仁有两个变量

e ‘, , u ‘,

但由于受

(2
.

1) 式位移应变关系式的约束
,

只 二百
、

个里 (u ‘)是独立的
,

所以
,

刀 尸(。‘)在实质上 还 是 一

个单变量变分原理的泛函
.

现在让我们用传统的拉氏乘子法
仁‘“〕, 仁‘’〕把约束条件 ( 2

.

1)
,

( 2
.

4 )吸收到泛函中去
.

设引

入待定拉氏乘子几
,

,$l )召
、,

建立新的四变量泛函

二 : ( 。
‘, , 。‘,

、
、,

,

。‘) 一 !干。(。 ) 一厂
‘u ‘+
「
。 ‘, 一 支( 。‘

, , + 。, , ‘) 1,
‘,

下、、
J 丫 ‘ L ‘ J 沪

一 {
。

, ‘u ,、s +
{
。 ,

(。‘一 。‘)。‘、s

J O o J J 。

( 2
.

13 )

变分驻值条件为

J“ : (一
,

一 几
/夕 ,

、: ,
)

·

{
;

{(粼
一

、
一

之
! ,

)
“

一}
一厂 ;

‘一
+ 一
小

, + ‘之‘J
, ,
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一厂
‘
)。“

‘

飞、: 一仁(、‘, 、, + ,
‘

)。、‘。s 十 {
。

{ (。
‘
一。

‘
)。,“+ (。

‘
一、‘, 。J )。u ‘}、s一 。

沪 J O 口 夕J
“

(2
.

1 4 )

由于d‘ , ,

占击, ,

己价在万中
,

面
‘

在S
,

上
,

己鲜
‘,

彻
‘

在 S
。 _

仁都是独立变分
,

我们从(2
.

1 4) 式求

得 6 个新泛函的欧拉方程
:

( 1 ) 在厂内
:

粼
十切 一“

( 2 ) 、
:
厂内

:

一 J一

;
(一

, , + · , , !
)一。

(2
.

1 5 a )

(2
.

1 5 b)

( 3 ) 在厂内
:
元
‘, , , 一 F

‘二 ·

o (2
.

1 5 e )

( 4 ) 在S
,

上
:
只
‘, ”, + 户

‘
~ o (2

.

1 5 d )

( 5 ) 在S
“ _

巨
: 以‘一嘛

‘
一 0 (2

.

1 5 e )

( 6 ) 在S
。

上
: “‘一几

‘, n , 一 。 (2
.

1 5 f)

其中(2
.

1 5 b)
,

(2
.

1 5 e )是原来要吸收进泛函 的约束条件
,

现在变成了新泛函的欧拉方程
.

从

(2
.

1 5 a )
,

(2
.

巧f)
,

我们导出了待定的拉氏乘子
,

这样识别的拉氏乘子为

(在厂内 ) (2
,

1 6 a )州帆一一一
3八

口
二

理
召‘一 凡‘, , , ,

一
口e ‘, n J (在S

。 _

仁)

(用口月 / a
e ‘, 表示 的)

(在 V 内)

(2
.

1 6 b )

而(2
.

1 5 c ,

d) 化为平衡方程和外力已知的边界条件

(黔 )
, 了+ 厂。一 O

(2
.

1 7 a )

口A
口e ‘5 n j一 夕

‘ (在S
, _

[ ) (2
.

1 7 b )

很易看到
,

如果我们使用未参加变分则应力应变关系(2
.

2 b)
,

则(2
.

1 7a )
,

(2
.

1 7 b) 立刻化为

(2
.

3 )
,

(2
.

5 )式
.

把(2
.

1 6 a ,

b) 中识别了的拉氏乘子代入(2
.

1 3)
,

得两变量新泛函
.

TT . , 、

f (
, 、

产 「 1
, 、

飞 口A 、
, 了 厂

‘, ; : 气已‘, , “ ‘, 一 J
;

飞月
L“’一 厂 , u , 一L

“ ‘, 一 厄L“‘
,

, 十 “ , , ‘)」。
e ‘,

尸
厂

口A
” , d s (2

.

1 8 )
理夕已

.

。

�

介
、‘J了

�U

一
U

了口.、

Sl
�

一
d S豁乡

aS

广卫. ,」几

一

于是我们得以应变能为基础的二变量广义变分原理 (适用于一般非线性弹性体)
:

在一切有足够光滑条件的
。‘, , u ‘

中
,

其使刀节
。

( 。
‘, , 。‘)为驻值的 断 , , 。‘ ,

必为一般非线性

弹性体的弹性力学问题 的精确解
.

在这个无约束条件的广义变分原理中
,

应力应 变 关 系 式

( 2
.

2b ) 是一个不参加变分的约束条件
,

在使用了 ( 2
.

2b ) 以后
,

刀羊
2 (。‘, , u 、) 的变分驻值条件

,

给出 ( 2
.

2 )
,

( 2
.

3 )
,

( 2
.

4 )
,

( 2
.

5 )等 连个方程为欧拉方程
.

在应力应变关系 ( 2
.

2b ) 的约束条件下
,

我们可以将 a月/ 口
e ‘, 写成。 ‘, ,

于是 ( 2
,

1 8) 可以写

成

、 :
3 (。‘, , 。‘,

二 ‘, ) 一
{万

, (。 ) 一厂
‘。‘一 。‘,

「
。‘j一去

一

( u ‘ , , + 。,
, ‘)飞、。

一 !
。

, ‘u ‘、s 一 {
。

(。
‘
一。‘) a ‘, n , d s

J J o J 口
.

( 2
.

1 9 )
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其中
,

价 , , “‘,

a ‘,
并 不 独立

,

而是受(2
.

2 b) 的约束的
.

于是
,

得下列广义位能变分原理
.

在 (2
.

2 b )的约束下
,

其使刀节
。

(e ‘j
, u ‘,

a 宕, )为驻值的 u ‘ , e ‘, ,
a ‘, ,

必为非线性弹性体的

弹性力学问题的精确解
.

我们必须指出下列各点
:

( 1 ) 刀;
3

(e ‘, , u ‘ ,

伪 , )只是形式上的三变量
,

。 ‘, , e ‘, 之间并不独立
,

而是受应力应变关

系(2
.

Zb) 的约束
.

在实质上还是二变量广义变分原理
.

这一
点

,

对于线性弹性体 的 问 题 而

言
,

业已在文【3〕(1 9 8 3 )中证明了
.

( 2 ) 在线性弹性体中
,

它还原为胡鸳原理 (19 5 5) 〔‘“’, 〔‘“’的泛函刀H 二 .

所 以
,

胡鹜原理是

这一广义位能变分原理的线性化后的特例
,

而且同样道理
,

胡鹜原理的泛函并不像胡海 昌
「‘4 ’

所强调 的那样是三变量的
,

而是受(2
.

2b )为约束条件的变分原理
,

实质上是只有两个独立变

量的变分原理
.

( 3 ) 从推导过程中
,

我们能够通过传统的拉氏乘子法
,

合理地唯一地识别待定乘子
,

并不需要像胡海 昌(19 85 )「’
5 ’那样

,

用所谓
“

猜谜语法
” .

在胡氏猜谜语法中
,

并不 能 肯 定

(2
.

2b )是不是约束条件
.

这和胡海昌原来用的猜谜过程(1 9 5 4) 〔’3 了并无区别
.

( 4) 鸳津久一郎 (19 5 5) 〔‘之,的原文推导中
,

采用了传统的拉氏乘子法
,

而且明确 地 在

该文推导过程中
,

在 11 页(2
.

2 4) 式中引用了相应于

口A
儿玄嘴

= 一
八

= 一 a ‘了

口召‘了
(2

.

2 0 )

的算式亦即是说
,

他是在(2
.

2 b) 的约束条件下
,

才得到几
‘, = 一二‘, 的结论的

,

所以刀
H , 的e ‘, ,

u’, 丙 , 中
,

三变量并不独立
.

三
、

非线性弹性体的最小余能原理及其广义变分原理

最小余能原理 (非线性弹性体的) 为
:

在一切有足够光滑性
,

并满足变分约束条件平衡方程(2
.

3) 式和边界外力已知的边界条件

(2
.

5) 式的一切 a , , 中
,

其使泛函

二 。(。‘, )一 { : (。)、。一
{
。 。‘, n , 。‘、s

护 V 护 0
.

(3
.

1 )

为最小值的 。‘, ,

必为非线性弹性体的小位移弹性力学平衡问题的精确解
.

如果把非线 性弹

性体的应力应变关系 (2
.

2a )作为不参加变分的约束条件
,

用它来 引 进 价 , ,

则这个泛函极值

的欧拉方程可以化为应变位移关系 (2
.

1) 式和边界位移已知的边界条件(2
.

4) 式
.

证明的必要条件为

。二。一

{
。

{盟
一

“。‘,

}
“厂一

l
;

二

一“
‘
“J

‘J“S -
(3

.

2 )

根据恒等式

(u ‘, , 十 u ,
, ‘

)6a ‘, d 犷

一!
: 一“J ‘,

, , d 厂 +

{
: 。

一
“J ‘! d s +

{
:

。

一
“J ‘, d s

1注91

V

�
l胜.‘.�

( 3
.

3 )

在利用了约条件 (2
.

3 )
,

(2
.

5) 式后
,

恒等式可以写成

1
、 。 , 了 二

f
。 , 。

; ,

: 气“‘
, ’

一

十“, , ‘’“a “ a 厂 一J
:

。

“‘”‘“a “ a 。一 ( 3
.

4 )



非线性弹性体的弹性力学变分原理

把(3
.

4) 式从(3
.

2) 式中减去
,

得

二
。一
仁干

口B

口a ‘,

1
,

.
、

、
。 , 二 ,

「
_ 、 。 , 。

Z L“‘
, ’+ “ , , ‘’

少
“J ‘, “ 厂 +

J
￡

.

L“‘一 “‘’”, “J ‘, a 。 = U (3
.

5 )

由于占a ‘, 在厂中和在S
。

上都独立的
,

从 (3
.

5) 式得

口B l

口J ‘, 2

u ‘
一 反‘= 0

(u ‘, j + u j , ‘
) = 0 (在犷内)

(在S
。

上 )

(3
.

6 a )

(3
.

6 b )

可以看到
,

从 (3
.

6 a) 和 (2
.

2a )中消去 口B 闰。 ‘, ,

即得 (2
.

1 )式
,

即应变位移关系式
.

这 就 指

出
,

如果应力应变关系 (2
.

2a )得到满足
,

则 (3
.

6a) 式即给出 (2
.

1) 式
.

所以 (2
.

2a )也是 一 种

约束
,

即不参加变分的约束
.

现在证明最小余能原理的充分条件
:

子几一
{

口艺B

日a ‘, 日a 。‘
d J ‘, d J 、‘

d犷) 0 (3
.

7 )

这是根据正定条件 (1
.

1 3a) 决定附
,

这样就完全证明了非线性弹性体的弹性力学问题的 最 小

余能原理
.

其约束条件为平衡方程(2
.

3 )和边界外力已知条件 (2
.

5) 式
,

在不参加变分的应力

应变关系 (2
.

2a )的约束下
,

最小余能原理给出欧拉方程 (2
.

1) 式和 (2
.

4) 式
,

前者为应变位移

关系
,

后者为边界位移已知条件
.

如果把 B (时化为线性弹性体的表达式
,

则 (3
.

1) 式化为常

见的线性弹性体 的最小余能原理
.

现在用两个待定拉氏乘 子 几
‘,

拼‘
,

把 (2
.

3 )和 (2
.

5) 两个约束条件吸收到泛函 11 。
(a

: , )中

去
.

形成下列新泛函

“ : (a
‘J ,

几‘
,

。‘)一

{汪
B (/ ) + (J

‘,
, , + 厂

‘)“
‘

}
d 厂

一 {
。 二‘, 。j。‘、s +

{
。

(, ja ‘, 一 ,
‘
)。‘、s

J O
。

沙 J 口
(3

.

8 )

变分驻值条件给出

““: 一

{
;

{碧
, “。‘, + “‘“a ‘, , , + ‘二

‘, , , + 厂‘,“几
‘

}
d 犷

一 {
。 。‘n joa ‘, 、s +

{
_

{ (, , a ‘, 一 , ‘)。。
‘+ 。‘n , 。a ‘, }、s 一。 (3

.

9 )

J 0 J J a

利用恒等式 (3
.

3)
,

上式可 以写成

。、: 一

{
;

{[
一

思
一

;
‘
一

+

一
,

〕
“J ‘, + ‘之

‘

一
’“J

!

川

+ (二
‘

川 + 厂
‘

)。、‘下J : +
}

_

(。
‘
一。‘)。, 。a

‘, 、s

J 夕 O
。

+
{
。

{ (。 , a ‘, 一 , ‘)。。‘+ (。
‘+ 。‘)。,。二‘, }、s 二 。

护O a
(3

.

1 0 )

于是
,

导出欧拉方程

( 1 ) 在 厂内

在厂内

在犷内

在S
。

上

在S
。

上

在S
。

上

aB I

口仃‘J Z

几
‘
一 u ‘= O

a ‘

川 + F
‘
= o

u ‘一反‘= 0

n ja ‘夕一P‘= O

拼‘+ u一= 0

(u , , , + u , , ‘
)= 0 (3

.

ll a )

( 2 )

( 3 )

( 4 )

( 5 )

( 6 )

(3
.

1 1b )

(3
.

1 1 e )

(3
.

1 1d )

(3
.

1 1 e )

(3
.

1 1 f)
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其中(3
.

l le )和 (3
.

ll e )为原泛函 1
’

}厂j约束条件
,

(3
.

1 ] a )
,

(3
.

lld )为 原 泛 函 的 欧 拉 方 程
,

(3
.

llb )
,

(3
.

llf)决定了几
‘,

拼‘
,

几
‘
二 u ‘

(在U 内)
,

l“

把它们代入(3
.

8 )
,

得广义余能原理

二 一 u 、 (在S
。

上 ) (3
.

1 2 )

、:
2
(。

‘, , 。‘)一 {不: (二 )、
一

(。
‘, , , 十厂

‘
) :“

下、;
·

J V ‘ 夕

一

{
、 J ‘, 一“

‘
“S 一

{
一

:
。

(

一
,
‘
)Z乙!

““
(3

.

1 3 )

这是适用于非线性弹性体的广义余能原理 (二变童)

在
一

切有足够光滑条件的二 ‘, , 。‘

中
,

其使二变虽J
、 一

义余能泛函 (3
.

1 3 )为驻值沟
〔“, , “‘

,

必为
一

般弹性体的弹性力学问题的精确解
.

当然应力应变关系 (2
:

2a )是
一

个不参加变分的约

束条件
,

在使用 T (2
.

2 a )以J台
,

汀蕊
:
(二

‘, , u 、
)的变分驻值条件

,

至合出 (2
.

1 )
,

(2
.

3 )
,

(2
.

4 )
,

(2
.

5 )等 4 个方程为欧拉方程
.

我们也必须指出下列各点
:

( 1 ) 在线性弹性体中
,

(3
.

1 3 )式还原为全玩1111
, 监c r

一

R o is s n e r 原理的泛函II H : .

所以
,

H e ll in g e r ,

R e is s
ne

r 原理是这
一

广义变分原理的线性化后 的特例
.

( 2 ) 在推导过程中
,

我们能够通过传统的拉氏乘子法
,

合理地 l唯 地识别待定乘子
,

并不 需要像胡海昌(1 9 8 5 )“
5 ’那样

,

用所谓猜谜语法
.

在胡氏猜谜语法中
,

并不能肯定(2
.

2 a)

是不是约束条件
.

( 3 ) 应力应变关系(2
.

2a )是这
‘

以理 中不少加变分回约束条件
.

四
、

:
哥阶拉氏乘子法和史一般的三变量的广义变分原理

根据上两节的讨论
,

不i仑广义位能原理 印广义余能原理
, ‘

已们都不是真正的三变员的广

义变分原理
.

都以应力应变关系(2
.

2 a) 或(2
.

2 b )作为约束条件
.

我们可 以证明
,

用 一般拉氏乘子法并不能消除这个约束条件
.

我们只能求之于高阶拉氏

乘子法(1 9 8 3 ) tZ ’.

我们用高阶拉 氏乘子理把能量恒等式 (1
.

5 )引进广义位能原理的泛函
.

得
、‘,

了)二万节
3
(e ‘, , u ‘,

a : , )

+

{
。 “(“十 B -

一
,“厂

(4
.

1 )

而且 (c ‘, ,

二‘, )中受(2
.

Zb) 灼约束
.

了是二 : ,

e : , , 。‘
,

汀‘, 的

,

‘

J、.产to曰
e11刀o p (a

‘, ,

中刀节
3
(e ‘j , :、、

,

〔, , , )见 (2
.

任意函数

了二
/了(劣

‘
,

召 ‘, , “ ,
,

“ ; , )

(4
.

1 )的变分驻值问题给出

(4
.

2 )

“H
一 {

:
‘“ 十 B 一 ‘ ! , 汀‘, ,“刀“声

厂

十

)
。

{(粼一)
(: 十 “ )“一 十

(票一)
““J ‘,

「 1
、

飞
。 .

补
、 。

、

L
“ ‘, 一 : ‘“‘

,

”卞 “‘, ‘’J
O J ‘, 一 ‘a ‘, , ‘十 厂 ‘’。u ‘

少
“厂
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+
{
。

(。‘, 。, 一歹‘)。u ‘、: 一
{
。

(。
‘
一。‘)。, 。a ‘, ‘s 二 。

护。 口 J J
。

(4
.

3 )

得欧拉方程

( 1 ) 在犷内

在 V 内

A + B 一 e ‘, J ‘, “ 0

‘

了 aA 、

(1 + 刀 ) l 万巴- 一 a ‘ ,
l“ 0

、 一
’

一
/

\ 口e ‘才
一 ’矛

/

‘

Z 口B
.

\ 「 1
. 、

〕
刁‘获丁

二 一 e ‘,
)一l

e ‘, 一 交(u ‘,
, + u j , , ) l“ 0

一 ‘

、 aa ‘, 一 ’J

产 L
一
” 2

、 - r ‘ , · ,

一
“」

J ‘, , , + 厂‘二 o

a ‘, n , 一歹
‘
“ 0

u ‘一反
‘
= 0

(4
.

4 a )

( 2 )

( 3 )

( 4 )

( 5 )

( 6 )

在犷内

在犷内

在S
,

上

在S
。

上

(4
.

4 b )

(4
.

4 e )

(4
.

4 a) 给出 吸 , , e ‘,
所应该满足应力应变关系

.

所以
,

不论刀是什么函数
,

而(4
.

4c )给出

(4
.

4 d )

(4
.

4 e )

(4
.

4 f)

(4
.

4 b )自然满足
,

1
,

e ‘j二 2 (u ‘ , , 十 2子j , i ) (4
.

5 )

这就证明了
:

不论 刀(二‘
, e ‘, ,

入 , , “‘)是什么函数
,

H 。尸 是更 一般的
,

不受任何约束条件的
,

而且是三变量完全独立的广义变分原理
.

同样
,

我们也可以用另一高阶拉氏乘子 刁
/

在 万芯
:

(山 ,
, “‘)中引进能量恒等式 (1

.

5 )
,

得

刀a 。(J
‘, , e ‘, , u ‘,

刀
产
) = H 芯

2
(。‘, , u ‘)

+

!
; “

,

(A + B -

一
, ,“厂

(理
.

6 )

其中汀艺
:
(a ‘, , u ‘)见 (3

.

1 3 )
,

刀
产

是二‘
, e . ,

,
a ‘, , 。‘的任何函数

.

刀
尸
= 刀

尹

(义
‘, e ‘z ,

a ‘, , u ‘) (4
.

7 )

其变分驻值条件给出

““
一{

;

(A + B
一

, a ‘, )“:
尸
、。

+

{
F

{!(
一

瞿一)
“

了 +
一

黔
一

;
~

(·‘
,

, + ·, , ‘

)
]
。a ‘,

+

(默一)
“

,
“一 + (。

‘, , , + 厂
‘

)。·
‘

}
、。

+

{
:

。

(一
。‘)一“a

‘, d s 一

l
: 。

(·, a ‘, 一歹‘)。·‘、s 一。
(4

.

8 )

gagbgcgdgegf(4(4(4(4(4(4

得欧拉方程
:

( 1 ) 在 厂内 A + B 一 a ‘j e ‘, = 0

( 2 ) 在 厂内

在犷内

在 犷内

在5
.

上

在S
,

上

一。‘,

)
“

, + 1
,

交又
“‘, , + “‘

, ‘) = V

( 3 )
a ‘

川 + F ‘= 0

( 4 ) 一 a ‘了)
一”

( 5 )

( 6 )

“‘一叮‘” 0

”, a ‘, 一歹‘“ 0
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从(4
.

9 a )
,

(4
.

9 d )
,

得刀
’

不定而
J

。 _ _ 口月
丑 +

一
e ‘ja ‘, 一 U 布日 口e ‘, 一 a ‘j一 U (4

.

1 0 )

于是 (4
.

9 b) 给出

口B l

a a i , 二 e ‘J二 2 又之“
, , 十 ,‘, , ‘ (4

.

1 1 )

而(4
.

gc )
,

(4
.

9e )
,

(4
.

9f )分别为平衡方程
,

和有关边界条件
.

这就证明了
,

不论 刀
产
(二

‘, e ‘j
,

。‘j
, 。‘) 是什么函数

,

11
。。

是更

的
,

而且是三变量都独立的广义变分原理
.

般的
,

不受任何约束

11 。, 和万
。。
都适用于一 般 }〕勺非线性弹性体门弹性力学问题广义变分原理

.

我们从 (4
.

6 )
,

(4
.

1 )可以证明

“二 + “一l
: (1 +

·

“+
·

“
/
) (“ + B - a ‘J一 , )d 厂一 。

(4
.

1 2 )

只要

1 + 刀 + 刀
产
~ O (4

.

13 )

这就证明了
,

只要刀
,

卫
厂

满足(4
.

13 )
,

则汀。尸和 11。。 是等价的
.

(4
.

1 3 )式称为等价条件
.

到此 我们指出下列各点
:

( 1) 万
。尸 ,

万。。
都是不受任何约束的三变量都独立的广义变分原理

.

( 2 ) 11 。 , ,

万。。
都适用于非线性弹性体的弹性力学问题

.

当应变很小
,

可以略去非线

性项时
,

刀
。尸 ,

汀。。

分别退化为 (1 9 8 3) f 2 ’
所提出的线性弹性体的有关广义变分原理

.

( 3 ) 刀
,

刀
尸

都是劣
‘,

a , , , e ‘, , u ‘的任意函数
,

不一定是常量
.

( 4 ) 月
,

B 都分别是 e ‘, 和入 , 的函数
,

在非线性弹性体时
,

满足(1
.

12 )式
.

不像线性弹

性体那样
,

可 以析成两个因子〔见 (1
.

1 1 )〕
.

所以
,

本法和胡海昌(1 9 8 5 )’‘
“’
所谈的加权 残 差

法完全不相同
.

〔1 ]

〔2 〕

仁3 1

[ 4 〕

仁5 1

〔6 〕

〔7 〕

[ 8 〕

[ 9 〕
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