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摘 要

在奇点附近的理想塑性应力分量都只是 口的函数的条件下
,

利用平衡方程和 H ill 各向异性 屈

服条件
,

本文导出了反平面应变和平面应变两者奇点附近的各向异性塑性应力场的一般解析 表 达

式
.

将这些一般解析表达式用于具体裂纹及有奇点的平面应变体
,

我们就 得 到 I型
、

I型
、

l 型

和 I
一

I复合型裂纹尖端的各向异性塑性应力场以及有奇点的各向异性塑性平面应变体 的 极 限 载

荷
.

一
、

引 言

就我们所知
,

没有人研究过反平面应变和平面应变两者奇点附近的各 向 异 性 塑性应力

场
.

为此
,

我们利用文献「1~ 2」中的方法去解决上述问题
.

在奇点附近的理想塑性应力分量都只是 口的函数的条件下
,

利用平衡方 程 和 H ill 各向

异性屈服条件
,

本文导出了反平面应变和平面应变两者奇点附近的各向异性塑性应力场的一

般解析表达式
.

将这些一般解析表达式用于具体裂纹及有奇点的平面应变体
,

我们就得到 I

型
、

I型
、

l 型和 I
一

I 复合型裂纹尖端的各向异性塑性应力场以及有奇点的各向 异 性塑性

平面应变体 的极限载荷
.

显然
,

各向同性塑性应力场 是对应的各向异性塑性应力场的特殊情形
.

所以
,

〔1 1中的

有些结果是本文中对应结果的特殊情形
.

二
、

反 平 面 J
_

诬 变

戈丫
。

将直角卡氏坐标系 (二
, 夕,

习 的原点放 在 裂

纹的尖点 O上
,

如图 1 所示
,

而 二 , 夕, z 轴是各向

异性主轴
.

对于反平面应变情形
,

设应力分量
二 : :

和 : , :

都

只是 口的函数
,

则平衡方程变成
sin 。

价一
。

价一
。

(2
.

1 )
O (习

图 1

.

钱伟长推荐
.
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而 H ill 各向异性屈服条件是
〔“〕

(会
·

)
‘
+

(贫)
“
一 ‘

(2
.

2 )

这里
,

S 和 R 分别是相对于
x , : 轴和 , , 2 轴的剪切屈服应力

.

利用 (2
,

1) 和 (2
.

2)
,

我们导出 l 型裂纹尖端的各向异性塑性应力场的一般解析表达

式为
:

( 1 ) 均匀应力区

丁 , :

== a , , 丁 , :

“ a :
(2

.

3 )

这里
, a ;和 a : 是两个积分常数

.

( 2 ) 非均匀应力区

月行
SOC

RS

仕
“
二 十

合 一 V

sin 口

s、n
Z

。+

纂
。0 5 2

。

丫黔 = + 一了

六 一丫
s、n Z。+

瑟:
。0 5 2

。
(2

.

4 )

将 (2
.

3) 和 (2
.

4) 直接用于 l 型裂纹
,

我们就得到 l 型裂纹尖端的各向异性塑性应力

场的解析表达式为
:

1 ) 0( 0( 二 / 2

S
·

sin 口 R
z e o s 口

“
“

一(
S 、一。+

;:
。。5 2

。

)
‘ ’ ‘”一 s

(
·i一 。+

; :一
。

)
‘ (2

.

sa )

2) 二/ 2( e《二

丁 : :

“ 一 S
,
几

:

= 0

显然
,

对 于各向同性材料
,

我们有

S 二 R 二 k

式中 寿是剪切屈服应力
.

于是
,

(2
.

5) 变成
:

1 ) 0《口( 二/ 2

丁‘ 。 = 一 k s in 夕
, 了 , :

== k e o s口

2 ) “ / 2 ( 夕( 二

丁 , 。

“ 一机 、
:

二 0

这是 l 型裂纹尖端的理想塑性应力场
〔”

.

(2
.

sb )

(2
.

6 )

(2
.

7 a )

(2
.

7 b )

三
、

平 面 应 变

设在平面应变状态中
,

各向异性的
z 主轴垂直于流劝平面

.

假定应力分量二
: , J , , : . ,

都

只是 口的函数
,

于是平衡方程变成

一 in 。

翁
+ 。一。

稀
!
一 。

,

一 。

价一
i· 。

价
, 一。

(3
.

1 )

而平面应变 H ill 各向异性屈服条件为
‘“〕

(J
:

一 J ,
)

4 (1一 e )
一 十 r二, = T

“
(3

.

2 )

这里
,

T 是相对于
二, , 轴的剪切屈服应力

,

而
。 是描绘流动平面内各向异性状态的参量

.

如
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果材料是各向同性的
,

则
c
为零

,

而T 等于 k
.

利用 (3
.

1) 和 (3
.

2)
,

我们就得到奇点附近的各向异性塑性应力场的一般解析表达式

为
:

( 1 ) 均匀应力区

几 = b
, , a , = b

Z , : 二一二 b
。

(3
.

3 )

这里 6 , (i 二 1 ~ 3) 是三个积分常数
.

该区内的应力分量a , ,

心
,
介 。
为

:

口’

下
U e J

一互
1

言丛
士 6

1

了
6

2

一
2“士“

3 5 1· 2。

b
,

一 b
,

r川 == D o C O S 艺口一 一 生二
一 之 S 丈n Z口

艺 } (3
.

4 )

( 2 ) 非均匀应力区

‘、户民以

.

,J了‘

、‘r...t
、

了.宜JI.
公 . ,

= 士
T e o s2 0

〔l一 e sin Z

口
,

十a ,

2

土
!

(2 夕)〕去

c sin 4口

a
,

一 a ,

_ T (1 一 c )s in 2 0
二 一 ‘

~

一 = 十
~

二
~

一 -

一 万
-

一 一 1

‘
Ll一 es ln ‘

(2口)」歹

2 〔1 一 e sin Z

(2 0

) : , + E ‘2“。
,

斌云, 一 E ‘2“
,

“毛) + “
‘

〕
这里久是一个积分常数

,

而E (2 0
,

斌
。
)是第二类椭圆积分

,

即

E ‘2”
,

、
·
)一

厂
(‘

一
‘一)‘d a

(3
.

6 )

该区内的应力分量 a
, ,

、.了份了
.

nJ
龟产、l

、2

1
。

,

一士 :

l

a e , 二 r , 是
:

c sin 4 0

〔l一 c sin
“
(2口)〕告

+ E ‘2“
。,

寸
·

, 一 E ‘2“
,

斌
·

, + “‘

〕
a 。= 士T 〔E (2口

。,

研
。
)一 E (2口

,

斌
。
)+ b

‘

〕

: , , = 土T 斌 1 ‘ c si 五叹2 8 )

这里 0
。

是一个待定常数
.

如果平面应变奇点附近的各向异性塑性应力场存在着径 向的应力间断线
,

则有

a 言= 。百
,

J 亡一 叮了二

讨 。== 叮 。

4 (1 一 e )夕
‘

T
“
(1 一 e sin Z

(2乡))一碑 e

1一 e s in
Z
(2 0 ) } (3

.

8 )

从 侈
.

4)
、

(3
.

7) 和 (3
.

8) 容易看出
,

径向的应力间断线只能出现 在 均 匀 应 力 区

(3
.

4)
,

而非均匀应力区 (3
.

8) 内的应力分量 二
,

。
, : , 。

都是连续的
.

这个 结论 与文献
石1 」的相同

.

将 (3
.

4) 和 (3
.

8) 用于 I型裂纹和 I型裂纹
,

我们就可 以导出这些裂纹尖端的各向异

性塑性应力场的解析表达式
.

结果表示如下
:

( 1 ) I型裂纹

I型裂纹尖端的各向异性塑性应力场为
:

1 ) 0( 0气二/ 4

a 。、
_

一

卜= T 〔斌 1一 e
+ 2百士 e o sZ夕〕

, 二 , , = T 材 r一 e sin 2 8
仃 r少

(3
.

g a )

2 ) 二/ 4( 口( 3二/ 4
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c s in 4口

甲 1 一 e sin
Z
(2口)

十M“
· + 3“一 E ‘2“

,

斌
C

,

〕
厂lesJ

T
一一ra

二。二 T 〔甲 1一 。
+ sE 一 E (2 0

,

斌
。
)」

, : , ,
= T 斌丁碗亏i五

2

(2 口)

3 ) 3 二 / 4( 夕( 二

}
‘3

·

”b ,

二:卜
T 甲‘扁

·

“士一
2“,

,

一
丁材 1二一‘n Z“

: 一 :

(彗
,

、
·

)
一

{萝
(卜一i

一 )‘、·

(3
.

g e )

这里

(3
.

1 0 )

是第二类完全椭圆积分
.

如果材料是各向同性的
,

式 (3
.

9) 就变成 I型裂纹尖端的理 想 塑 性 应 力 场 (〔1 〕
,

(3
.

6 ))
.

( 2 ) I 型裂纹

l 型裂纹尖端的各向异性塑性应力场是
:

1 ) 0( 0( 8
,

a
,

一 :

l。
一

了
驾:箭

一 E (2“
,

、〕
J 。
二 一犷

·

E (Ze, 斌 c )
, 下 , , = T 斌 1 月污i砂(匆)

口
,

簇夕簇夕
:

} (3
.

1 1 a )

2 )

、J
.tO1l11八O了、

、

、....,l
、厂

l
矛

二;卜(
口

·

言
J “

)
。一。

,

士
(
汀

’

百
J ’

)
。一。:

一
2 ‘“一 口

2
’

士(丁
, 。)。一 。

2 S in Z (0一 口
:
)

一 (
叮r

百
J “

)
。_ 。

2 5‘·2 (“一“
2

, + (⋯ , 。一 。
2

一
2‘“一 夕

2
,

这里

3 )

一
了

[、二二戮
2

动
、 1一 + 3“ 一“ (2氏

,

、
·
)

〕
-

一
2、

忽窦龚
、

2
,

,
(一 )。一。

2

一
: 、 1 /

一
(、

2

)
(3

.

1 1 e )

a
,

一
,

1

〔
e s in 4 日

斌 工二云g而叱动 )

十 、 ,一 十 3二 一 E (2“
,

、
·
)

〕 (3
.

1 1 d)

�

I
J

‘.l..J

J ,
二 一 T 〔胡 z一 。

+ 3 E 一百 ( 2口,

M
。 ) 」

, 丁 , ,
二 一 7

’

丫 l 一 e s i n ,

( 2口)

4 ) 3二/ 凌簇夕簇二

a
, 、

_
’

卜= 一 T 斌 1 一 e ·

( 1士e o sZ口) , : , , 二 T 心 ‘一 e
·

S i n Z乡
U ‘7

( 3
.

1 1 e )

径向线 口二 口: 上的应力连续条件给出如下确定乡
,

和夕
:
的方程

:

、,..............、古产..C s in 4乡
:

2 〔1 一 e s i n 么( 2 8 2 ) 〕

工 + 创 z 一 e + 3 E 一 E ( 2夕: ,

斌
e )

2

一凡 2口, ,

斌
。

) +
一

cs in4 口
, _

2 〔1一 c s i n 么( 2 8 , )〕

工 = 0
2

( 3
.

1 I f)
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e s in 4口
:

2仁i 一 e sin Z
(2e

2

) l告

c sin 4 8

·

s in Z夕
: + [ 1一 e s in Z

(2口
2

)〕百 e o s2 0
2

2 [ 1一 c sin
Z
(2 0

,
)〕

1 sin Z口
, + [ 1一 c s in Z

(2 8
1
)〕互e o s 2 0

,
=

如果材料是各向同性的
,

则式 (3
.

1 1) 就变为 I 型裂纹

尖端的理想塑性应力场 (〔1 〕
,

(3
.

7) )
.

将 (3
.

4) 和 (3
.

8) 用于有奇点的平面应变问题
,

我们

就可以得到奇点附近 的各向异性塑性应力场和极限载荷
.

举

两个例子来说明这个方法的应用
。

( 1 ) 刚性平头冲模的压入

如图 2 所示
,

x , 夕轴是各向异性主轴
.

假设在极 限 状

态下
,

冲模下面的压力分布是均匀的
,

即 尸 = 2吵
.

于 是奇

点 O 和 O
‘

附近的各向异性塑性应力场分别是

( i ) 奇点 O

1 ) 0簇口( 二 / 4

O 义

a
, 、 _’

卜= 一T 斌 z 一。
(1士e o sZ乡)

, : , 。= 7
’

斌 1一 e s in Zo (3
.

1 2 a )
J 口少

2 ) 二/ 4 ( 0( 3二 / 4

J
r

= 一 T

c s in 4口

刚 1 一 c sin
Z
(2 8 )

+ E (2乡
,

材
。
)+ 心 1一 。

一 E
(3

.

1 2 b )

a , = 一T [E (2口
,

心
。
)一 E + 刚 1 一 。

」
, 丁r 。= T 斌 z一 e sin Z

(2口)

3 ) 3 二 / 4 ( 0( 二

J
, 、 _
.

卜= 一 P + T 心 ‘一 e
·

(1 士 e o s 2 8 )
, 丁 , 。

= 一 7
’

心‘一 c
·

S in Z日

a e产

(3 1 2 e )

( 11 ) 奇点 O
‘

1 ) 0( 0( 二 / 4

汀
, 、 _

卜= 一P + T 习 1一 。

(1 士e o sZ口)
, : , ,

= 一 了
’

刚 1一 c sin Z臼 (3
.

1 3 a )
叮口夕

2 ) 二 / 4簇乡( 3二 / 4

二
.

= T 「
L丫

e s in 4 0

l一 c s in Z
(2 0)

十 E ‘2“
,

、
·

, 一 E + 、 ‘
一〕

一 ,

J 。
= T [E (2 8

,

斌
。
)一 E + 创 r一 。

〕一 p
, 了 , 。= 一 了

’

斌 l一 e sin ,

(2口)

3 ) 3二/ 4成8( 二

}
‘3

·

‘3 b ,

a
一、
’

卜= 一 T 斌 x几
·

(1士e o sZ口)
, : , 。== T 斌 1 一 e sin Z日 (3

。

1 3 e )
J e 夕

利用径向线 0二 3二 / 4 上的应力连续条件
,

从(3
.

1 2 )或 (3
.

1 3) 我们就求出极限载荷为
:

P * = 4 aT [E + 斌 1 二e

〕 (3
.

1 4 )

当 “是零而T 等于 九时
,

该式就化为 Pra n dt l公式尸, 一 2砍(2 + 的
.

( 2 ) 具有理想切 口 板条的拉伸

如图 3 所示
, 二 ,

夕轴是各向异性主轴
,

在极限状态下
,

奇点
。附近的各向异性塑性应力场为

:
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1 ) 0 ( 8( 二 / 4

、.了
a

月任1一
.

几O了丁、、

、..、‘.,
�a 日 _

, r= 7
’

〔斌 l一 ‘
+ 2 百士e o s 2 6」

,

口 口产

I
〕

丁 , , 二T 材 1 一 c s i n Z口

2 ) 二 / 4 ( 0 ( 3二/ 4

了止C

I
O‘11.ee匕弓
二

.

!
。

l外l

。,

卜
e s in 4 0

胡 1一 c s i n Z
( 2 0 )

+ 刚 1 一 c

+ 3 E 一E ‘2 “, 斌
·

,

〕
a , = T [材 z 一 c

+ 3 E 一 E ( 2 0
,

斌 。 ) 〕

r , , = T
·

澎 i 一 c s i n
Z
( 2 8 )

3 ) 3 , / 4 ( 0 ( 二

{
( 3

一

犷
!尸

图 3

a . 、
-

》= 1 M l 一 c
·

( 1 士 C o s Z口) , r r e = 一 1 以 1 一 c
·

s ln z 口

a 口声

由式 (3
.

1 4a ) 求出横截面 oo
‘

上的应力分量为
:

a
.

= T 〔材 1一 。 + Z E 一 1」
, a , = T 〔斌 1一 。+ ZE + 1」

( 3
.

1 4 e )

( 3
.

1 5 )

从而极限载荷为
:

P , = ZhT 〔斌 r 一。 + ZE + 1〕 ( 3
.

1 6 )

当 。
为零

,

而 T 等于 掩时
,

这个式子就变成公式 凡 = 2存h( 2 十劝 (〔4 ]
,

(4 1
.

1) )
.
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