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摘 要

本文对求解矩形薄板弹性弯曲问题采用先建立微分方程的一般解
,

然后根据问题的边界 条 件

确定积分常数
,

这样求解比采用迭加法求解要简单容易
.

一
、

基 本 方 程 的 解

如图 1所示
,

矩形薄板弹性弯曲的基本方程为
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当两对边为简支时可得单正弦级数解
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等式(1
.

1) 也可取其他形式的解
:

余弦级数
,

多项式或其他函数
.

对于各种不同边 界 条

件的问题
, 虽然可以采用迭加法

〔“, 3 J ,

但求解过程十分复杂
.
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1 )的一般解
,
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,
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为等式 (1
.

1 )的任一特解
,

本文取等式 (1
.

2 )
.

将等式 (1
.

6 ) 和等式 (1
.

7 ) 的第一 部分比较有两点不同
,

一是在等式 (1
.

7) 中多了一 除

数 sin h a b
,

这可使积分常数的系数均变化在 〔一 1
,

+ 1口中而不致变成 很大的数
; 二是 改用

s in ha( b一夕)来代替
c os h a夕避免了a厉良大时积分常数A 。和B 。

接近相同
.
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7) 的第一部分可满足夕二 o 和 夕= b两个边为任意边界条件
,

第二部分可满足
x 二 o

和x 一 。两个边为任意边界条件
.

此外必须补充一多项式来满足角点的边界条件
,

其中前四项

可满足四个角点的挠度条件
,

后八项可满足四个角点每两边的弯矩条件
.

采用等式 (1
.

2) 作

特解虽然收敛差
,

但可通过数学演算来改善收敛速度
.

二
、

边 界 条 件

等式 (1
.

7) 共有 4 m + 4n + 12 个积分常数
,

这可由边界条件来确定
.

其中每个边有二个边

界条件
:

即挠度或等效剪力
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.
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立的方程式中将非正弦函数均展成正弦级数
,

根据正交性可得到 4m 十 4。个方程式
.
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角有三个角点条件
:

即挠度或反力
,

角的两边的斜度或弯矩应分别等于相应的已知值
,

故又

有 4 x 3个方程式
.

因此可以求解全部积分常数
.
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三
、

例

以两相邻边固定两相邻边 自由的矩形板为例
, 如图 2所示

.

边界条件和角点条件是
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1长 n

一耳p

捺留
占“。。‘h““

一
‘h“

·, c ·S”·

( 4
.

1 0 )

由等式 ( 1
.

1) 可得自由角点的挠度和固定边的弯矩为



矩形薄板弹性弯曲问题的一般解析解法

‘

阴 (a , 吞) = 军时鹭
+ 甄 ;

‘M
,
,

, 。 。一

(军
C 仍 a Zs‘一二

一
,

节
,

言)
ZD

为简单计
,

取矩形板。= b
,

且集中载荷作用在 (0
,

0) 和 (a
,

b) 的联线上
,

将有占= 价

G
,

= C
二 ,

万
”

= D
: , a , 2

二 a Z : .

根据等式 (3
.

2 6 )
,

(3
.

2 7 )和 (3
.

3 0 )
,

取 , = 0
.

3 ,

占/ a
分别等于

0
.

2 5 , 0
.

5 , 0
.

7 5 , m 和 n 由1取至s和 1 6时、( 。 , 。)的结果 见表 1
.

表 1 自由角点的挠度 (单位为 10
一 6尸护 / D )

: /
。

!
。 。 尸 」 n 。

-

。
.

, ’‘ 一

1 0
·

2 5 0
·

5 { 0
.

了5

6 0 8

1 1 7 1

1 82 8 2 4 8 5 4 3 3 1 4 7 9 2 4 4 1

1 0 6 13 8

12 7 3 00

1 75 0 2 7 5 3 8 3 1 5 3 4 1 2 4 0 83

表 1中第一个数值是由等式 (4
.

1 )
,

(4
.

3 ) 和 (4
.

5) 求得的
,

第二个数值是由等式 (4
.

6)
,

(4
.

8) 和 (4
.

1 0) 求得的
.

可以看出第一个数值由小变大而第二个数值 由大变小并逐渐接 近 精

确值
,

但第二个数值收敛性较好
.

仅采用等式 (4
.

6 )
,

(4
.

5 )和(4
.

2 0 )
, m 和 n

由1取至1 6 , 2 3 , 2 4 , 2 5时的结果见表 2
。

表 2 自由角点的挠度

: /
。

{
。 。 ,

⋯
。 尸

{

1 7 5 D

1 6 0 3

1 6 9 7

1 6 1 1

3 1 5 7 4

2 9 4 7 8

3 0 3 8 2

2 9 63 9

12 4 D83

1 1 8 0 8 0

1 2 0 0 9 0

1 1 8 5 53

九卜�心UJ任口‘,人n乙9白n乙

可以看出
, 阴和 ” 取至偶数时是由大变小

,

取至奇数时是由小变大
,

并逐 渐 接 近 精 确

值
。

采用等式( 4
.

6 )
,

( 4
.

5 )和 ( 4
.

2 0 ) , , n 和n 由1取至 2 4和 2 5 ,

取其平均值可得自由角点的挠

度和沿固定边的弯矩
,

见表 3
.

其中省/a ~ 1为集中力作用在 自由角点
,

如令 A 二 。

= 0 ,

且在等

式 ( 2
.

1 8) 中令R ( 。 , 。。= 尸时的结果
.

最后一列为文献〔2 ]当。和
。
由1取至 50 的结果

.

表万 挠度 (尸护 / D )和弯矩 (尸)

占/
。 0

.

2 5 { 0
.

5 0 { 0
.

了5 1 1 1 1 [2〕

切 (
。 ,

6 )

M
, . 。 :

(
戈

.

0 )
x
/

a (M ym 。 二

)

M 夕(。 .
。,

0
.

0 0 1 65

一 D
.

1 8 8 8

0
.

2 9

0
.

0 0 3 1

0
.

0 3 90 1

一 0
.

2 4 96

0
.

8 7

一 0
.

0 7 7 9

0
.

1 1 9 32

一 D
.

7 7 0 7

0
.

9 6

一 0
.

3 6 2了

0
.

2 9 6 4 9

一 1
.

3 8 2 5

0
.

9 6

一0
.

7 0 4 9

0
.

29 78 7

一 1
.

3 13 1

0
.

97 5

0

本文的一般解法和常用的迭加法原则上是相同的
.

文献〔2 〕没有引用等式 ( 1
.

7) 中代数多

项式的后八项
,

因而导致角点( 。
,

0 )的弯矩M
; 一 。

,

故未能满足角点条件 ( 口切/ 口妇
( 。 , 。。

= 0
.

文献

「3〕虽然引用了全部代数多项式
,

但在满足角点条件 ( a田 /即 )、。
, 。。~ o的同时

,

取M
. ( 。 , 。。=

,
·

万
, ‘。 , 。 ,

因而未能满足对
‘ 。 , 。、

= 伽勺要求
.
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