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摘 要

木文以双参数模型模拟土壤
,

用半解析有限元法计算了土壤上受任意载荷的环 形 基础板的位

移及土 壤 反压力分布
,

并在轴对称情况下改进了 V la Z

ov 的解川
,

与有限元解进行 对 比
,

二者结

果是一致的
.

同时还对土壤 上 环板的边界条件进行了讨论
.

一
、

引 言

近年来
, 土壤

一

结构的相互作用问题越来越受到人们的 重 视
〔心’,

在筏式和片筏式基础的

分析和设计中
,

位于变形土介质上的有限板的弯曲性态是颇感兴趣的
。

最简单的情况是将土

介质假设为 W in kl e 模 型
〔. 〕,

再考虑土介质上受轴对称载荷的圆板或环板的性态
,

这在五十

年代就有多人做过
.

然而这样的土介质模型是相当粗糙和不合实际的
.

将土介质考虑为各向

同性半无限弹性体 (J
.

B o us s ine s q
,

1 8 8 5) 〔7 〕,

再计 算其上受轴对称载荷的圆板或环 板
,
这

在数学上是相当困难的
.

Z e m o e h k in (2 9 39 )〔“〕用Z e m o e h k in 法 , Ish k o v a (19 5 1 )〔。’用修正的

幂级数法分别计算了位于各向同性弹性半空间上受均匀荷载的圆板
。

而且从实践中发现
,

对

土壤来说
,

远离受载区的表面位移减小得比弹性半空间理论预 言 的 要 快 得 多
.

本文 利 用

P
.

L
.

Pa
“te r

na k (19 5 4) 〔’“〕提出的双参数土壤模型模拟土壤
,

以半解析有限元法计算了土壤

上受任意载荷的环形基础板
.

对于双参数土壤模型上受轴对称载荷 的圆板情况
,

本文改进了

Vl
a z
ov (1 9 6 G) 〔。’的 结果

,

得到了任意轴对称载荷下环形板的解
,

与半解析有限元得出的解

相比 , 二者结果是一致的
.

二
、

基本方程及边界条件

P
.

L
.

Pa
s te rn ak 提出的双参数土壤模型可用下式表示

,

q (戈
,

g ) = k田 (%
,

夕)一 G
,
V Z功 (%

,

, )

其中 。 (二
,

功和 q (二
,

功 分别是土壤表面 的位移和所受压力
,

花

数
,

可用下列式子表示
:

(2
.

1 )
、

G , 是表征土壤特征的两个参

「H E
。

r d h(之) ] 2 ,

。 I f
“

钊
。

丽石百八一而一」
““ ,

场 = 习

H 2 0

(1 + v 。)
[h(之)〕

“d Z (2
.

2 )
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一
.

~ E
.

县甲 乙 。
= 石 一

于
_ 一

u
一 ,

九 =
气1 一

y 子夕

梦a

(1一 , 。

)

,

E
,

和 v :

分别为土壤的杨氏模量和泊桑比
,

度
,

h(习描述 田(二
,

夕
,

z) 沿深度
之
方向的变化

,

性变化或指数变化
, 即

:

h(z )= (1一刀) ; h(之)二

田 (义
,

夕
, 2 )= 切 (义

,

夕)人(2 )
.

h(之)

H 为土壤的深

一般可取为线

sh [ , (H 一 之) / R
s h〔夕万 / R 」

(2 3 )

其中刀= 刁H
,

而 , 和R为常数
.

可以说常数 k 是压应力作用下对土介质变形的
一
个量度

,

而

G ,
则是作用力对邻近单元体可传性的一个量度

,

称荷载传播率
.

对于轴对称载荷情况
,

可得位于双参数土介质上的圆板的控制方程如下
:

D V 4叨(r )一G
,
V

Z功 (r ) + 掩功 (r )= P(r ) (2
.

4 )

其中D 为板的弯曲刚度
,
P为载荷

.

对于一般载荷情况
,

采用极坐标形式
,

可得各种应变能如下
:

a) 双参数土介质 中的应变能
:

1 「2
“

f左
B
f

, , , 。、 , ,

1 。
,

。
、

_
, , _

。 、

1
, , 。

口 a

== 下 1 1 气尺L切 叹r
, 口) 」一万行

;功吸r
, 口) V

一

田气r
, 口) 砂r a r a 口

‘ J 0 J O 、 ‘ 少
(2

.

5)

b) 圆板 (可不等厚度) 中的应变能
:

U
,

一蛋
一

{::
+

一

异

{⋯{
D

{
〔、

2田‘一 “, 〕
“
一 2“一 ,

!
a么田 (r

,

8)

ar Z (
一

l
\ r

a阴 (r
,

0)
口r

口
2田 (r

,

0)

口0
2 )

一

(
1 a Z田 (r

,

0) 1

砰 一厉a o
-

一
一

产

a四 (r

口8 )
2

」}
rd rd“ ‘2

·

6 ,

c) 外载荷所作之功
:

。(一”)? (r
,

“)r“““·+

军{:
’
p ‘功‘·“”

户

!
�

有20产且.J

一一犷

一

军{:
’

“
·

‘? , ’‘r““
( 2

.

7 )

位于双参数土介质上的圆板或环板
,

其边界条件可分下列几种情况
:

i) 板边受固定支承的情况

「d 叨 飞

L功」刀= ”,

l
一

刁护」
,
二 ” ( 2

.

8 )

ii ) 板边受铰支承的情况

〔切〕, 一。
,

〔金
+
谷争

一

〕
, 一 M

。

( 2
‘

9 )

M
。

为铰支边所受力矩 的集度
,

不受力矩时为零
.

iii ) 当板自由地置于土介质上
,

而边界不受人为约束时
,
设板内位移 为 。 , ,

板的区域

外的土介质位移为功
, ,

板边界处的半径为R
,

则有
:

叨 ,

(R ) == 切 尸( R )

!令
二 +
于

一

努」
: 一、

。

〔
一 D

杀
v Z。, + G ,

争〕
: 一 G ,

「鲁〕
: + T

。

( 2
.

1 0 )

M 。
和 T 。分别为自由边所受力矩和剪力的集度

.
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三
、

有 限 元 解

由于结构是轴对称的
,
载荷非轴对称

,

因此采用半解析有限元较为合理
.

先将外载荷展

为 F o u r ie r
级数

:

q (r
,

口)二乙 。。 (r ) e o s no

力(r
,

口)二习 夕
。

(r ) e o s n o (3
.

1 )

�

!
,1
.‘....夕

M ( r
,

口)二艺M
, ( r ) e o s 0 0

则相应地
,
位移和内力也可展为同样形式的FO

盯 i e r级数
:

、.尹O‘八J
‘

了、

、les护se、/Ilwe-\
功 ( :

,

口) 二艺 二。

( r ) e o s n o ,

Q
, ( r

,

0 ) = 兄 Q ,
。

( r ) e o s , :口

M
,

( r
,

乡) “乙M
r 二 ( r ) e o s n o

,

M
。( r

,

0 ) = 云M 。
。

( r ) e o s n o
0

1

、I

护刀
从一节可得整个系统的总势能为

:

U 一“
,
+ U一 F一

杏{ {
D

{
〔v

Z。‘r
,

“, 〕
2

1一产
+

,上一r了

l
0)一一 2“一)

〔
a Z阴( r

口r 么
口阴 ( r

,

夕)

口r

口2 功 ( r

口8
2

(
1 口2叨 ( r

,

0 ) 1

r 口r口口 r Z 呱勺
“

〕}rdr do 十

封 ! {
k〔川‘r

,

“, 〕
2

1 。
, n 、 。 。 、

、
, , 。

f
2 。 , 叨‘r

, 以’v
一

川吸r
,

以’少
r a 犷a 目一J ! q ( r

,

0 )功 ( r
,

0 ) r d r d 口

一

军{:
’

, ‘(一
,

“)切 ‘

( r
‘,

“) r ‘d“+

军{
。

M
‘( r ‘

,

0 )〔“ ( r‘
,

0〕丁
‘
d o ( 3

·

3 )

既然位移和内力都沿周向展开成 F o ur i e r 级数
, 因此圆板的有限元分割只需将其划分为一个

个的同心圆环单元
.

对于在每一级谐波载荷作用下
,

单元内位移设为三次幂级数径向分布
,

即
:

叨 ( r
,

6 ) = ( a 。+ a ; r + a : r Z + a 3 r 3 ) e o s n o = 功 ( r ) e o s n o ( 3
.

4 )

以满足单元和单元之间的位移。和转角中的连续性
.

令

{d }= {切 , ,

切 , ,

切 : ,

甲: } , ( 3
.

5 )

其中(“ , ,

甲,

)和 (叨 : ,

中2
)分别为单元内外结线上的位移和转角

,

则
:

( 3
.

6 )
!

,心

l
�

0
. .通的‘3aaaa

!
、‘.纽It

、..llwe
z

r 泣

3 r

r宝

3 r

,孟2

山1r22rrQ自rg曰r11r
1.

1
11CU,In
�

厂日.

!‘
..L

一一
l

,

l
叨甲叨甲

沙

11!
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其中: :

和。:

为单元的内外半径
,

上式简记为

诬d }= 仁D A〕弋a }

这样
, 田(r )可表示如下

:

切(r )= {1
, r ,

r Z , : 3

}{ a }= {1
, r , r Z , , 3 }〔D 且〕

一

“{d }= 笼N }王d }

将上式代入总势能 (3
.

3) 式中 ,
得

:

(3
.

7 )

(3
.

8 )

‘,

r Z 万

买{
。 {

r “ ‘

雪
{“}·〔D 〕‘“, ·“·““

{{;
‘

}
r ”、、; ·〔、〕

一
“。‘·, r“·““

+ 兄 !
。

{“}, 〔N 〕丁
c o S Z”口p “r ‘’r ‘d o

协 .

一

军
,

{:“
“‘, ‘仁N 〕不, ‘一

“·“M “r‘, r ‘““

} (3
.

9 )

将上式对每个单元积分
,

则得
:

U
。 , ‘: = 2

一 ‘

{d }全〔k 3{d }一通d }, {P } (3
.

1 0 )

由静力平衡条件己U
。。 , ‘= 。, 得

:

〔k〕{d }= {夕} (3
.

1 2 )

其 中〔九〕即为单元刚度矩阵
,

{力}为单元载荷矩阵
.

由于各单元的局部坐标和整体坐标是一致的
,

所 以单刚无需进行坐标变换即可直接组装

成总刚度矩阵
.

四
、

轴 对 称 解 析 解

在第二节中巳有了位于双参数土介质上圆板的控制方程

D V
4切 (r )一 G , V

Z切 (r )+ 九叫(r )= P(r ) (2
.

4 )
’

引入无因次 量 占二r/ L 。, L
。
二冷 D 八 , 则有

:

V 奋V 毛叨一 2 : 毛V 丢。 + 叨 , PL汀刀 (4
.

1)

其中心 = G
,
L 告/ ZD

.

方程 (4
.

1) 的解
〔5 ’可分三部分之和

:

叨 = 翻 l
+ 阴 2

+ 田 ,
(4

.

2)

其中叨
, 是方程 (4

.

1) 的特解
,

视载荷形式而定
.

而叨 :和阳 2
为方程(4

.

1) 对应的齐次方程的通解
:

叨 ,
(占)二B

,
J
。

(刚 a 占) + B
o

H 毛
‘’(双 。 舀)

功 :
(占) = B

3
)
。
(斌 a 宜) + B

4

万息
2 , (M a 占)

(4 3 )

其中J。(斌 。 劫与 J
。

(斌 j 动是相应于变量斌
。 占和、/ 云

一

占的第一种零阶Be ss e l函数
,

H 护’(
入/ 云劫

与H 钾(斌 ‘幻是第一种及第二种的零阶H a n
ke l函数 (第三类B e s s e l函数)

,

而

a = 一 r乙+ i创 1一 (r {)
2 ; a “ 一 r 舌一 f斌 1一 (, 若)

“
(4

.

d )

由于切应为实函数
,

而J
。

(斌 a 豹
,
J
。
(甲 a 约

,

H 梦
) (心 “ 劫和H 铲

) (斌 J 幻 是 复变函数
,

因
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此将叨的结果表示如下
:

叨二 c : u 。(省) + c z。。(君) + c s
f
。

(君) + c ‘夕。(占) + 。 ,

其中
u 。(占) = R e J

。

(斌 a 雪)= (J
。

·

刚 a 占) + J
。

(斌 d 套)) / 2

u 。(盆)== Im J
。
(斌 a 占)= (J

。

心 a 占)一J 。(斌 。君)) / Zf

f
。
(豹 = R e

H 息
‘’(心 云劫 二 (万导

‘’(剐百占)十H 铲
’(犷 吞雪)) / 2

g 。

(占)= Im H 铲
’(心 ‘舀)= (万乞

, ’(心 a 占)一H 息
2 ’(斌 a 古))/ 2 1

由此可推出各内力如下
:

(4
.

5 )

(4
.

6 )

1 1
一 , 、 , 。 、

。
, 。 、 .

。
,

。
·

n

一 艺
。

t
C !
0

1

(“’+ C Z
“

2

(‘, + C3
0

3

(“, + C ‘e
‘

(“, -

= L
一

孟D {c工〔M
:

(雪)一 (z一 , )M
,
(雪)〕+ e :

[M
:
(君)

一 (1 一 , )M
Z
(右)」+ e 3 [M

3 (占)一 (z一 v )M
。

(咨)〕

(4
.

7 )
叨
。

r止
.

己
�

d九

+ 。‘〔M“‘卜 “一 , )厉
‘(‘)卜 I

v卜
1一 v

雪
( 4

.

8 )
、、‘
J

产

11
.J叨,月l

.

ee刁咖心d心

M
。一 L

一

‘D

王
一〔·M l (“) + ( ‘一 )“

1

( : ) : + 一〔·“‘
Z

( : )

+ ( 1 一 , )M
Z

(君)」+ c 3 [ vM
。(三) + (一

v )M
。(占) 〕

、

行
, 二 、 ,

「
_ , .

1 一 护 d 〕 、
十 c ‘Lv 丈以 认自) 十 气1 一v 厂社 ‘L自) 」一 I v V 云十

乒 J 卜
l功

矛
r

L g “ S J ,
.

( 4
.

9 )

Q
,

二 一L 一

考D 〔c
:
Q

,

(蚕) + e ZQ
Z (占) + e a

Q
3
(言) + c ‘Q ‘(占) + d V 毛功

,
/ d 套J

Q
。
二掩切 + G , (M

,

+ M
。) / 〔D ( 1 +

, )〕

式中引入下列符号
:

0 , (占) 二 u ,

(互) e o s切一 v ,

(君) s in 甲
,
口
3
“ ) = f

,

(咨) e o s沪一 9 1

馆 ) s in 切 、

8
2 (君) = 。 : (占) s i n 甲+ v ; (占) c o s华 , 0‘(雪) = f

: (占) s i n 切 + g :
(言) e o s甲 J

( 4
.

1 0 )

( 4
.

1 1 )

( 4
.

12 )

M
‘(省)一 “。 (雪) c o sZ沪一 ”。(占) s i n “甲

,

M
3 (雪) 一 f

。

(占)“。 5 2切一 g 。(占) ’in Z切飞
M

Z

(占) = u 。(雪) s in Z甲 + v 。(古) e o sZ甲
,

M
‘

(占)二 f
。(占) s i n Z切 + 夕

。(占) e o sZ沪 )
( 4

.

1 3 )

M
: (君) == 君

一 ‘

〔u
;
(占) e o s切一 u : (玄) s in 切〕

M
: (占)二占

一 ‘

〔。
,

(占) s i n 甲+ 。: (雪) 。0 5切〕

M
3
信 )二占

一 ‘

〔f
: (占) c 。s叨一夕‘(君) 5 1二切〕

M
‘

(君) = 君
一 ’[f

:
(雪) s in 中+ g ,

(雪) e o s切」

( 4
.

1 4 )

而

Q
, (占) = u ,

(君) e o s 3甲一 v , (君) s i n 3甲
,

Q
: (蚕) = u ; (宜) s in 3甲+ 。 ,

(舀) e o s 3明

Q
。

(占) = f
, (君) e o s 3切一 g , (占) s in s甲

,

Q
‘(省) = f

;
(舀) s in 3华+ g L佗 ) e o s 3切

甲 , 2 一 ‘“ r g “
,
。二一 , 言+ i护丁二

一

厌户
}
“

·

’5 ,

( 4
.

16 )
u : (宜) = R e J , (研万省) = ( J

, (斌百雪) + J
:
(M a 套) ) / 2

v , (雪) = I m J : (研 。占) == (J
,

(斌 a 君) 一 J
:
(材 a 占) ) / 2玄

f
;
(妇 = Re H 复

‘’(斌万雪) 二 (H 岌
‘’(斌

一

百君) + H 钾(双五占) ) / 2

g ;
(省) = I m H 护

, (斌 J 舀) = (万 )
‘’(创 a 占) 一万气

, ’(斌万占) ) / 2‘

对于圆环板域外土介质的位移二
, ,

其控制方程为
:

G , V 毒阴 , 一 存田 , 二 o ( o簇 r簇R ‘, ,

R
。 。 .
《r < co )

其解可表示为
:

切 , ( r )二 c o l。( a r ) + c oK
。( a r )

( 4
.

1 7 )

( 4
.

1 8 )

( 4
.

1 9 )



卢 文 达 王 蜀

式中
c 。和c 。

为待定常数
,

梦二 k/ G
, ,

I
。

和K
。

分别为第一和第二类修正的零阶B e s s e l函数
.

由于土介质为非受荷区域
,

则。
,

要满足一定的条件
:

i) 在环板外域 (R
。。《

r < co )
,

有
:

口p (co ) = 0 (4
.

2 0 )

从而得
e。二 0 ,

则
:

切 , (r )” e o

K
。

(a r ) (4
.

2 1 )

11) 在环板的内域 (o《
r《尸‘

,

) , 有。 ; (o )为有限值
,

因此 e。= o (因 K
O

(a r ) 在 0 点是奇

点)
,

则
:

功r (r )二 C ol。(a r ) (4
.

22 )

如果在环板内作用有线载荷
,

则将环板在线载荷处分为几个环板分别计算
,
再以环板间

的连续条件和边 界条件决定其待定系数
.

五
、

例 题 和 结 论

协协冲令扭父未未

考虑 3 5 0 o m
“

双曲线冷却塔的环形

基础板 (图 1) 计算
.

地基为天然地基
,

其参数为
:

弹性模量 E
.

二 6k g / m m “ ,

泊桑比
, ,

= 0
.

2 5 ,

深 H
。
= 3 m

.

环形

基 础 板 的 内径
: 二 3 4 2 7 3 m m

,

外径

R = 3 9 2 7 3 m m ,
其 厚度 为 等 厚 时

,

h= 1 7 oo m m
,

其 厚 度 为变 厚 时
:

h。
。二
= l o 0 0 m m

,

h。 :。= 4 6 0 m m
,

弹

性 模 量 E = 2 7 0 0 k g加m
Z ,

泊 桑 比

, = 0
.

3
.

所受载荷为人支柱传递给环

形基础板的离散点载荷
,

通过F o ur ie r

级数展开为环形基础板上的集中线载

荷
.

当考虑冷却塔只受自重时
,

载荷

为轴对称
,

其解析解和有限元解 (等

厚) 示于图 2 中
,

从图中可看出两者

计算出的位移切和土壤反力 Q 是一致

的
.

当考虑冷却塔同时受 自重和风载

作用时
,
则载荷是非轴对称 (1 80

’

对

称) 的, 其土壤反压力沿径向和周向

的分布 (变厚 )如图3所示
.

通过系列计

算可得如下几点结论
:
(i) 土壤的弹性

模量越大
,
则基础的位移越小

,
而反

力却大
; (i i) 土壤层的深度越深

,

则基

础位移越大 ,
但反压力则越小 ; (i ii )

双参数模型能较好地模拟上壤的静态

性质
,

且使数学上的表达较为 方便
.
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叙七护扩)

. (
e . )

一
解析解

_ _ ~ _ 有限元解

E
.

二6 kg加瓜.

二二二二= = 二~ ~ 一阅留= 二二二 。

生
、

O

二二二二二二二二二= 二 , 别~ 一一
,

3盆
.

盯口 3 9
.

2 7 m

图 2

一O

E. . 3‘g /
n : 。 ; ,

单位
, k g / 。色

岛

乏乡占

+ O

风向

图 3

本文为水电部华北电力设计院支持 的研究课题
,
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.
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