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摘 要

本文利用文【1〕的方法
,

并以旋转矩阵作为主要数学工具
,

进行一般空间7 R 机构的位移分析
,

得出和文〔2〕相同的结果
,

而推导和计算显著简化
.

文中利用旋转矩阵的性质
〔3] ,

容易得出各坐标

轴单位矢量的方向余弦的递推 公 式
,

求出这些单位矢量的标积和混合积
,

并且可以方便地导出第

六个约束方程
,

推导颇为简捷
.

此外
,

文中根据所得 16 阶行列式的特点
,

采 用先 作行 变换 再 按

L aP la c e定理展开的方法进行计算
,

使计算工作量大为减轻
.

一
、

RlJ 吕

如所周知
,

一般空间 7 R机构输出位移的 32 次代数方程 的推导
,

是空间单环机构分析最

困难的问题
,

F r e u
de ns te in 称之为

“

运动学问题的珠穆 朗玛峰
” 〔4 〕.

在文「2」中
,

基于球面和

空间多边形的理论
仁6 ’导出了该方程

,

表为16 阶行列式等于零的形式
.

该方程的推导和行列式

的计算相当繁琐
、

复杂
.

本文利用文「1 」的方法
,

并以旋转矩阵作为主要数学工具
,

进行一

般空间7 R 机构的位移分析
.

设想拆离R R R 杆组
,

列出其 5个约束方程
,

即得该机构的位移方

程组
.

为便于消去中间运动参数
,

得出最低次数的输入输出代数方程
,

还需补充一个与上述

方程线性无关的约束方程
,

其中各项对每一变量而言是其正弦
、

余弦的线性函数
.

本文利用

旋转矩阵的性质
〔“’,

容易得出各坐标轴单位矢量的方向余弦的递推公式
,

求出这些单位矢量

的标积和混合积
,

从而可以把上述约束方程写为简洁的形式
,

并且可以方便地导出第六个约

束方程
,

推导远较〔2 〕为简捷
.

从这六个方程用文〔2」的方法消去中间运动参数
,

即得输出位

移的32 次代数方程
,

结果与文〔2〕一致
.

此外
,

文中根据所得 16 阶行列式的特点
,

采用先作

行变换再按L aP la c e
定理展开的方法进行计算

,

使计算工作量大为减轻
.

图1所示为一般空间7 R 机构
,

结构参数为l。
,

h。
, a o n ,

转角为0。 (。
, n == 1

,

2
,

⋯
,

7 ) ;

其中杆劝为机架
,

口
3

为输入角
,

0
4

为输出角
.

所取坐标系S 。 (x
二 ,

如
,

布 )和s。
二
(二。

二 ,

, 二 * ,

“。 , )也示于该图中
.

本文采用文「3〕中坐标轴旋转矩阵和矢量表示式的记号
:

0 0

e o s o 一 s in o

sin o e o s乡

e o s口

sin 口

一 sin o

e o s o

.

郭仲衡推荐
.
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图

矢量 V 在坐标系S 。中的表示式或列阵V ‘叫为
:

V ‘仍’= 厂
x o

i+ V 。
。

i+ 犷
二。
k

,

或V (价’= (配
x ,
犷。

。
犷

: 。
)r

式中
,
厂、

,

V 抓
,

V 、为矢量 V 沿相应坐标轴S 。的分量
.

下面列出旋转矩阵的一些性质
〔“〕:

1
.

1奋
‘
= l

一 e ,

K万
’
== K

一 。

(1
.

1 )

2
.

(MV ;
价’)(MV 呈

, , ) == V I
, , V轰

“ ,

(1
.

2 )

3
.

(MV ;
饥 , ) x (MV受

“, )= M (V ;
“ , x V呈

“ , )

式中
,

M为若干坐标轴旋转矩阵的乘积
.

为书写简洁起见
,

约定矢量在S
,

中的表示式省略上角标 (1)

s。= sin o.
, e . = e o s o。 ; s二 。

= s in a 。 。 , e 。 。
二 e o s a 。

, ;

(1
.

3 )

即 V ‘”简写为 V ; 并记
x . == tg (夕。 / 2 )

M”一‘“
。
’“ 。 (。

一
(

一 S仍 C仍 (价 + 1 )

C仍 C 爪 (价 + 1 )

S价 (价 + 1 )

1 一 x 二
1 + x 柔

S仍 S 沉(价 + 上)

一 C 仍S 价 (协 + 1 )

C 仍 (仍 + l) ) (1
.

4 )

价仍n甘CS

显然 S价=
Z x .

1 + x 二
C 价 = (1

.

5 )

x , s 。 + e 。 = 1
, x o e 。 一 s 。= 一 x 。 (1

.

6 )

二
、

各方向余弦的递推公式

设。
, n为正整数

,

r( 二簇 n ( s 又杆1可看作杆s)
.

坐标系S
。十 l

中沿 二
。 , ; , 夕

. 十 , , z , 十 :

轴

的单位矢量1
. 、 : ,

i
。 , , ,

k
. , :

在坐标系S二中的表示式为
:
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i沈;

j沈;

(只
“j

(竹
M ,

(感
M,

)
,一呱

⋯ 。
i+ 厂。 ⋯

,

i+ 班
。 十 , ⋯ ,

k

)j
二 E O

.

⋯ ,十F 。 ⋯
。

j+ G 。 + : ⋯ ,
k (2

.

1 )

k二吮

(U 。 ⋯ 。 ,

犷。 一

)
k 一瓜

二
’

。
i十 y 。 ⋯

,

j十 Z 。
十 , 二

,

。
k

式中
,

Z 。
+ 1 ⋯

月 , 不仍 + l
。 。 。 月 )

,

(E 。 ⋯
。 ,

F 。 ⋯
。 ,

G 。 + , ⋯
,

)
,

(X 。 ⋯
, ,

Y 。 ⋯
。 ,

,

) 分别表示单位矢量i
。 十 , ,

方向余弦 )
.

下角标。⋯
。 (由m’

口。
,

0。
+ : ,

⋯
,

8
。

而言是其正弦
、

j
。 + , ,

k
, 十 ,

在坐标系S 。中沿二二 , 夕。 , 二。 轴的三个分量 (即

n之 间所有整数顺序构成的序列 ) 表示相应分量对每一变量

余弦的线性函数
.

特别地
,

当 n> 。二 1时有

月 一 1 几 一 1

i
二

= (只
M,

(2
.

2 )
J .r一 1

)
,

,

,一(只
M,

)i
,

k一(亘
, ,

)
k

容易看出
,

矩阵

U 刃 名 。 . 。 几 E 。 ⋯ ,

X 。 ⋯
,

n M , = 犷。 ⋯
。

F 。 ⋯ ,

Y 。 ⋯ 。

(2
.

3 )
J 口 . {砰二 十 ; ⋯

,

G 。 十 L⋯
,

Z 。
+ , ⋯

, )
为 由坐标系S

。 、 ;

至S 。的坐标变换矩阵
。

若m = n ,

则由式 (2
.

1) 知
:

i黔
;
== Mo i= U o i+ 犷。 j+ 邵

: 、 + , )。 k

再由式( 1
.

4) 知
:

U 。= e 。 ,
厂。= s , ,

W
(。 十 一)。 = 0

同理 E 。= 一 s o e 。‘。 , , ) ,

F 。 = e o e。 (。 十 , ) ,

G (。 + , ) 。= s。 (. 十 , )

X 。= 5 0 5 。‘。 , l) ,

Y。 == 一 e o s。‘. 十 1 ) ,

Z 。。
千 , )。 = e , ‘二 + 1 )

应当指出
,

下标 (m + 1 )m (逆序 ) 表示该分量是常数
.

(2
.

4 )

设。< 。 .

记单位矢量i
‘。 + , ) ,

在坐标系S
, + 1

的三个方向余弦为厂二
; ⋯

, ,

F三
+ l ⋯

, ,

Y戈
十 , ⋯

, 。

显然

....

、

、‘. .产

飞leseeJrjseesseJ ..‘
..J

:
。

.
,‘
L几.卜
」

、、‘产、、,产、�.,/乙扭
.

,JMn
+价吕;J

了
矛.,、厂:

十 1

一
i〔

, a 。 ( 。
一

F :
+ , ⋯

。
一 i「

,

一
十 1 )

( fl M j
( 2

.

5 )
j . tn + 1

F :
+ , ⋯一 ,l

,

一
, )

( fl M,

j 一 m + 1

.

n
因 (n

M ,

)
,一K、 , a 爪 。 十 1

(
, 一 m J . 协 + l
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将式(2
.

1) 代入上式
,

U 。

厂戈

并利用(2
.

5)

⋯ 。
== e o U 。十 I

陈 惟 荣

经变换后得以下左递推公式
:

l
、

l

几

⋯ ,
一 s 。犷票

+ , ⋯ ,

⋯
,

= e (。 _ 1 )。犷二 ⋯ ,

一 s (。 _ l)二
W

。 +

一
,

犷。 ⋯ 。
二 s o U 二 十 ; ⋯

。

+ c 。犷熏
十 1 ⋯

,

W
。 ⋯ ,

= s (。 _ l)。 V 二 ⋯ 。
+ e ‘。一 )。

W
二 + a⋯

(2
.

6 )

应当指出
,

上面第二式当m = n 时仍成立
.

将式(2
.

6) 按顺序

U V 不犷

产 飞
,

产 飞
,

产 飞

X 令 E Y 令 F Z 今 G

作轮换
,

即得另两组左递推公式
:

E 。 ⋯ 。
= 。。 E 。 十 1 ⋯ ,

一 s o F盖
十 , ⋯ ,

F 盖⋯
,
= e (。 _ , 。。F 。 ⋯ 。

一 s (。 _ , )。 G 。 十 1 ⋯ 。

F 。 ⋯ ,

= s二E 。 + 1 ⋯
,

+ c o F盖
十 : ⋯

。

G 二⋯ 。
= s (fn _ , )。F fn ⋯ ,

+ e (。 一 , )。G 。 十 : ⋯ ,

X 。 ⋯ 。
== 。。X 。十 : ⋯ 。

一 s o y盖
十 ; ⋯ ,

Y盖⋯
。

= 。(。 _ 1 )。 Y fn ⋯
,

一 s(。 一 ; )。 Z。
十 , ⋯ 。

Y 二⋯
,

= s o X 。 + , ⋯ ,

+ 。二 Y盖
+ , ⋯ ,

Z 二 ⋯ ,

二 s (, 一 , )。Y 二 ⋯ ,

+ e (二 一 l )。 Z 。 、 l ⋯ ,

由式(2
.

6 )~ (2
.

8 )和(2
.

4 )知
:

犷盖 = e (。 一 , ) , s。

F盖 = e (, _ : )。 e , (。 十 : 。e 。 一 s (。 一 , )。 s。 (。 + , ,

Y盖 = 一 e (。 一 , )。 s二 。。 + , )e 。一 s(。 一 : , 。e 。(。 十 : )

(2
.

7 )
!

‘

厂Jl|seee.

(2
.

8 )

{ (2
.

9 )

址少
一

吵
, 、

。 二 。
,

一
、 一 :

一
、

飞
(2

.

1 0 )

又 (llfn
M ,

)卜 (订
M ,

)(
M

·

k’

了一 价

将式 (2
.

3) 代入上式
,

得以下右递推公式
:

X 。 ⋯ 。
= s 。 (。 十 1 ) (U 。 ⋯

, 一 1 5 。一 E 。 ⋯
ff 一 1

Y 。 ⋯ 。
= s , (。十 : , (F 。 ⋯ , _ 声二

一F fn

Z 。 ⋯ 。
= s 。(, 十 , ) (牙

。 ⋯ , _ , s。一 G 。

。 _ 工e ,

)+ e : (。十 l)X 。 ⋯

。 _ ; e ,

)+ e 。 ‘, 十 , )Y 。 ⋯
几一 1 { (2

.

1 1 )

⋯ 。 _ le ,

)+ e , 。, 十 1 , Z 。 ⋯
, 一

、

l
、月1.. .J

同理
,

可得另两组右递推公式
:

U 。 ⋯ 。
= U 。 ⋯ , _ Ic ,

+ E 。 ⋯
, 一声。

厂 。 ⋯ 。
二 犷。

.

⋯
_ ; c 。

+ F 。 ⋯
, 一 , s二

W
。 ⋯ ,

= W
。 ⋯ 。 _ 一e 。

+ G o
. ‘

一
; s。

(2
.

1 2 )
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E 。 ⋯ 。
== e ” (, 十 , )(一 U 。 ⋯ 。 _ 1 5 。 + E 。 ⋯ , 一 le ,

) + s。 (。 * 1 , X 。 ⋯
, 一 ,

F 。 ⋯ ,

= e 。(”十 : )(一 厂。 ⋯ 。一 1 5 。 + F 。 ⋯ 。一 le 。

) + s , (。 , 1 ) Y。 ⋯
, 一 1

G . ⋯ 。
= e , (, 十 1 ) (一 W

。 ⋯
二 _ ; s 。

+ G 。 ⋯ 二 _ : e ,

) + s。 (, 十 1 )

瓜 ⋯ , _ l } (2
.

1 3 )

利用左递推公式 (2
.

7) ~ (2
.

9 )
,

可 以把下标序列左边的变量人分离出来
;
而利用右递推

公式 (2
.

1 1) 一 (2
.

13 )
,

可以把右边的变量氏分离出来
.

三
、

各坐标轴单位矢量的标积和混合积

设 1《。< n
( 8

.

由旋转矩阵的性质 (1
.

2)
,

容易求出两坐标轴单位矢量的标积
:

飞les‘J

:
皿.

、
、..了了i, ,一l(红

‘
M,

)
,

」l(冥
M,

)
i

」
一 ,

〔(n
M ,

故

同理

10 1
。
= U 。 ⋯ 。 一 ,

io k
。
= X 。 ⋯ 。 一 工

k o i
.

= 砰
。 , 2

. .

一
l

k o k
。
= Z 。

, ,
. .

一
,

当n = m 十 1时有

(3
.

1 )

特别地
,

{
“

{
““

少 冷
‘

货
,

、

}
一、仍

.

价 + 1 一一 . ,
. 、仍

. 、 价 + l

—
, 饥 仁仍 + 1 ,

设l< m < n .

各坐标轴单位矢量的混合积为

(3
.

2 )

‘k。
,

k : ,

k
·

, 一
((汀

, ,

)
k

,

(彝
, ,

)
k

,

(豆
, ,

)
k

)

根据旋转矩阵的性质 (1
.

2)
、

(1
.

3)
,

用 n M了
‘

左 乘 混合积中每一因子其 值不 变
,

于 是
了一 沉 一 1

得
:

·

n‘k 。
,

k : ,

k
·

, 一

(
k

,

(
J . 侨 ~ 1

M; 1

)
k

,

(订
M ,

)
k

)

而由旋转矩阵的正交性及式 (2
.

3) 知
:

_ /U : ⋯ , 犷: ⋯ 。
W 卜 , ⋯砍

分
’

~ J 一 、苍畏
’
~ ,

/
一

l一
‘ ~

·

,

“
“

·

“ 一 ‘+ , “
·

, 矛
、
“

‘ 。。 。 刃 弓 占 ‘ 。。 。

仍 ~
‘十 l

。 . 。

价 ,

kl
,

k
,

)= 砰
: 十 1 ⋯ 。 _ IY 。 ⋯ , 一 1一G : + l⋯ 。 一 ;

X 。 ⋯ 。一 ,

(3
.

3 )

k : ,

k
·

, 一
(
i

,

(

价仍(k(i

j . 价一 1

M; 1

)
k

,

(豆
M,

)
k
)

·

n

故又

= 吞‘+ 1 ⋯ 。 _ 12 二
十 1 ⋯ 。_ l一Z ‘+ 1⋯ 。 一 ly。 ⋯

: 一 1
(3

.

4 )

(1.
,

k 一
,

k
一

)= 一 i
, k

.
= 一 j!(亘

M ,

)
k
卜一Y . ⋯ 。一 :

(3
.

5 )
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十价
G一一

刁卫..月」、、.户
尹

‘

JM

1r..L仍
Z‘.、r.胜

l

se�

( i , ,

k , ,

k
:

) = k o
i

,

二 k 。 , . 月 一 1 ( 3
.

6 )

设 1< m < n < 6
.

记

L盖爪乎;= ( 10 x k : ) ( i
。 x k

。

)
,

M轰吸,息二 ( 10 x k
,

) ( k
, x k。)

N玉吧言二 ( k o x k
,

) ( i
, x k

。

)
,

H 是伙,孟= ( k o x k
l ) ( k , 火 k。)

( 3
.

7 )

侧甲g= n则
J一 价一 1

M :
1

)
k

」l(红
MJ

)(
i ·

(丘
, ,

)
k
){

扮

了‘‘、

X

一

l
、

ee�

= Z 。⋯ 。 _ ,

( F 。 ⋯ , 一 : Z , + , ⋯ 。
一y 。 ⋯ , 一 ;Y 。⋯ 。)

一 G Z⋯ , _

l( G 。 + 1 ⋯ 卜 12 、 , ⋯ 。
一 Z 。

十 , 二 , _ IY
, ⋯ 。) (3

.

8 )

同理 M 界儿= Z : ⋯ 。 _ ,

( 犷。 ⋯
。 一 :Y , ⋯ 。

一 F . ⋯ 。 一 ,

X
, ⋯ 。)

一 G : ⋯ 。 _

l( 不
。 * 、⋯ 卜

:
Y

。⋯ 。
一 G 。

, 1 ⋯ 。 一 、X
二⋯ 。) (3

.

9)

N 拌代二 ‘
: ⋯ 二 _ ; (E 。 ⋯ , _ : Z ” 十 , ⋯ 。

一X 。⋯
, 一 :Y , ⋯ 。 )

一砰
: ⋯ 。一

l( F . ⋯ 卜
12 、 , ⋯ 。

一y 。 ⋯ 卜 ly , ⋯ 6
) (3

.

10)

H 五份孟= G
: ⋯ 。 _ ; (U . ⋯ 。_ ;Y

, ⋯ 。
一E 。 ⋯ 。 一 :

X
。 ⋯ 。 )

一班
2 ⋯ 。 一 : ( 犷。⋯ 卜

I
Y

, ⋯ 。
一F 。 ⋯ , 一 I

X
。 ⋯ 。 ) (3

.

n )

式 ( 3
.

3) ~ ( 3
.

1 1) 中每一项各因子的下角标不重复出现
,

因此
,

它们对每一变量夕
, (j = 2

,

3
,

4
,

5) 而言是其正弦
、

余弦的线性函数
.

四
、

一般 7 R 机构的位移方程组

在图1所示 7 R 机构中
,

设想拆离R R R 杆组 (杆1和 7)

移方程组 ‘” :

R , : a 6
k l = R , 1 5 :

k
。

R ‘
: a ‘k。== R , , , 了k

。

( R , , a 。 ,

k z ,

k 。) = ( R , 1。 : ,

k
: ,

k
。)

k
一
k。= k o k

:

( R , : a 。)
“
= ( R , , a 了) “

列出其约束方程
,

即得机构的位

( 4
.

1 )

( 4
.

2 )

( 4
.

3 )

( 4
.

4 )

( 4
.

5 )

式中 R , : , 。

= 乙 10 1。 + 兄 ho k。 ( 4
.

6 )
仍 一 2 仍 一 2

R
, , : 7

” 一乙 10 1。 一乙 h, k . ( 4
.

7 )
仍 一 7 仍 一 6

利用式 ( 4
.

6 )
、

( 4
.

7 )
、

( 3
.

1 )~ ( 3
.

6 )
、

( 2
.

4 )和 ( 2
.

1 0 )
,

可将式 ( 4
.

1 ) ~ ( 4
,

5 )化为
:

Q
,
== s ; : (h

. s o 7 e , 一 l声 ? ) ( 4
.

1 ) ‘

Q
:
= 5 0 7 (h

, 5 7 ; e 了一 l
工s ? ) ( 4

.

2 )
‘

Q
3
= K

‘e ,
一h

, s。: s、; s : ( 4
.

3 )
‘

Z : ⋯ 。
= K

。
一 5 0 7 5 7 , e 7

( 4
.

4 ) 产

Q
一= K

? e 了+ K
as , ( 4

.

5 )
‘
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式中 Q
,
= 乙 l。 评

: ⋯ fn 一 , 十

价 一 3

乙 h。 2
2

一
, + K

l二X 。 ⋯ 。+ 乙 h二 z
。 十 : ⋯ 。十 K

Z

仍 ‘ 么

瓜(‘
2 ⋯ 。 一 1

2 二 十 : ⋯ 。
一 2

2 ⋯ 。 一 l
y , ⋯ 。

) + 又 h。 (W
: ⋯ 。 一 ,

V 。 ⋯ 。

m . 3

一 G
: ⋯ 。 _ ,

X 。 ⋯ 。
) + 12 (s , 2

2
3 4。
一 e l Z

y
: ⋯ 。

)

+ l
。
(e。。G

2 3‘
一 Z

Zo 4 Y
。
) + loG

: ⋯ 。
一 h

Z s , :

X
Z ⋯ 。

一K
3

乙 韶
·

U 价
.

”
一

‘ + 云 lo h
:

X 。 ⋯ , 一 l

月 一 仍 + 1 月 . 爪 + 1

乙 h。h
,

Z 。
十 ,

一
,
+ K

.

3

乙
十

仍 一 2 ” 一 协 + 2...mp
+ 乙 ho l

。

不
。 + :

刀 . 饥 + 2

(4
.

8 )

K
;
= h

oe 。了e : : + h
? e 7 , + 人

, + h
Ze lZ

K
Z
= h

oe 。。+ h
。 + h

7 e 。, + h
, e 。? e 7 ;

K
。
= l

; s。了e 7 , + 1
le 。7 5 ? ;

K
‘
= l

? e 。: 5 7 , + l
土s。: e , , ,

K
。
二 e 。, e : 1

K
。
一

(主
此·

主
‘; 一

主
‘; 一

烹
。:
)/

2

+ 乙 h , h、
十 , e 二 二 + ,

一 乙 ho h。
十 le 。 : 。 + : )一 h

6
h

; e 。7 e 了l

m . 2 m . 6

K
:
= l

了
l

,
一h

o
h

, s a 7 s , : ,

K
S
= ho l

: s。, + I
?
h

ls 7 ;

K
‘

(i = 1
,

2
,

⋯ ) 是常数 ; 容易看出
,

Q ‘是 s , , c , (i 二 2
,

3
,

4
,

5) 的线性函数
.

下面

的推导表明
,

Q
4
Z

Z ⋯ 。
一Q IQ

:

也是 s , , c , 的线性函数
.

因此
,

可 以简捷地导出另 一 与 方程

(4
.

1 )
‘

~ (4
.

5 )
尹

线性无关的约束方程
.

将式(4
.

4 )
‘

和(4
.

5 )
‘

的两边相乘
,

得
:

乙 乙 I。l
。

(i。 i
,

) (k
:
k
。
) + 乙 {乙 lo h

,

(io k
,

)(k
:
k
。
)

仍 . 2 ” 一 仍 + 1 仍 . 2 ” . 协 + l

+ 杀
1

‘ 甲口 . .‘

n = 仍 + 2

人桃 l
。

(k o i
,

) (k
,
k
。
)」+ 乙 乙 ho h

。

(k o k
。

)(k
工
k

6
)

m , 2 ” = 爪 + 2

+ K
o
Z

Z ⋯ 。
= (K

7 e 7 + K
as 了) (K

S
一 5 0 7 5 了, e 7

) (4
.

9 )

再将式(4
.

1 )
‘

和(4
.

2)
‘

的两边相乘
,

并把左边 s , , 。 , 的线性函数分离出来
,

经整理后得
:

乙 乙 l。l
。

(io k
。
) (k

;
i

,

) + 乙
爪 一 艺 那 . ” + ! 价 一 2

[ 兄 l。h
。
(i。k 。)(k , k

,
)

砰一 价 + 1
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+ 乙 ho l
:

(ko k
。

) (k
,
i

,

) + 兄 E h二八
,

(k o k。)(k
,
k
。
)+ Q

。

介一 爪 + 2 爪 一 Z n 一 m + 2

= s。, s ? l (ho s o 7 e , 一 1
7 5 7

) (h
: s ; le ?

一 I一s ? ) (4
.

1 0 )

式中
口

6
一

文向
:

(
lfnw

Z

一
尤一

+ “二zz. 一
尤一

’

+ 乙 h
,

(l 。牙
2 ⋯ 。 一 1

2
, + , ⋯ 。+ 嵘 2

2
,

二

介 一 饥 一 1

。 _ ,

z
, 十 1 ⋯ 。

)

〕
+ K

L

Q : + K Z(Q
I
一K

,

)

然后将式 (4
.

9) 和 (4
.

10 )的两边相减
,

并利用拉格朗日恒等式

(10 1
,

)(k
,
k。)一 (io k。)(k

,
i
。

)= (i。 只 k
:

) (i
。 x k

。

)

(4
.

1 1 )

和式(3
.

7 )
,

经变换后得
:

Q
。
二K 。(K

? e : + K s s ,
) (4

.

1 2 )

口
。
= 乙 兄 乙 lo h

,

M轰爪乎丢+ E ho l
,

N盖爪乎孟
饥 一 2 ” , 协 + 1

‘。‘
·
L“性,‘+

点〔介 . 爪 + 1 n . 价 + 2

+ E E h。h
。

万互吸乎言+ K o Z
Z ⋯ 。

一Q
。 + l

:
l
; s。? s ? ,

(4
.

1 3 )
仍 . 2 月 一价 + 2

.

1 2) 就是所寻求的第六个约束方程
.

五
、

一般 7 R 机构的输入输出方程

用文 [Z j的方法从方程组 (4
.

1 )
‘

~ (4
.

5 )
‘ 、

(4
.

1 2 )消去变量0
: ,

0
2

和0
。,

即得输入输出方

程
.

先从(4
.

4 )
尸

和(4
.

1 )
产

中解出
e 7

和 s , ,

得
:

、,
户、

,
子、.声、、产9自OJJ任尸勺

.

⋯
比J工从Jl廿尸a

J

‘
、矛.、了气
沙、

‘、

e 7 == (K 。一 Z 。⋯ 。

) / (
s。7 5 7 ; )

, 5 7 == [h。(K
。
一 Z : ⋯ 。

)一Q
,

」/ (l
? 5 7 ,

)

再将以上两式代入式 (4
.

2 )
‘ 、

(4
.

3 )
‘ 、

(4
.

5 )
‘

和 (4
.

1 2 )
,

经整理后得
:

Q
Z
二K

, 。

(K
S
一 Z

: ⋯ 5

) + K
o

Q
I

Q 3 = K
, :

(K
。
一 Z

: ⋯ 。

)+ K
, ,

Q
,

(5
.

1 )

式中

Q
4
= K

: ;
(K

。
一 2

2 ⋯ 。

)一K
, 3

Q
,

Q
。
二K

。

[K
; ‘
(K

S
一 Z

: ⋯ 。

)一 K
, 3

Q
I

〕

K
。
= l

工s。:

/ (1
7 5 , l

)
,

K
, 。
二h

l
一K

。
h
。

K
: ,
= h

7 s a?

/ 1
7 ,

K
, 3 = h

,
+ K

o
h
。

K
, 2
二 1

7 e 。?

/
s。了+ l

, e , ,

/
5 7 ,
一 h

o

K
, l

K
, ‘
= 1

7
1
:

/ (
S 。7 5 : l ) + K gh老

(5
.

6 )

为从方程组 (5
.

2) ~ (5
.

5) 中消去变量氏
,

0
。 ,

可利用前述递推公式 将 氏
,

再按式(1
.

5 )
,

用 x Z , x 。
代替0

2 ,

口。
,

即得以下代数方程组
:

(a ‘x 苍+ b ‘x 。+ c ‘) x ; + (d ‘x {+ e ‘x 。+ f
‘) x :

+ (g ‘x ; + h ‘x
。
+ j。) = (

式中
,

‘= z
,

2
,

3
,

4 ;
系数(a ‘

,

b‘
,

⋯
,

j
‘)是

x 。,
x 4的二次函数

·

0
。

分离出来
,

(5
.

7 )
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将上面四个方程分别乘以
x Z , x 。

和丸 x 6 ,

连同 (5
.

7) 共有 16 个方程
,

从中消去含
x Z

和 x 6

的

1 5个未知量
, X 。 ,

x ,
)

,

即得
x ‘

的 3 2 次代数方程
〔“’:

升介叭
·

八O J‘ 0 0 h‘ 0 o c ‘
f
‘ a : b ‘ d ‘

.
..古.仑gb ‘ e ‘

d ‘ e ‘

o人
A l。

g ‘

0

0 0
a ‘ d ‘

力o

功爪o

0 0

a ‘ b‘

b ‘ c ‘
0 0 g ‘ 0 o e ,

f
‘ h‘

0成

八UnC
六引钊

刘000山(x一一

(i= l
,

2
,

3
,

4 ) (5
.

8 )

16 阶行列式八
, 。
中

,

第 1 ~ 12 列有一半或更多元素为零
.

为减轻计算工作量
,

可根据这一

特点采用以下方法计算A
; 。.

先对该行列式作行变换
,

使第1~ 4列 中除
a ‘, c 4 ,

9 4 ,

j
‘

外其余

元素均为零
; 然后应用L aP la o e

定理
〔”’
将它按 1~ 4列展开

,

得
:

A
I。
= a ‘c 4 g ‘

j
‘
A , : (5

.

9 )

儿Al成式2)耘击漪漪
1.人人人人式中 A * 2 0 0

A z Z A : 3 A :‘

A , s A , ‘ A
。;

A z ?

0 0 0 月。 。 月。 ‘
刁。 。

O A
: 3

A
二‘ 0 O A

, 。

; [ = 4
,

5
,

6 ; m 二 7
,

s
,

9 ; n

再作 以下行变换
,

使八
: 2的 1~ 4列中除1

、

2
、

7
、

8行的元素外其余元素均为零
.

为 使 第 f 行

“== 3 ~ 6 ) 第 3
、

4列的元素为零
,

可用E ‘
乘第 1行

、

F ‘
乘第 2行

,

然后和第i(i== 3
,

4
,

5
,

6 )

行相加 ; 其中

E ‘= 一 (A
‘; A

: 2
一 A

Z ;
A ‘2 ) / D

,

D == A
; : A

2 2一 A
, Z
A

Z I ,

F ‘= 一 (A
, :
A ‘: 一月‘,

A
, 2

) / D

(5
.

10 )

同理
,

为使第了行 (]’= 9
,

10
,

n
,

12 )第1
、

2列的元素为零
,

可用E ,
乘第7行

,

F ,
乘第8行

,

然后和第了行相加
;
其中E , ,

F j
可在式 (5

.

1 0) 中将行号1
、

2
、

宕分别改为7
、

8
、

j得出
.

然后再应用LaP la c e
定理按1 ~ 4列展开

,

得△
, 2

A
x :

A
1 1

“工2

日
“

7 ! “
7 2

A
Z ;

A
Z :

1 IA
a :

A
s:

!B
。 :
l (5

.

1 1 )

式中
,

k
,

l= 1 ~ 8 ;
{B

* ‘
}为8阶行列式

,

其中第 1
、

2列可 由八
, 2

的第 5
、

6列划去第 1
、

2
、

7
、

8 行

得出
.

行列式 }B
* ‘
}也可用上述方法经行变换后再展开

,

于是问题归结为一个四阶行列 式 的计

算
.

用本文的方法计算△
; 。,

较之文〔幻的方法工作量大为减轻
.

对于给定的输入角0
3
(一 二( 0

3

( 的
,

由方程 (5
.

8) 可解出相应的输出角0
‘ .

对于每一 0
3

及

相应的人值
,

可以求出各系数 (a
‘,

b
‘,

⋯
,

j‘)之值
.

于是
, x 6

和朴之值可用文 〔2] 的方法求

出
. x 7可 由式 (5

.

1) 求出
.

用 x 了

乘其中第二式
,

然后和第一式相加
,

再利用式 (1
.

6)
,

即

得
:

X 7 ==
l
:

[ s , , 一 (K
。
一 Z : ⋯ 。

)/
s。, 〕

.

h
。

(K 。一Z : ⋯ 。
)一Q

, (5
.

1 2 )

下面求
x 。记 x ; .

记E为单位矩阵
,

则

n M, 二 E

夕一 二
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故 , ·,
了
k一

(燕
M、

1

)
k

即 X 扣 + y o i十 Z水一砰
2 ⋯ 5

1+ G
Z ⋯ 。

i+ Z
, ⋯ s

k

令 J:. 式两边i
,

i的系数相等
,

并利用递推公式(2
.

幻
,

得
:

X
? c 。一Y誉s

。
二研

: ⋯ 。

X
? s。+ Y扣

。
一 G

: ⋯ 。

用 x 。乘式 (5
.

1 4 )
,

然后和(5
.

13 )相加
,

并利用式(1
.

6 )
,

即得
:

x 。二 (X
,
一附

: ⋯ 。
) / (Y 曹+ ‘

: ⋯ 。
)

(5
.

1 3 )

(5
.

1 4 )

(5
.

1 5 )

M

6

nj-1同理
,

由 卜 (丘
M弓

’

)
k

x ,
= (X

: ⋯ 。
一W

7
)/ (y 誉⋯

。
+ G

,

) (5
.

1 6 )

[ 3 〕

[ 4 〕
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