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摘 要

含裂纹的圆柱体弯曲的研究有十分重要的意义
.

文献【门~ 〔4〕研究过含径向裂纹或裂纹系的

情形
,

〔5〕研究过有同心圆 弧 裂纹的圆柱体的弯曲
.

本文继续〔6 1对内部出现在任意位置的直线裂

纹的圆柱体在力与裂纹垂直时的弯曲问题
,

用弹性理论复变函数方法进行了讨论 ; 得到了位移
、

应

力和应力强度因子用级数表示的表达式 ; 对A h小的这种 弯曲问题的应力强度因子给出了好的近似

式
,

分析了它们随裂纹中心的变化规律
.

最后对裂纹的一个尖端在 原点的径向裂纹圆柱体的扭转

率和弯曲中心进行了计算
,

其结果与【月几乎完全相同
.

一
、

复 弯 曲 函 数

研究一实心等截面圆柱体
,

长为 l
,

半径为R
,

内有一纵向穿透 的直线裂纹A B 二2a (图 1 ,

是其右

视图)
,

圆柱体左端以 某种方式被支承着
,

右端面

上作用有面力
,

静力相当于一集中力尸
,

作用在端

面 中心
,

作用线与裂纹垂直
,

‘

在圆柱体的侧表面和

内部裂纹面上没有力的作用
,

且体积力忽略不计
.

于是圆柱体发生弯曲
,

通常还伴有扭转
.

坐标原点取在圆柱体左端面中心
,

轴 二 与裂纹

A B 平行
,

轴,
一

与之垂直
,

轴 : 则沿着圆柱体中心轴

线而指向右
.

此时取如下的应力分量
:
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则由弹性理论纂本方程不难得到其余的应力分量和

位移分量
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其中J
.

为截面对通过其中心并平行于轴
二 的惯性矩

, 拼为剪切模量
,

E 为杨氏模量
, a为泊松

比
,
占为扭转率

, 甲为所研究的圆柱体承受扭转时的扭曲函数
‘“’,

功为待求的单值调和函数
,

并称为弯曲函数
.
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3) 中还略去了刚性位移
.

今取复变量Z 二二十勿 的解析函数 G (Z )= 功+ 砂
l ,
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这里
,

F (Z )为复扭曲函数
,

L
,

是裂纹所构成的内边界
,

L
Z

是圆柱体的外边界
, t 为边界L

、

上

的点
,

G (t )是复弯 曲函数G (Z )在岛上的边界值
, c 。

为常量
,

且在每个L
。

上有不同的值
,

但

其中之一可以任意选取
.

今取
c Z

= 0
.

裂纹中心O
;

的复座标为 Z
。
一 二。+ 勿

。 .

令 Z = Z
。十Z

王, t = Z
。+ t , ,

于是边界条件 (1
.

6) 就

写为

G (t ,
)一 G (t

l
) = 2 17

’ *

(t
,
) + 2‘c 。 ,

(在L 。上
,

k = 1 , 2 ) (1
.

8 )

其中 G (t
;
)二 G (t

, + 2
.
)

,
T 。(t

,
)二 T * (t l + Z

。
)

.

在L
:

上令

G (t
,
)+ G (t

,
)二 ZP (t

,
) (1

.

9 )

其中尸 (t
,
)是一确定的未知函数

,

然后取如下的函数

N ‘2
1

, 一 G ‘2
1

, 一 2

二
‘

{
: 2

厂竺咨
,
“‘

/
一
认

(2
1 + Z

。
,
“
一 3

+sz
“ ‘R

Z
‘2

1 + Z
。

, 一‘一

(1
.

1 0 )

此函数在L 。(秃二 1
、

2) 所围成的域 S内解析
,

并可解析开拓到L
Z

以外

万(2
1
)

一
2

二
‘

兄
2

樱
!

dtl+
3 日

产
Z

{:4z0

t s 〕,

在L
:

以外有

R
.

+
一

宫(Z
, + Z0 )a (1

.

1 1 )

且当2
1

、 , 时
,

N (Z
;
)、 0

.



含裂纹的圆柱体的弯曲 1 0 1 7

在 (1
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,

再把 (1
.

1 0 )代入
,
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,

作为近似只取有限项
,

项数多少的选取
,

将根据所研究的问题所需满足的近似
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.
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这里及以后
,

记号C 二表示从
r 个元素中每次取 j个元素的组合数

,

若遇到 j> : , j为分数
、

负数时
,

都令 C票二 o ,

而且还令c g = 1 .
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、
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。
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三
、

横向弯曲应力强度因子
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尸
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Z
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于是点 A
、

B 的横向弯曲应力强度因子
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(3
.

4 )

K
。
一 1im H

刀(P
,

a ) =
尸今 0

尸

2 (1 + a )J
:

S

少
。

屠
‘一 ‘’

“ ‘ ’‘“‘“
。“· + “

‘’

从而点A
、

B 的弯曲应力强度因子和伴随扭转应力强度因子可以分别写为
〔“」

K 灯 -

K 盯 ~

j
,

2 (1 + J )J
二

尸

2 (1 + a )J
二

I v二
. , ,

一 _

夕
.

不闷e l

心 a

汀

1 、 二 , , 、 。 + 灯 人。 ,
/ 一

之司 又一 1 )”
‘

劣尺e 玉

材 G 无= l

(3
.

5 )

和

、....L
.../..J

�

K
A ‘
一

K
B :

~

1〕

2 ( 1 十 a )J
:

占
。

材
乙 认“、

口 七 . 1

( 3
.

6 )

尸

2 ( 1 + a ) J
二

占
。

刚
乙 ( 一 1 )

士“‘k e 、

G 七 = 1

通常 {乙
。

}/ R 比较小
,

所 以伴随扭转应力强度因子的绝对值 比弯曲应力强度因子的绝对值小不

少

考虑到 ( 1
.

15 ) ,

弯曲应力强度因子就写为

、产曰了9刁了.、

、‘.,L
Z

!
K AI 二

K 盯 -

尸

2 ( 1 十J ) J
:

j

乙 ( C {
+ : ,

c 仁匀d人
: , + c 孟

十 : ,

C孟二易d z’+
2 , )乙0,l’’

2寸

尸

2 ( 1 二 仃 )J
二

2 丫
,

/ _ ‘~ 曰

叼 u j 一 0 , l

⋯
匕 (侧

+ : ,

口瑞d 厂
一

卜: ,

一 C孟
、 : ,

C打几d人
2 , )

其中 d f还可写为

认R
3 f

_
.

_ _ 、 .
、

. 。
, _ 、

.

_
. 。 。 _ ~ 。

,

、
a ; 一 4五

, ,

飞L一
“( 3 + Z a ’+ 4 {刀}

“

一“( ‘+ “J ’l卢l
‘ C o s Z日J + 了 ‘2 + ’ ‘。

全

d f二 {
2 ( ‘一 Za ) .、:一

s“+ T
Z 工+ T

2 3

} { ( 3
.

8 )
ih

么
R

3

4 L
: 2

、

!
夕‘.
...产

、

、,了

S

fh
3
R

3

4L
3 3 {普

(‘一 Za , + T
3 1 + 丁

3 2

}
( 3

.

9 )
fh

七
R

3

4乙* 。
( T * , + T 。: + T

。 3
) (寿= 4

,

5



尹 昌 言 祖 承 德

T
。 ,

~ 一 (3 + Za + 3 1刀}
z e o s 20 )I、

:
一 [ (3 + 2“ )一 4 1刀!

“

一 (1一 4。 ) I刀}
z e o sZ口〕匕 I

。, A乍
;

j . l

一 3‘一 + (5 一‘· ,

馨
‘一 A梦

2

」
,刀,

。。 5“

(k= 2
,

3
,

⋯
, 召)

(k一 z
,

3
,

⋯
,

s ,

但k今 2 )

4一一
O自舌10T

吕

丁

一
‘希

3 + 5
几
‘口

万
‘一 A乍

3
‘“一 ‘

,

2
,

一
但“钾 3 ’ {

(3

一

这里口为通过裂纹中心之半径与轴 ‘ 间之交角
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若
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3) 根据以上分析
,

还可得知
,

对于A h小的裂纹体
,

若 (Ah)
乞

甚小
,

与 1 相比 ,
可以略

去
,

则当裂纹中心位于包含圆柱体中心在内的一微小面积之内时
,

弯曲应力强度 因 子 有如

(3
.

1 2) 所示之最大值
·

为了提高 (3
.

n ) 的精确程度
, 可在 (3

.
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‘

以 上的项
,
便得到下面的近似

式
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四
、

弯扭联合作用的情形

如圆柱体右端面
_

L作用的面力
,

静力等于沿着 轴 夕之正方向的力尸
,

和一逆时针方向的

力矩M
,

这时只需用
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.

1 )
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一
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则圆柱体中间部分将发生弯曲
,

但无扭转
,

此时外加载荷之合力通过弯曲中心
。

最后
,

我们对半径R = so o m m ,

裂纹中心座标、。
二 s o m m

, g 。
= 0 ,

长 Z a “ 1 0 o m m 的含径

向裂纹的圆柱体计算 了 扭 转 率 和 弯曲 中 心
,

并 得 到 d二 8
.
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这两组结果几乎是一样的
.

仁注意[ 1」中式(1 0
.

9 )

印少了一因子们 〕

我们还用式 (3
.

7 )
、

(3
.

1 1) 和 (3
.

16 )大量地计算了应力强度因子
.

计算结果表明
:

1) 在不少情况下
,

只要 (班h)
“

适 当小一点
,

不需甚小
,

计算应力强度因 子 的 近 似 式

(3
.

1 1) 也能给出较好的近似
;

2) 位于圆柱体内部且不靠近其边界的中
、

小裂纹
、

譬如 在 h( 0
.

05 ,
}侧 < 0

.

8 和 h二

0
.

1
,

】刀j< 0
.

6等范围内
,

用近似式 (3
.

1 6) 计算的应力强度因子与由精确式(3
.

7) 计算之值比

较
,

误差小于或远小于 1肠
,

从而 (3
.

1 6 )很大地提高了其精确程度
.
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