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摘 要

文献〔门在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是口的函数的条件下
,

利用平衡方程
、

应力应变

率关系
、

相容方程和屈服条件导出了平面应变和反平面应变复合型裂纹尖端的理想塑性应力 场 的

一般解析表达式
.

但文献〔1 〕对应力应变率关系式中的比例因子 久(
: ,

6) 作了很多限制
,

即假定几

与e无关
,

并假定 久= 。或 cr
一 1

.

本文取消了对 入的这些限制
.

而文献【I 〕所研究的 只= 此
”

(“二。或

一 1) 的情形
,

只是本文的一个特殊情况
.

一
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不习

文献 [ 1 〕在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 0 的函数的条件下
,

利用平衡方程
、

应

力应变率关系
、

相容方程和屈服条件
,

导出了平面应变和反平面应变复合型裂纹尖端的理想

塑性应力场的一 般解析表达式
.

在此基础上可以得到 I 型
、

I 型
、

l 型
、

I
一

I
、

I
一

I
、

I

一

不及 I
一

I
一

皿复合型的裂纹的尖端的理想塑性应力场
.

这种方法十分简便
.

但是
,

该 文 对

应力应变率关系中的比例因子 只(: ,

0) 作了很多限制
.

我们认为没有这种必要
.

取 消 这 些 限

制
,

仍然可以得到平面应变和反平面应变复合型裂纹尖端的理想塑性应力场的一般解析表达

式
.

二
、

基 本 方 程

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 口的函数的条件下
,

理想塑性平面应变和反平面

应变复合型裂纹问题在极坐标 (r
,

0) 中的基本方程为
〔”

平衡方程
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式中 。
, , 二 ,

为正应力分量
;

2
.

应变率速度关系

以 u , v 和 二 表示的
r

是
,

应变率速 度关系为

口幼
￡f

= 口r

r r 口 ,

方向
,

‘二 :

和 ‘。:

为剪应力分量
.

口方向及 z 方向的速度分量都是极坐标
r 和 e 的 函 数

,

于

占e
=

1 av
.

“

于 口O 十 r ,

汽 一 0, , ” -

(2
.

2 )

、.IL.了seeesel
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.
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应 力应变率关系

公
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一 ,

夕
, 。
一 2元介。

} ( 2
_

3 )

夕
, :

= 2 久: , : ,

夕
, :

= 2几r 。:

式中 叔
r ,

0) 为非负的比例因子
.

4
.

相容方程

1 口2 ( r ) 1 a Z
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Mise s 屈服条件

a 三+ 代。+ 代
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丢
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“
= ( a .
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式中 a :

为材料的屈服极限
.

令

a 。== 甲( 8 )
, r e : = 功(0 )

式中 切(0 )及劝(0 )均为 0 的任意函数
.

由式 (2
.

1) 得

( 2
.

5 )

( 2
.

6 )
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口
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利 用式 ( 2
.

3 )
, ( 2

.

6 ) 及 ( 2
.

7 ) ) 式 ( 2
.

4 ) 可变为

1 口2
1 口

r 口r )(
“

金)

粼
,

新)
一 。

( 2
.
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1一r奋了.、

一 飞
r 一

a0r (rA 。 十

晶(
,

勃 ( 2
.

9 )

屈服条件 (2
.

5) 则变为

(穿)
“ +

(
2

劣)
“ + ( 4 , )

2 +

(
‘

豁)
‘
一“K ,

2

( 2
.

1 0 )

于是
,

问题归结为在给定边界条件下
,

求出方程组 (2
.

7) 一 (2
.

10 ) 的未知函数叭 0)
,

价( 0 )及几( r
, 0 )

,
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三
、

满足式 (2
.

8 )及 (2
.

9 )时函数甲(0 )
,

冲(0 )

及几(r
,

(0 ) )的确定

式 (2
.

8 ) 及 (2
.

9 ) 可变为

,

穷
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式中 f
:
(r ) 及 f

Z

(0 )分别表示
r 及 O灼任意函数

.

则式 (3
.

1) 及 (3
.

2) 分别变为

穷
·

,
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f
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令
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为了使得 切 (0) 及 劝(0) 有解
,

我们试探令

f
Z
= a : 。

·

e x p (。0 )

式中 al 。

及m 均为任意常数
.

则式 (3
.

4) 及 (3
.

5) 分别变为

(3
.

5 )

(3
.

6 )

d’切
.

t n 通
~

护
“ 口

-

da 叨
·

2 。‘+

穿
·

(二 , 卜一 , : 十 仍
2

·

,
l十 4 ,

1
) ,/f

l

·

(4 、 f
, + 4。

·

:
·

f {)/f
;
= 0 (3

.

7 )

d0s咖d0

穿
+ 阴

·

豁
+ “ 月一了‘/fl ’

·

‘一 0
(3

.

8 )

要使得 沪(幻及 功(0) 有解
,

便必须有

(r
·

f l一 r Z
·

f竺+ 。
2

·

f
, + 4 f

,
)/ f

;
二 a , ,

(3
.

9 )

(4 m
·

f
, + 4 m r

·

ff) / f
l
= a , 2

(3
.

1 0 )

1 + r
·

f {/ f
工
= a 工: (3

.

1 1 )

式中
a , , , al Z

及 al
。

均为任意常数
,

式 (3
.

9) 一 (3
.

n ) 均是欧拉方程
,

其解分别为

f
l
= a , ‘

·

r ” 1 + a , 5
·

r ” 2 ,

f
工
一 a , 。

·

r ” 3 ,

f
,
= a l ?

·

r ”‘

式中
a , ‘

~ a l 7

均为任意常数
.

由于 a , , , a : :

及a , 。

均为任意常数
,

故 f
,
= a , 。

·

r ”

式中 仇
,

及 ” 均为任意常数
,

将满足式 (3
.

9) 一 (3
.

n )
.

结合上式及式 (3
.

3) 与 (3
.

6) 得

义= K
工

·

r ” ·

e x p (川8 ) (3
.

1 2 )

式中 K
,
= a , 。

·

a ; .

为任意常数
.

将式 (3
.

1 2 ) 代入式 (3
.

1 ) 及 (3
.

2 ) 得
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现求式

+ (儿 十 1 )
·

劝二 O

令

(3
‘

14 )

(3
.

1 5 )

式 (3
.

1 3 )

(3
.

13 ) 的一般解
.

咖/ d e二 y

便变为

豁
+ 、算

+ (2n 一、十 ? 2 + 4 )

荡
+ 4 ? (· + ‘, y 一 ”

(3
.

16 )

特征方程为

壳
3 + Zm k

Z
+ (2 ”一 n Z + m Z + 4 )k + 4 m (n + 1 )~ 0

令 庵二 , 一 2。 / 3

代入式 (3
.

1 7) 得

少十 夕夕+ g 一 0

式中

(3
.

1 7 )

(3
.

1 8 )

P ~ 一。丫3 + 4 弓
一

2 。一扩

、一

洲
一

百
十 (2 十 4n 十

叫

(3
.

1 9 )

(3
.

2 0 )

按照卡尔丹公式
,

得式 (3
.

1 7) 的解为
〔“’

壳
,
= 夕

,
一 2 。/ 3

,

k
Z
= , 2

一 Zm / 3
,

怠
3
= 梦

3
一 Zm / 3

,

, ,
一

价介武影
+

(:)
“ +

别
一
誉
一

了卿
“ +

份
3

。么
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一
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一召
一
誉
十

武
一

约
“ +

(劲
3 + 。

·
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。一查
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,
。 2
一

查
一

(一 1一 ‘、 3 ) {
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一

式 (3
.

13 ) 的解为
d甲/ d口= Y = c ,

·

e 二 p (儿
,
0 )+ c Z e x p (左

:
0 )斗 e 。

·

e x p (k
o
o )

c ; , c :

及 c 。

均为积分常数
,

再积分得

(3
.

2 2 )

口。一 * 一

!
巨

一
p (几

1
“)、

一
p (“

乙
“) + ·3

一 p (“
3
“) :““+ 一 (3

.

2 3 )

c 、

为积分常数
.

由式 (2
.

7) 得

是中中于式式

丁 , o

再求式 (3
.

1 d
Z切 _

4 d 0
2
一

l d 切

2 d s

:
仁。

1
“

1
·

e X p (“
土
“) + 一”

Z

一
p (“

2
“, + 。3

“
3

一
p (“

3
“, l (3

.

2 4 )

三[
。 ,

.

。x p (;
1
。) + 。 :

,

。x p (、
:
。) + 。。

.

。x p (*
3
。)3

乙

(3
.

2 5 )

14 ) 的解
.

式 (3
.

1 4) 的特征方程为

k
Z
+ m 九+ (” + 1 ) = 0

其解为
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气一 ‘一
+

咖
一“ ” 一

卜‘”气
九
。
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乙

一 4 (” + 1 ) )/ 2
产

(3
.

2 6 )

式 (3
.

14 ) 的解为
: 。 :

~ 劝二 c 。
·

e x p (九
、
乡) 十

一

c 。
·

e x p (浇
5
口)

式中
c 。 及 c 。

为积分常数
,

由式 (2
.

7) 得

(3
.

2 7 )

二 一 [ e。九
;

·

e x p (龙
、
口)

一

卜c 。
·

寿
。

·

e x p (几
。
口)二 (3

.

2 8 )即d0
一一一

丁

当 。 = 0 时
,

上述求解 切 的过程可大大简化
,

事实

秃
召 + (艺”一 n 艺 + 4 )浇= 0

如果 。 : = 0
,

则 由 式 (3
.

1 7 ) 得

故

于是
,

k 二 0 ,

或土M
n

〔 2 。一 4

d 叨/ d o = Y = e 7 + c 。
·

e x p (乡丫
。 , 一 2。一 4 )十 e 。

·

e x p (一 OM 。, 一 2 。 一 4 )

l d 华 1
: _ . _ _ _ _ _ , 。 , 。 _

丁叻 - 一 2 d o - 一 Z L‘ 7 十 ‘ “
’

U 人尸 、口丫 儿

一
艺n 一 4 )

(3
.

2 9 )

+ c 。
·

e x p (一口材
, 2
一 : 。一 、)〕 (3

.

3 0 )

;
〔c

s
·

、 ‘
2二 2
一

4 只一 p (。、
”2 一、 一 4 )

一 c 。斌 。, ‘ 2 。一 4 x e x p (一 0心 n ‘止泛。二飞) ]

一一
知少dd1

几�座
‘

一一�
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3 1 )

四
、

裂纹尖端理想塑性应力场的确定方法

1
.

普遍方法

上节中求得的应力场式 (3
.

2 4) 一 (3
.

3 1)
,

还必须满足 屈 服 条 件 式 (2
.

5)
,

重 写

于下
。二十弓 。十弓

:

+ :
丢

:

二K
Z ( 2

.

5 )

把式 (3
.

2 4) ~ (3
.

28 ) 代入上式
,

我们发现
,

要使得式 ( 2
.

5 ) 在裂纹尖端的 某 一应

力区内处处成立 (即 0 为任意值) 是不可能的
.

但如果 寿
,

一寿
。

中至少有一个 k 值为 o ,

则 式

( 3
.

2 4 ) 一 ( 3
.

2 8 ) 有可能满足式 ( 2
.

5 ) (不管 8 为何数值 )
.

例如
,

如果令 寿
4
= o ,

则可得到关于m 及 n 间关系的方程为

一 m + 心 。 , 一 4 (
n + 1 )二 0 ( 4

.

1 )

即是说
,

为 了使式 (3
.

2 4) ~ (3
.

2 8) 在裂纹尖端的某
一

应力区内处处满 足 式 (2
.

5)
,

则

。 及 n 的数值不能任意给定
,

而必须受到式 (4
.

1) 的约束
.

也就是 说
,

式 (3
.

2 4) ~ (3
.

2 8)

所表示的应力场必须经过
“

筛选
”

(满足式 (2
.

5) ) 才是裂纹尖端附近的真实应力场
.

如果 m 二 0 ,

则式 ( 3
.

2 6 ) 一 ( 3
.

3 1 ) 自然满足式 ( 2
.

5 )
.

这是因为
: , 。 的表式 ( 3

.

3 0 )

中含有常数项一认 / 2 的原故
.

所以
,

当 m 一。时
,

我们不必经过
“

筛选
” ( 即 。

可为任意数

值 ) ,

即可得到裂纹尖端理想塑性应力场的一般解析表达式为式 (3
.

26 ) 一 (3
.

3 1)
,

重写

于下 (令 m = 0)

k
4
二泣心。千1 ,

k
。
二 一 i心。+ 1 ( 3

.

2 6 ) 产

r , :
= 沪== e s

·

e x p ( k‘口) + e 。
·

e x p (点。口) ( 3
.

2 7 ) 产

: , :
= 一 d叻/ d o二 一 [ e

。
·

k
‘

·

e x p (k
‘
0 ) + c 。

,

儿
。

·

e x p ( k
。
乡)」 ( 3

.

2 8 )
‘
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d 尹/ d o二 e ,
+ e :

·

e x p (0斌 示二 乏云万4) + e。
·

e x p (一 0斌 。‘二百五二 4 ) (3
.

2 9 )
‘

l d 切 _ l
。 _ , _

‘ 护e - 一 2
一

d o 一 一 Z L‘ , 一‘一 ‘ 8
’
匕 X P 、“习 刀 ‘

一 艺n 一 4 夕

+ c 。
·

e x p (一 8材
。, 一 2。一 4 )〕 (3

.

3 0 )

1 d
Z职 1

。

J 一
=

一月
一

才。乏=
,

LC s
’

丫 月 z
一 2 儿一 4 入 e X P吸廿丫 n 茜一 Zn 一 4 )

任 “ U 任

一 c 。斌 n , 一 Zn 一 4 x e x p (一 0研
n , 一 2
卜

4 )」 (3
.

3 1 )
,

以上所述
,

令 儿
,

一 k
。

中任何一个或多个 k 值为零的方法
,

是
“

筛选
”

的普遍方法
.

为T 和文献仁i 〕相比较
,

在式 (3
.

2 6 ) 及 (3
.

2 7 ) 中令
。二 o 得

势= e。
·

e x p (f口) + c 。
·

e x p (一 18 )

且口

势二 e工。 e o s o + c ; , s in o (4
.

2 )

式中 cl 。

及
c 工,

为任意常数
.

在式 (3
.

2 9) 中
,

令
n “ 0 得

d 甲/ d o = c 7 + e :
·

e x p (2f8) + e ,
·

e x p (一 2‘0)

再积分得

甲二 e : 2 + e 、。0 + e 、‘ e o s 2 0 + c , 。 sin 2 0 (4
.

3 )

式中
c , :

一 e l。

为任意常数
.

式 (4
.

2 ) 和 (4
.

3 ) 分别和文献 [ 1 」的 式 (3
.

1 5 ) 和 (3
.

1 1 ) 完

全一致
。

2
.

简易方法

以下我们常一个特殊而简单的
“

筛选
“

方法
.

兹研究式 (3
.

1 6) 的左边最后一项的Y 前的系数为零的情形
.

如果式 (3
.

1 6) 的左边的

最后一项的Y 前的系数为零
,

则令

Y
、
一 d y / d o ~ 护甲/ J少

代 入式 (3
.

1 6) 得

袋
+ 2 ?

蕊
1 + (2

一
“
+ 阴

“+ ‘, y
l
一 “

用特征方程的方法
,

可求得上式的解为

d
Z切/ d 0

2
一Y

l

(0)

再积分一次可得
d , / d“一

{
Y

l

(“)d”+ ·

式中
c
为积分常数

.

于是
, : , 。= 一 2 一 ’

d 甲/d0 的表式中出现了常数项一 c/ 2 ,

一 (3
.

28 )所表示的应力场便可能处处满足式 (2
.

5) 了
.

要使得式 (3
.

1 6) 左边最后一项的y前的系数为 。,

可有以下二种情形
:

(a ) 沉二 0
.

文献〔l 〕已经研究了
n = o 及 一 1 的情形

,
本文不必重复

.

任何数值均是允许的
;

(b ) n = 一 z (m 为任意数值)

如果
n = 一 l ,

则式 (3
.

2 3 ) 变为

这 时
,

式(3
.

2 4 )

但须 指 出
, n
为

穷
、 2m 穿

+ (m
Z
十 ‘,

金
-



关于平面应变和反平面应变复合型裂纹尖端的理想塑性应力场 1 0 1 3

其解为

甲= (a , e o s o + a : sin 口)
·

e x p (一 m o) + a 3
0 + a -

(4
.

4 )

式中
。,

~ a ‘

为积分常数

当 n 二一 1 时
,

式 (3
.

1 4) 则变为

粼
十 。

窦
一 ”

(4
.

5 )

积分得

沪= a 。
·

e x P (一 m o) + a 。 (4
.

6 )

当 。 ~ 。时
,

则 (4
.

5) 式的解为

价= a 7
0 + a :

(4
.

7 )

式中 几~ a 。

为积分常数
.

当 。 = 0 时
,

式 (4
.

4 ) 和 (4
.

7 ) 分别与文 献〔1 〕中的 式 (3
.

13 ) 及 (3
.

1 7 ) 完 全 一

致
。

将 甲 及 功的表式 (4
.

4 ) 和 (4
.

6) 代入式 (2
.

7) 得理想塑性应力分量的一般解析 表达

式为
a 。= (a

, e o s s+ a : sin o )
·

e x P (一切0 ) + a :
口+ a -

· , 。

一奋岔一合
〔(·

2

一
, 。。S“

一 (a
;
+ m a Z

)sin o〕
·

e x p (一 m 口)一 a 3
/ 2

: , :

= 一 d砂/ d o =
a om

·

e x p (一 m s)

丁 , :

= 劝= a 。
·

e x p (一 m o ) + a 。

a _

= 4 一 ’

[ (切
Z a ;
一 Ztn a Z

一 a :
) e o so + (m

Za Z

+ 2阴a ,
一 a : )

·

s in o〕
·

e x p (一 n : 0)

a
一 Za 一

+ a 。一

l(;
m Z·1

一
+

雪
一

)一
“

(4
.

sa )

(4
.

sb )

(4
.

s e )

(4
.

s d )

(4
.

se )

.

1 1
,

二
1 、

.

。
一

1
十 t 石 m

一a Z
十 m a l + 下 a Z j

.

s l n 口 l
’

eX P 叹一 m 口) + a 3以十 a ‘

\ 乙 ‘ I 」

(4
.

sf)

将式 (4
.

8) 代入式 (2
.

5) 得屈服条件为

{〔鑫
(m

Z· ;
一 2。

一
,
’ +

一

{
一

‘·
2

一
,

2

」一
’
“

.

1
一

1
, , _ .

_ 、 , .

1
, , 、 ,

〕
一 Ll后气仍

一u , 一 “阴 a ‘一““少
一

十 万吸“ ‘+ m a Z’
一

J
’

s , n 一口

+ 2

「履
(。

么

一
Zm o Z

一
,

·

‘m
’“2 + 2 阴“工一 “2

’

;
‘一 + 。一 , ‘

一小
· “。。 S “+ ·丢“ + m Z

,

王
x 一p (一 Zm “)+

{
2 0 5 。·+

杏
一 〔(·

2

一
)

一
“

一 ‘一 + m 一 , S‘n ““
}一

p‘一 m “, + ·
“/ ‘+

“ , 一 K
’



1 0 1 4 袁 锰 不

为了保证上式在裂纹尖端的某一应力区内处处成立
,

我们必须取
a l

= a Z
= a。 = 0

‘

(4
.

9 )

及
a毛/ 1 + a乏= K

Z
(4

.

1 0 )

将式 (4
.

9) 代入式 (4
.

8) 得到
。二 一 1 (。 为任意值) 时

,

平面应变和反 平面应变复合

型裂纹尖端的理想塑性应力场的
一

般解析式为

a
,

= a 3
0 + a 4 ,

a 。
= a 3

口+ a 、
(4

.

1 2 )

二 , 。
= 一 a 3

/ 2
, : , :

= 0 , : 。:

= a 6

其中常数
a 。及 a。满足式 (4

.

10 )
.

式 (4
.

1 1) 与文献仁l 」中的式 (3
.

2 5 ) 及 (3
.

2 9 ) 完全一致
.

但是本 文 的 L e v y 一
M is e s

比例因子 权
r ,

0) 和文献 [ 1 」的不同
,

前者是

几= K
lr 一 ‘

·

e x p (一 m 口) (4
.

1 2 )

后者是 汇‘〕

之二 c
·

r 一 ‘
(4

.

1 3 )

显然
,

式 (4
.

14 ) 只是式 (4
.

1 2) 的一个特殊情况
.
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o n Pe rfe e tly St re ss Fie ld a t a Mix ed
一

Mo de C ra e k T ip

u n de r Pla n e a n d A n t卜Pla n e Stra in

Y u a n Y i
一

w u

(C e o t, a l一5 0 :‘th U n‘。。 rs‘tg o f T e e h o o lo g g
,

Ch a 。夕sh a

)

A bs tra e t

In [ 1 ]
, u n d e r th e e o n d it io n tli a t a ll th e p e r fe e tly p la st ie s t r e s s e o rn p o n e n ts a t a

e r a e k t ip a r e fu n e t io n s o f 0 o n ly
,

m a k in g u s e o f e q u ilib r iu m e q u a t io n s , st r e ss 一s t r a in

r a t e r e la t io n s , e o m p a tib ility eq u a t io n s a n d y ie ld e o n d it io n ,

L in d e r iv e d th e g e n e r a l

a n a ly t ie a l e x p r e s s io n s o f th e p e r fe e tly p la s t ie s t r e ss f ie ld a t a m ix e d一 m o d e e r a e k t ip

u n d e r p la n e a n d a n ti一 Pla n e s tr a in
.

B u t in 〔1 〕th e r e w e r e s e v e r a l r e s t r i e t io n s o n

th e p r o p o r t io n a lit y fa e t o r 几 in th e s tr e s s一s t r a in r a te r e la t io n s , s让e h a s su p p o s in g th a t

几 15 in d e p e n d e n t o f 8 a n d su p p o s in g th a t 几= e o r e r一 1
.

In th is p a p e r ,
w e a b o lis h th e s e

r e s t r ie tio n s
.

T h e e a s e s in [ 1〕
,

久= e, ,

(n 二 0 o r 一 1)a r e th e s p e e ia l e a s e s o f this p a p e r
.


