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摘 要

本文讨论流体通过圆管的运动不稳定性问题
.

作为流体运动所受的干扰波
,

我们考虑了 一 个

非线性轴对称模型
。

它对应的相关振幅函数满足扩散方程
,

且由于复杂的分子运动和流体 粘 性的

相互作用
,

当流体的雷诺数增大时其扩散系数会出现负值
.

如负扩散现象出现
,

在流体运 动 中出

现的湍流段内会引起流体的能量集中
,

并扮演减少阻尼的角色
.

一
、

引 言

H ag
e n 一

Poi se tri ll e
流的稳定性问题无论在理论方面

,

还是在实验方面都已 经 有许多 流

体力学工作者做了大量的研究工作
, 然而对这一问题至今还存在着许多烦恼和许多有待解决

的谜
.

在理论方面
,

尽管还没有严格证明
,

一般都认为该流体对线性干扰波模型是稳 定 的
.

由实验知
,

如果能很小心地保证流体运动不受任何干扰
,

层流可以保持到雷诺数5 0 0。(E k m an
,

T ay lo r ) ; 另一方面
,

如果流体运动允许受到很小干扰的话
,

则在雷诺数 2 0 00 就出现湍流现

象
.

七面的研究给我们这样一个启示
,

即只有当依靠流体能量的非线性振幅 明显地影响小扰

动的特性时
,

该流体的不稳定性才能发生
.

因而非线性理论的研究就必然地出现了
。

这里列

举几个试图找出该流体运动的不稳性的工作
.

( 1) T at su m (1 9 5 2) 曾提出在管子入 口处基本流对小扰动线性模型的不稳定性
,

在 雷

诺数大于 1护 时就会出现
.

这可能与某些实验相符
.

但要讨论整个管子的稳定性
,

非线性扰

动及其它的因素当然是必须考虑的
。

( 2 ) S tu e v r t (1 9 5 8
、

1 9 6 0
、

1 9 7 5 )和W
a ts o n (1 9 6 0 ) 建立了弱非线性理论

,

尽管该理论

说明了不少在临界状态下的物理现象
,

但对于H a 塑 n 一

Poi s
eu ill

e
流是不适用的

,

因为该流体

运动不象平面P o ise u ille流那样存在一条中性曲线
.

D a v e y (1 9 7 1 )
,

Ito h (1 9 7 5 ) 等都做过这

方面的尝试
,

但都没有找出振幅方程的分枝点
.
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( 3 ) C o le s (19 6 2 )W y g n a n sk i和 Ch a m p a g n e (1 9 7 1 ) 发表7 他们在实验中发现的在开头

和尾部存在明显分界面的湍流段的实验现象
,

在湍流段内部流体具有湍流速度
,

而在湍流段

以外流体呈现层流
,
这一实验至今还没有满意的理论说明

.

参考S tu ar t(1 9 8 1 )讨论转动的管子中流体运动的稳定性时
,
所采用的长波理论

,

本文讨

论了轴对称模型的H a g en 一
Poi se ui n e 流稳定性问题

,

导出了该流体运动对于弱非线性模型的

振幅方程
.

由于复杂的分子运动和流体粘性的相互作用
,
在流体运动中会出现负

、

扩散 现 象
.

当它在流体的雷诺数较大的情况下出现时
,

会在缓慢变化的湍流段中引起流体能量的集中
,

并起到减少阻尼的作用
。

二
、

运 动 方 程

作为力学模型
, 让我们考虑不可压缩流体通过一个圆截面的长管

,

设管长为L
,

半 径为
。 .

在运动未被干扰的情况下
,
流体由压力梯度产生运动速度

,

它在管子中心达到极大值
u 。 ,

取 r表示径向坐标
, :
表示轴向坐标

, “ , 翻 分别表示对应的速度分量
,

P表示压力
, T 表示时

间
.

我们选择峋
, a ,

矛 /v
,

心分别为速度
、

长度
、

时间和压力的无量纲化参照系
.

设流体的

流函数为功
,

则轴对称模型的N a vi e卜 S to k“s方程在极坐标系下的无量纲形式为
:

音
、

聂
, +

子
一

黔缪
, 一 、、一(纂

一

: 黔

+

宾臀
, 一

扮
,

聂),

(2
.

1 )

(2
.

2 )

(2
.

3 )皿由1‘一r

一一一山
R _

一

塑
.

。 = 1一吵
V r o r

时一ar
这里 R是流体的雷诺数

,

功二

, 是流体的动量粘度
.

流体运动满足边界条件

(2
.

4 )

功
:

非奇

在没有干扰的情况下
,

一。 当r一‘
干

当r = 0

H a g e n 一
P o ise u ille模型的基本流函数是

:

功
,

(2
.

5 )

设成为流体运动所受的干扰
,

则流函数功可以表示为
:

必二九十成 (2
.

6)

式中毋表示流函数所受千扰的波动值
.

将表示式 (2
.

5) 和 (2
.

6) 代入方程 (2
.

1)
,

且忽略流函数的扰动项毋的高次幕以及成与它的

导数的乘积项
,

得下面线性化方程

。
. _ 。 、

a 〕
人

一

十 长 (1 一r’ )
一万二

一

}梦二 V
‘

少
U ‘ 」

(2
.

7 )

式中 挤= V 节
.

假定干扰波的变化是缓慢的
,
我们引入长时间变量和流动坐标

r二占么T
,

亡二占(2 一 c 7
’

R )

其中
。是波的传播速度

,

d = 。
/ L

,

由于管长L 与半径
。相比足够大

,

它是一个小参数
·

(2
.

8 )
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如果我们将变量
:
和亡代入稳定性方程

,

则 (2
.

7) 可以化简为
:

「 口
l 人币

一

十 O
‘

L 0 1

。
。

. _ 。

口
.

〕
。 八

十 “长‘l 一 r “

一“ ) 刁参一 v 主
_

Iv ; 价= ” (2
.

9 )

其中 V

访满足边界条件
:

(2
.

1 0 )
护灭。

O丫t了」
1+

日即

rl
�r口一

邸 _ ; _
口r 一甲一

成
:

非奇
,

0 ,

当r =

( 2
.

1 1 )
当

r 二 O

由方程 ( 2
.

9)
,

我们可以看出成不仅是T
, : , , ,

互的函数
,

而且包含小参数d
,

这就导致

我们寻找如下形式的级数解
:

毋( T , : , r ,

亡) = 功百( T
, : , r ,

亡) + 占价r(T
, f , r ,

亡) + 占
2

功f( T , r , r ,

互) + ⋯ ( 2
.

12 )

将上式代入方程 ( 2
.

9) 并比较d的幂次
,

我们得到下面的系列方程
:

O ( 1 )
:

a Z 。

_ 工
_

a 、
口r ‘ r 口r /

( 2
.

1 3 )

( 2
.

1 4 )

、、.产

、,刀/

。ar
卜
a御1ra价lr

一一一
洲U
.Zr洲U
J

�1.,Jaa飞
.

es」砚
‘

、.,Z、../

O ( d )
:

瞬
一

(纂
一

告at)
一

粼
+

) 条(影
2
一

:
一

暴
-

laa"
一

纂
一

; 二)
一

影
:

(
aar1

十 一万

r

a
_

了护
_

_ 1
口r 、口r 乙 r

= 一 R ( 1一 r Z
一 e ) 旦了护

_

_
_

l
d g 、日r

‘ r

O ( “: )
:

〔0at (纂
1 日 、_

_

护
_

了树 _

r 口r 1 ar ‘

、口r 咨

1
十

-

口 了a ‘_

_ 1
_

a

口r \ 口r
‘

r 日r

护
口

2

价 a f 。色_

口公 、口r 乙

一 R ( l一 r Z
一 c )

口2 了 口2 1
十 a梦气。

r “ 一 r

aac( 影
2

-

a0r) , :

)l“
一

暴), ‘

: a0r )。;

( 2
.

1 5 )

下面我们将逐步讨论上述系列方程的可解性
,
并求出它们的解

.

三
、

运 动 方 程 解 的 讨 论

在量级 O ( l) 中
,

( 2
.

1 3) 是 粼的齐次方程
,

我们可以求出它的特征根
,

它表示该流体运

动所受干扰波的特征结构
.

方程 ( 2
.

1 4) 的右端项的系数包函波速
‘,

只有当
c
取某一定值时

,

它才能有解存在
.

而方程 ( 2
.

1 5) 可解的充分必要条件将要求出现在该方程右端的非线性干扰



王 发 民 简
·

藤斯
·

斯图亚特

波的相关振幅函数满足一定的函数关系式
.

1
.

方程的特征根

对于方程(1
.

1 3 )
,

我们求如下形式的特征根
:

粼 = S (: ,

上)功
。

(r )e x p (一二T ) (3
.

1 )

其中S (:
,

的是相关振幅函数
,

功
。

(r )是振幅函数
, 叮是大于零的实数

.

将(3
.

1) 代入 (2
.

14 )
,

我们得下面的常微分方程

[一(。
一

为
一。 (Dz

一

为
十

旧沙
一

?)]
汽一 。

(3
.

2 )

式中 D = d / d
r
表示对

: 的导数
.

如果我们引入函数

。
,

D
口

“

一
r )‘

。

(3
.

3 )

则 (3
.

2) 可以化为相似B ess el方程

(
。 + 。一

约
F

。
一 。

它的一般解为

F
。
二 A r J ; (心叮 r ) + B y (创 a r ) (3

.

4 )

式中月
,

B 是两个任意常数
,

而且J
,

和Y
,

分别表示第一类及第二类Be
s s e l函数

.

但由于当
: 、 o

时Y
:

无界
,

B 必须取零值
,

则我们有 ;

F
。
= r j

l
(斌厅r)

(。
一

伽
。

一‘
1
‘
。

r ’
(3

.

5 )

该方程满足边界条件的解为

几
; 。 , ,

孕
。
= r J I

吸人Jr ) 一言 r “
J 认几 , )

‘

(3
.

6 )

式中 几, 二寸a (j 一 1
, 2 , 3 ,

⋯ )表示二阶第一类B es sel 函数的根
,

即 J
:

以户= 0
.

现在我们求得该流体运动稳定性方程的特征根
,

它可以表示为
:

~
_

乙 _ ,
_

。 .

几
, 。 二 , 、

_ , 。

。
、

姚 = 。(丫
,

‘) Lr J ‘
(几, r )一 厂

r “
J 。(儿, ) Je X p ‘一几 ; z ) (3

.

7 )

对于式中因子S (:
,

劲我们将在下一小节中讨论
.

2
.

波的传播速度

在O (旬量级的方程中
,

它的右端项包含乘 积因子a s /叱
,

为了简便
,

我们设

。: 一

箭
。

1
(r )二 p (一几{丁 ,

:
,
一

(
D

Z
一

梦)
诱

,
(r )

(3
.

sa )

(3
.

sb )

则方程(2
.

1 4) 可以简化为

(
; , + 。

2
一

甲)
F

,
一R (卜

·’

一,
·‘

l
‘“! · ,

(3
.

9 )
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根据微分方程伴随理论
,

方程 (3
.

9 ) 和它的边界条件有解的充分必要条件是该方程的右

端项与它的伴随系统的解函数正交
.

即要求积分

F 于(1一 r “一 e )r J
,
(几, r )d r = O (3

.

1 0 )

成立
.

式中F 贯满足

F全{L
,
(F , )十仁一 F

, 十 功
,

〕}d : 二 o (3
.

1 1 )

且p

0 、

(介 +

甲
一

r1+
“: )。 一 O

(3
.

1 2 a )

一
。

D
ZJ

“

十—
1 、。 二

一 万 二厂 r = U
r 一 ,

F于(0 ) = F萝(1 ) = 0

(3
.

1 2 b )

(3
.

1 2 e )

。
。 , 。

D _
,

_
, _ _ _

, 、 ,

_
_

_ 、_ 、 _
_ _

式甲 与“刀件 鲜一犷是一个微分异于
·

不解上述万程得

,
_ 毛以理之、

J
,
(几j ) /

(3
.

1 3 )
Z‘.、1

.

七
一一

肠1F

将 (3
.

1 3) 代入积分关系式 (3
.

9) 并求解
,

我们得到的传播速度

(3
.

1 4 )

3
.

振幅方程

同样的过程
,

在方程 (2
.

15 )中
,

令

功r= 功
2

(r )S (: ,

右)e x p (一七T ) (3
_

1 5 )

凡一

(少
一

黝
2

(3
.

1 6 )

得线性常微分方程

“(·
,

“) (子刃
一

、几; ) 凡一落卜
几池 十尸

。

一

份一劲
“
即

十

黔
。

(3
.

1 7 )

它有解的充分必要条件是积分

尸 :
{落卜

; ; ,
。 + 尸

。
一

(
一

卜
一

一

袅)
“尸

1

]
+

癸川
dr 一 0

(3
.

1 8 )

而只有当函数 S (: ,

约满足下列扩散方程

日2
5

口乙
z (3

.

1 9 )

时
,

积分 (3
.

1 9) 的值等于零才能成立
.

式中

二 1 R
Z / 1 3 6

.

7 9 2
J 、
二 又

-

一
, 。 ,

, ‘
-

一 石 十
艺 , 几子\ 。 几千 儿7

(3
.

2 0 )
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是方程的扩散系数
,

它的值不仅仅依靠 Be
sse l函数的根 几, (J : (幻)= 0 ); 而且依靠雷诺数R

.

对于取定的值兄
, ,

当流体的雷诺数增大时
,

K 的值减少
.

这里
,
存在一个临界值 R

。 ,

使得K

的值为零
,

且当雷诺数R 跨越 R
。

时
,

K 的值改变符号
.

该临界值称为临界雷 诺数
, 用 R

。

表

示
。

这样我们有如下关系式

K > 0 当R < R
。

(j)时 (3
.

2 1 )

K < 0 当R > R
。

(j)时 (3
.

2 2 )

表 1 中给出了了= 1, 2
,

⋯
,

1 0的临界雷诺数R
。

的值
.

当 j= 1
,

2
,

3时
,

不论R 取什么值
,

K 的值

大于零
.

表 1 临界雷诺数数值表

R (j)

n“

丹0tf000甘,二5
.

1 36 62

8
.

4 17 2 4

1 1
.

6 198 4

1 4
.

7 9 5 9 5

1 7
.

9 5 9 8 2

魂3
.

4 9 2

12 2
.

9 6 0

21
.

1 167 0

2 4
.

27 01 1

2 7
.

4 20 6 7

3 0
.

5 6 9 2 0

3 3
.

7 16 52

R
‘

(j)

12 7
.

5 96

1 37
.

0 2 9

1幽8
.

4 5 6

16 0
.

9 2 4

1 74
.

0 1 1

,孟,�nJJ性尺d

对于正的犷散系数的现象 ( K > 0) ,
方程 ( 3

.

19 )的解以及解的性质
, 是数学物理上的一

般问题
.

当T = 0时
, S 是亡的函数

,

且当
: 的值增大时

, S将扩散并接受阻尼
.

以下我们将着重

讨论当扩散系数为负值时的问题
.

四
、

负 扩 散 现 象

负扩散现象正好是正扩散问题的一个逆过程
,

让我们考虑如下问题
:

as
, ,

.

口
25

丫 + ( 一K ) 飞几 =
击

‘ 、
“

了

此
“
一

S = A e x P{一 a Z
雪么}

S , O

( 一K > 0 )

(当亡= O)

(当 }引。co )

( 4
.

l a )

( 4
.

lb )

( 4
.

l e )

它的解函数是

S = A ( 1 + 4 K : a 么)
·

e x p〔一 a Z亡2 ( 1 + 4K : a Z )
一 , 〕 ( 4

.

2 )

S ( T ,

动具有下列性质
:

i) 当 r ” ( 一 4K a “

)
一 ’
时

,
如雪取异于零的一个定值

,

我们有

1i m s ( 丁
,

亡) = O ( 4
.

3 )
r 今 (一 4K a Z

)
一 l

ii) 当: 令 ( 一 4 K a “

)
一 ’

时
,

如果雪
“

(1 + 4K : 口2 )
一 ‘
取某一不为零的值

,

我们又可得到

1im s (公
,

亡) == co ( 4
.

4 )
r ” (一 4K a 劝

一 1

则解函数 S ( : ,

卯在
: 。 (一 4K 护 )

一 ‘

时既聚集又扩散
.

现在让我们讨论当扩散系数K为负值时
, H ag

e n
一

Poi s e ui ll e 流的稳定性问题
.

为此我们

考虑如下一般的干扰波模型
,

e x p {P T + fa z } ( 4
.

5 )

式中尸是复数
, a 是波长 (a 《 1)

,

根据 rI
、

ay lor 长波理论
,

我们将尸展开为小参数
a 的级数

,

即
:
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尸= 尸
。
+ a尸1 + a 么

尸
2 十

比较前面的特征根表示式 (3
.

1 )和 (4
.

6 )
,

(4
.

6 )

我们可以求得

尸
。
= 一几犷 = 一K (4

.

7 )
4鱿

一

O自gJ少J‘..、、

一一尸

作为一个对于小参数 a 的逼近式
,

干扰波可以表示为
:

e x p [ 一 (几粤+ K a Z

)T + 泣a (: 一 (R T ) ] (4
.

8 )

由上式知
, 如果K 是负数

,

则该干扰波比在K 等于零和大于零时更缺少阻尼
,

因而负扩散系

数(K < 0) 在这儿就扮演了减少阻尼的角色
.

参考特征解表示式 (3
.

1 )
,

现在我们可以看到
:

由于取负值的指数因子 一 (解 + K 矿 ) 的

作用
,

该流体运动对小扰动干扰波是阻尼的
.

然而负扩散现象
, 当它发生的时候

,

会引起流

体运动在阻尼的缓慢变化的湍流段内部集中能量
,

和减少阻尼
.

也就是说
,

负扩散现象在流

体运动中起一个抵消自然阻尼的作用
。

我们应该指出
,

在这篇文章里方程的非线性项在计算中被忽略了
,

而且
,

所考虑的湍流

段是缓慢变化的塞子
,
而不是实验中指出的那样有明显交界面的湍流段

.

尽管如此
,
我们相

信这个结果对于流体运动中出现湍流段的现象是很有用的
,

且文中所用的数学分析的处理方

法也是很有意思的
.

作者衷心感谢中国科学院应用数所秦元勋教授
,

作者之一在京学习和工作期间
,

秦教授

的认真指导和不断的鼓励
,

无疑对这一工作的完成是十分重要的
。
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