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 年 月 日收到

摘 要

本文目的在于对非线性两点边值问题 证明其解存在的充分条件 并利用这一结果研究拟

线性弱藕合奇摄动系统
。
的边界层现象

一
、

微 分 不 等 式

本文研究如下非线性边值问题
“ , , 尹

,

其中
, ,

和 是 维向量
,

并且函数 卜在 〔
,

句
“ ”

上是连续的

我们将采用〔 中的符号 例如

所有向量都是
”

中的
,

并且用黑体字表示 如
,

…
,

, ” , , , 产
二

, , ‘ ,

…
, 。 , , ’

向量不等式 簇 约表示其分量间有相同的不等式关系
,

即 ‘ 梦‘

刀
‘ ,

…
, 。

类似用符号 , , 表示其分量间有关系 夕‘ ‘ ,

…
, ,

其

中
‘是向量 的第 泣个分量

符号
。 ‘
表示向量 夕

,

…
,

, ‘一 , , ‘,

夕‘
,

…
,

, 。

二
‘

表示 向量 夕
,

…
,

, 犷
一 , ,

了
, , ,

…
,

二
,

而符号
‘ , ‘,

二‘ 则表示函数
‘ ,

, , ,

…
,

, ‘一 , , ‘,

夕‘十 , ,

…
, 二 ,

夕
,

…
,

, 一 ‘ , ,

, 十 ,

…
,

甘二
。

定义 设
,

日 〔 〔
,

〕
,

且 日 若存在一个正的
、

不减的函数 甲 中 〔

〔
, ,

它满足

刀
‘

一 ‘

, 〔 一

其中“
‘一 。
土
。 二 ‘ 一 ,

‘
一

, ‘ 。 一刀
‘

一 并且对 才、
, , 、 , 、 ,

,

’
〔 有如下关系成立

‘ , , ’

《切
‘ ,

林宗池推荐



刘 光 旭

则称函数 在
,

句上关于
,

日
,

甲 按分量满足
。
条件

显然
,

如果每一个
‘

只依赖于夕
,

并且
‘ , , ‘ ‘ “ ,

当 ‘ 、
,

则 按分量

满足 条件 例如拟线性弱根合函数
〔‘’就满足此条件

定义 给定〔
,

〕上两个函数“
,

日 日
,

如果

刀函数偶
‘ , ‘ 二

,

…
, 。
在仁

,

上是逐段
‘ ,
类的

,

即〔
,

有
。

了 … ‘
,

使得在每个子区间 夏
一 ‘,

了〕
,

…
,

个划分

, ‘ ,

吸了、上

上 ‘与刀
‘
都是二次连续可微的 在分点

一 ‘

与 织处
,

导数分别是右导数和左导数

对每个 〔
, ,

有 日
,

而在端点则有

簇日
,

日

对 〔
, ,

有
‘

成 ‘ ,

刀
‘ 》 ,

刀
‘ ,

…
,

其中 和 分别表示左导数和右导数

在每个子区间
一 ’,

t
{ ) ( j ~ 1

,

…
,

l

,
) 上

,

对一切a
。
( t ) (

夕。成刀
。
( t )

,

一 co < 夕二< co

(k 年i)
,

都有下式成立
a梦> h‘( t

,

夕a ‘
,

, 二,
) ( 1

.
4 )

刀了簇h
‘
( t

,

y
, ‘

,

y 二
‘
) (

1

.

5
)

则称 (“ ( t )
,

日(t))为B V P (边值问题的简写) (1
.
1 )的界定函数粮

.

定义3 设 a (t)
,

日(t)是[
a ,

b 〕上逐段C 户
,
类函数

,

且 a(t)( p (t)(t〔[
a ,

b 〕)
.
取常向量 e=

(e
, ,

…
,

C
。

) > 0 使之
C ,

> m
a x

{ }
a

: ( 才) }
,

! 刀:(t)1}
,

其中 }a嗒(t)}
,

}刀嗜(t)}在分点谧t:} (j二 O
,

[ a ,卜]

…
,

l
‘
)

,

处应分别理解为 m
ax笼}D

:a ‘
( t ) }

,

I
D

: a 。
( t ) ! }

,

m
a x

{ } D 谓
‘
(才) }

,

1
D

a

刀
‘
( t ) } }

.

我们

定义

其中

H 关 ( t
,

y

,

y

’
) 二 h (t

,

y

,

y

‘
)

r C J ,

蚤卜}
。丁

,

( j 二 1
,

…
,

n

)

一 Cj
,

当夕了>
c,

当 }g了!(
e,

当 , 犷< 一
c ,

而定义

二
,

,
,

,
,

) +

一

嚼欺
H季(t ,

夕
,

y

‘
)

,

、:(才
,

,
,

,
/

卜喂妥
达一

当g
‘
> 刀

‘
( t )

当a
‘

(
t
) (

g
‘
( 刀

‘
( t )

当夕
‘
<

a ‘
( t )

了...|少

l
一一

“了
y,H

其中‘二 1
,

…
, 。,

而

刀
,

( t )
,

当 , ,
> 刀

,
( t )

夕J
,

当a ,
( t ) ( 夕

不刀
J(t)

aj(t)
,

当夕,
<

a j
( t )

( j = z
,

…
,

n

rseee之twe、

一一
‘

J

<刀口

则称函数H (t
,

y

,

y

‘
) = ( H

I

(
t

,

y

,

y

‘
)

,

…
,

H

,

(
t

,

y

,

y

‘
) ) 是函数 h(t

,

y

,

y

‘

)关于 (“( t )
,

p (
t

)

,
c

)

的变形函数
。

变形函数H (t
,

y

,

y

‘

) 显然具有如下性质
:
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对所有j“ 1
,

…
,

n ,

有 ly )}(
e, ;

H ( t
,

y

,

y

‘
) 在 [a

,

b ]

x
R

”
x

R

”

上连续且有界 ;

如果已知a ,
(t ) 石y ,

( 刀
,

(t )
,

}川 }(
c,

(j 二 1
,

…
,

的
,

则有

H (t
,

y

,

y

‘
) = h ( t

,

y

,

y

‘
)

若函数偶 (a (t) ,

日(t))满足定义 2 中的条件 (i)一 (111)
,

而条件 (iv )改为如下

对满足条件x(a) = A
,

a 瞥》h
‘
( t

,

交
。‘,

刀丫( h
‘
( t

,

交, : ,

x( b) = B 的可微函数x = x( t)
,

有如下关系成立

麦“)

x
百
‘
)

( 1
.
4 )

尹

( 1

.

5
)

尹

刀
j(t)

,

当“ ,
( t ) > 刀

,
( t )

x ,
( t )

,

当a ,
( t ) 成x

,
( t ) ( 刀

,
( t ) ( j 今i

a ,
( t )

,

当, ,
( t )衬a

, ( 矛)

而
CJ ,

x 了(t)
,

一 Cj
,

*

; 吸t )少
C了

当 }二了(t)!(
e,

( j 钾 i

当二犷(t)< 一
c ,

f
Z

I

一一

鉴戈

其中
e, 是大于 m

a x { }a了(t)}
,

}刀犷(t)1卜的某一选定的常数
.
则称 (a (t)

,

日(t))为 B V P (x
.
1)的

仁a , b 〕

变形界定函数偶
.

定理1 假定

( i ) B V P (1
.
2)有变形 界定函数偶 (a (t)

,

p
( t ) )

;

( 1 1 ) H (
t

,

y

,

y

‘
) 是 h (t

,

y

,

y

‘
) 关于 (a (t)

,

日(t)
,

e
) l互勺变形函数

,

其中 e= (
c: ,

…
,

e
。
) >

m
a x

{ I
a

,
( t )

}

,

l p

,
( t )

1 }

,

[ a ,
b 3

则变形 B V P

y “ = H ( t
,

y

,

y

,
)

y (
a

) = A
,

y ( b ) = B

(
1

.

1 )
H

有解y= y(t)
,

并且满足a (t)( y (t)( 日(t)
,

t〔[
a ,

b 」
.

证明 首先
,

由于 a
‘
(t ) 是 [a

,

如 上逐段C 内类函数
,

因此在分点 {t :} (j = 1
,

…
,

l

‘
) 处

,

l

a

犷(t:)}应理解为 l
a
了(t:)J= m

ax{ ID
:a ‘( t } ) l

,

1
D

R a ‘
( t : ) 1 }

.

因为函数H = H (t
,

y

,

y

‘
)在 [a

,

b 〕又 R
”
x

R

”

上是连续且有界的
,

根据 S
eorza 一

D
r a

g
o n

i 存

在定理
〔“」,

可知变形B V P (一 1 )11必有解y二 y (t)〔C
Z
〔a

,

b 〕
.

下面
,

我们证明此解满足 a (t)成v(t)镇日(t) (t〔〔
a ,

b j )

.

只证 明 a (t)( y (t)
,

因为关于

y (t )( 自t) 的证明类同
.
反证 法

,

设 存 在一个足 码 k (1 ( 浇( n)
,

和一点 尹拭
a ,

b]

,

使 得

b)于a ,
( t 芳 ) > , 。

(
t
关
)
.

由定义2中的条件(11)可知t
关〔(a

,

b )

.

所 以函数a
。
( t ) 一夕

。
( t )在某一点t

。
〔(a

,

处将取正的最大值
。

若t0不是分点t;(i = O
,

是

a 飞(t。) 一此(t
。
)
)

h
,

(
t
。 ,

夕
。 ,

( t
。
)

,

…
,

l

。
)

,

则有a丈(t
。
) 二 夕f ( t

。
)

,

即 I, f ( t 。
) ! <

c 。
,

= h
,

( t
。 ,

夕
a,

( t
。

)

,

y 二
*(t。) ) 一

l

y二。( t
。
) ) 一H

。
( t

。 ,

y (
t

。
)

,

H 言(t
。,

夕(t
。
)

,

y

‘

(
t
。
) ) 一

y
尹

(
t
。

) )

a 。( t
o
) 一夕

。
( t
o
)

1 + 夕孟(t
。
) 」
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= h。( t 。
,

夕
a。

( t
。
)

,

y 匕*(t
。
) ) 一 h

*( t
。 ,

夕(t
。

)

,

y

产
( t

。
) ) +

a *
( t

。

) 一y
,

( t
。

)

1 + g 飞(t
。

)

= 人、( t
。 ,

空
。、

( 才
。
)

,

y 二
、
( r

。
) ) 一 几、( 才

。 ,

夕
。。

( t
。
)

,

y 匕、( t
。
) ) 戒

- a
。
( t

。
) 一y 。( t

。
)

1 + 夕孟(t
。
)

a ,
( t

。
) 一 g* ( t

。
)

1 + 夕食(t
。
)

>
0

所以我们有衅 (t
。
) 一然 (t

。
) > 0

.

这就与a
。
( t) 一g

。
( t) 在t二t

。

处为最大相矛盾
。

再假定t
。
= 红是分点

.
此时

,

则因为a
*(t) 一夕

。
( O 在t

。
二林处为正的最大值

,
故有

D 乙
(
a 。

(
t
。

) 一 , 。
( t

。
) )》O

,

D
,

(
a 。

( t
。
) 一 , 。

(
t
。

) ) ( 0

即D :a (t
。

) ) D
: 梦* ( t

。

) =
夕f ( t

。
)

,

D
o a 。

( t
。

) ( D
; 夕。( t

。
) = 夕落(t

。
)

.

但由定理 1中的条件(i) 有

D :a*(t
。
) 镇D oa、( t

。

)

于是可推得D
:a。

(
t
。
) = D

: a
。
( t

。
) 二a f(t

。
)

, 从而
a
f(t

。
) 二梦f (t

。
)

.

再利用条件 (1
.
4)产 (考察左导数) 可有

D 石a
f (

t
。
) 一D :夕荟(t

。
)》h (t

。 ,

夕
。。

(
t
。
)

,

y 二*(t
。
) ) 一万

*(t。
,

y ( t
。
)

,

y

‘

(
t
。

) )

一”。( ,
。 ,

, 一 (才
。
)

,

蚤:
·
( ‘

。

)卜〔H
:(‘。,

, ( ‘。)
,

,
/
( ‘

。
) 卜

= h。( t 。 ,

夕
。。

( t
。
)

,

y 二
。

(
t
。
) ) 一h。( t

。
)

,

夕
。。

( t
。
)

,

y 灯。( t
。

) )
+

a *
( t

o
) 一 y

,
( t

。

)

1 + 夕孟(t
。

)

a 。
( t

。
) 一夕。( T )

1 + 夕至(t
。
)

叹布黔
’> ”

所以我们有D
:a
f(t

。
) 一 D 毋f(t

。
) >

o
,

但a
。
( t

。
) 一 , 。

( t
。
)为最大的必要条件是 D

:a‘(t
。
) 一

D 刁仁(t
。
) 《o

,

故推出矛盾
.

于是
,

我们就证明了(1
.
1)H 的解 y = y (t) 满足不等式 a( t) ( y (t)

.
用同样方法可以证明

此解亦满足不等式y (t) ( p (t)
,

t曰
a ,

如
.
定理1 得证

.

定理 1 的条件保证了变形B V P (1
.
1)H有解 y= y(t)

,

并且此解满足性质
a(t)成y(t)( 日(t) (t〔〔a

,

b 」)

因此
,

(
2

.

2 )
H 的解y = y(t)亦是边值问题

y “ = h (
t

,

y

,

y

尸

)

y (
a
) 二A

,

y ( b ) 二B

的解
.
为要进一步证明解y 二y (t) 亦是原 B V P (1

.
1) 的解

,

就需要再证 明y
尹
( t) 二y

产
( t)

.

换句

话说
,

就必须证明 ly
/(t ) }( c t百

a ,

如
.
我们将看到

,

按分量满足 N ag
u m 。 条件正是 保 证

}v
产
( t ) } (

c 的
.

定理 z 若函数 h(t
,

y

,

y

‘

)在 [a
,

b j 上关于 (“ ( t )
,

日(t)
,

甲(t) )按分量满足 N
agu m o 条件

,

则存在常向量 e= (
e , ,

…
,

e
,

) > 0

,

使得 B V P (1
.
1)的任意满足 “

( t ) ( y ( t ) ( 日(t) 的 C
‘2 ,
类解

y= y (t) t〔〔a
,

b 〕
,

都满足 !夕
产

(
t
) } (

e
,

t〔[
a ,

b 〕
.

证 证明方法类似于〔33中的方法
.
因 h( t

,

y

,

y

‘
) 关于 (“

,

p

,

甲)按分量满足 N ag um 。 条

件
,

故有
sds

抓丢
)> 性梦刀

‘
( t ) 一 m in a

‘
( t )

[ 口 ,
b l

( f = 1

,

…
,

n

)
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其中几
.二 m a x { }

a ‘( a ) 一刀
‘
( b ) .

,

I

a ‘
( b ) 一刀

‘
(
a
) l }

.

因此必存在常向量 e== (
c:,

…
,

c ”

)

> 入= (几
, ,

…
,

之
。
) >

0
,

{

使得

蔚:ss
, >

: 梦刀“
‘, 一

:咒一“,
,

( 1

.

6 )

如果定理 2 不成立
, 即 l,

产
( t )

}镇c
.
于是存在一个足码k (1( k(

n )和一点t
苦〔(

a ,

b )

,

使

得 ,夕工(t
芳
) } >

c * .

对此足码k
,

我们考察B V P (1
.
1 )的满足a (t)( y (t)( p (t)的解y= y(t)

,

取

其第存个分量y
。
( t )

,

并利用中值定理便有 (b一
a), f (舀)= 夕。( b ) 一 夕。( a )

,

其中 占〔(
a ,

b )

.

再由

(1
.
6) 可得此 (劫 ( 几

。
<

c 。. 于是存在一个子区间 〔
a ,

肉仁「
a ,

b 」
,

使得在此区间上有下列四种

情况之一成立
:

情况1 夕f (
c
)二几

。 , 夕f (d ) =
c。 ,

几*< 夕二(*)< c , ,

t 〔(
e ,

d )

情况2 , 二(e)二e
。,

y 孟(d )= 几。
,

凡,
< , 二(t)< c , ,

t〔(
e ,

d )

情况3 夕二(e )= 一几, ,

夕;( d ) = 一
c。 ,

一c ,
< g 二(t)< 一几。

,

t〔(c
,

d )

情况4 夕二(c )= 一 c
。,

, 是(d )= 一 兄。
,

一e*< , 二(t)< 一‘
,

t 〔(e
,

d )

先就情况1进行分析
,

在仁c
,

d] 上应有

}夕义(川叭 (t)= }h
*(t

,

y ( t )

,

y

产

(
t ) )

f
夕二(t)( 切川 , 二(t) })夕二(t)

从而

}{:穿甜劣阴锁黔甘川兮dt< { 夕二(t)d t
= 梦。( d ) 一夕*(

e ) ( 刀
*(d )一 a 。( c )

( m
a x
刀
*(t)一 m in a ,

( t )
.

[ a ,
b l 〔a , b 」

( 1
.
7 )

但另一方面
, 若令

:二叭 (t )
,

并利用关系(1
.
6)

,

便有

d g竺(t)夕; (t )d t
。 叨。

( l
夕二(t) l)

夕在
’

( d )

里z介
’

(
c

)

“

今
、

} 习
切舌气占) I J

￡
d
s

明* (s )l

‘

一一

�i厄,.IJ
, ‘...........
.

>
m

a x

刀
。
( t ) 一 m i

na 。
( t )

[ a 5 0 1 I a , b ]

(
1

.

8 )

显然 (1
.
7)

一

与(1
.
8) 是矛盾的

,

故知对情况1
,

定理2成立
.
同理

,

对情况 2~ 4亦可证明 }犷(t) }

(
e ,

t〔[
a ,

b 〕
.

定理3 如果

( i ) B V P (1
.
2)存在逐段C

‘2 ,
类界定函数偶(a (t)

,

p
( t ) )

,
t〔[
a ,

b 〕;

( 11) 函数h(t
,

y

,

y

/

) 在 巨a
,

b 〕上关于 (“( t )
,

日(t)
,

甲( t) )按分量满足 N
a gu m o 条件

,

则

B V P (1
.
1)有满足性质a (t)( y(t)( p (t)的解y = y(t)

,
t 〔[
a ,

b 〕
.

证 因h(t
,

y

,

y

产

) 按分量满足N ag
um 。条件

, 则由定理2可确定出一个常向量 c = (c
, ,

…
,

c 。

) > 0

.

选取常向量N == (N
, ,

…
,

N

。

)

,

使之

N
‘

》 m ax {C‘
,

m

a x

}

a

: ( t )
!

,

m
a x

!刀:(t)!}
ta,

b ] [ a , 。]

在分 点 {t:} (j= 0
,

…
,

l

,
) 处

,

l
a

: (
t

: )
I

= m
a x 笼ID

:a ‘
( t : ) }

,

I
D

: a ‘
( t : ) l } (对 阴厂(t:)I类

同)
.

现利用a (t)
,

母(t)
,

N 构造H = H (t
,

y

,

y

‘

)为h(t
,

y

,

y

,

) 关于 (a
,

日
,

N ) 的变形函数
.
则 由定

理1可知变形B V P



”
= H ( t

,

y

,

y

/

)

y (

a

) = A

,

y ( b ) = B
}

( 1

.

1 )

H

存在满足条件
“
( t ) ( y ( t ) ( 日(t)的解y二y (t)

,
t〔[
a ,

b ]

.

再根据变形函数 H (t
,

y

,

y

‘

) 的构造
,

易知 (1
.
1)H的解也是B V P

y “ = h (
t

,

y

,

y
,

)

y (
a

) == A
,

y ( b ) == B

于 (1.1)补

的解
.

下面我们来证明B V P( 1
.
1)*中的y

‘

可以用y
‘

来代替
.
这样也就证明了变形 B V P (1

.
1)H 的

解y= y (t)即是原B V P (1
.
1)的解

.
首先

,

因H (t
,

y

,

y

/

) 是 h (t
,

y

,

y

尹

) 关于 (a
,

日
,

N ) 的变形
,

故

由y :及N
‘

的定义
,

可知 }y
‘
( t ) } (

N

.

余下来须证明 }y
‘
( 才) }( N

.
若不然

,

即假定!y
‘
( t ) 】戒N

,

那末
,

必有一个足码寿 (1( k (
n)与一点t

关〔(a
,

b )

,

使得 !夕孟(t
补
) } > N

。.

对此足码k
,

类似定

理 2的证明方法
,

可分别就四种情况加以证明
,

从而有 !y
产
(川 ( N

,
t曰
a ,

句
.
并且

H (t
,

y (
t

)

,

y

‘
( t ) ) = H

关
( t

,

y ( t
)

,

y

‘

(
t
) ) = h (

t
,

y (
t )

,

y

‘

(
t ) )

= h (
t

,

y (
t )

,

y

,

(
t ) ) ( t 〔〔a

,

b 」)

即变形B V P (1
.
2 )H 的满足条件 a(t)( y(t)( p (t)的解 y = y(t)实际上也是原B V P (1

.
1)的解

.

定理 3 得证
.

容易看出
,

如果界定函数偶(a(t)
,

日(t))在〔
a ,

b 〕上是C (
2’类的

,

那末定义2中的条件(111)

就 自动满足
.
还应当指出

,

在上述定理的证明中
,

所采用的变形函数以及变形B V P的思想和

方法已出现在[3〕
,

〔4]
,

[
5

]

,

[
6 〕和〔7〕中

.

一 宕击 甲 !曰 不日 令勿

一
、

j 乙乙 夕广 )了又 七双几 习、

现在我们利用上述微分不等式理论
,

研究拟线性奇摄动系统

。
y
“
= F (

t
,

y ) y

‘
+ g (

t
,

y )

y (

a
, 。
) = A

,

y ( b

, 。
) = B

‘“( ‘( 6 ’

} (D P )q

解的存在条件以及当
。”o

+
时

,

该解的渐近性质
.
我们假定 (D P )

q
是弱藕合系统

,

即假定矩

阵F (t
,

y ) 二 D ia g笼f
,

( t
,

y )

,

…
,

f

,

( t

,

y ) } 是对角矩阵
.
于是(D P )

。

可写为如下分量形式

、
L‘
矛

、了
儿

: 夕瞥= f
‘

(
t

,

y ) , : + g ‘
( t

,

y )

夕‘
(
a

, 。
) = A

‘,

梦‘( b
, 。
) = B

‘

( t〔〔a
,

b 〕)

(D P )q

根据转向点理论
,

经典的边值问题理论引导们研究下列
“
H y

be
id

”

退化问题

o二f
‘
( t

,

y ) 夕: + g
‘
( t

,

y ) (
a

<
t

< b )

夕‘
(
a
) = A

‘
( i = 1

, ,

二 ,

k )

, ‘
( b ) == B

‘
(‘= 怠+ 1

,

…
,

n

)

我们的基本假定是 (R )有C
‘z )
类解U= u(t)

,

y

。 ,
) 满足

0二 f
‘
( t

,

y

。‘
)
u
: +

g
‘
( t

,

y

: ‘
)

( R )

并且此解是强退化解
,

即 u= u (t) 对一切 (t,

其中, , 〔D ,
( j 手‘)

,

而D , = { 夕, ,
1
夕,

( t ) 一
u ,

( t ) } ( d ,
}

,

这里d , 是一光滑正函数
:
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一一
:」护

当

、.
1
、

!

!
B
‘一 u ,

( b ) !
+ 乃

,

当a( t( b一 6

d
当 O一

。

簇t簇口

乙

} A
, 一u ,

(
a

) }
+ 占

,

占

当 a( t( a +

当 a + 6 ( t( b

己1
2

{

,

当’一 几+ ‘
, ’ ‘ ’ , ”

Jf.、es‘r.es‘.es‘

f

.l、夕l

to

、

一一
、.了孟‘了‘、‘

夕d

式中己> o是小常数
.

在如下关于解u= u(t) 的稳定性定义中
,

我们假定函数f
、
(t

,

y ) 和g ‘(t
,

y) 具有关于势〔几所

提到阶数的连续偏导数
,

而q》 O
,

n

)
2 均为整数

.

定义 5 退化问题(R )的强退化解u= u(t) 称为在〔
a ,

句内是按分量 I
。一

稳定的
,

如果存在
n

个正常数。
, ,

…
,

。
。 ,

使得

口jf
‘
( t

,

y

二‘

)

口y l

u
{( t) +

日jg ‘( t
,

y

“‘
)

a y :

0 ( j ( 2 9
, ‘= 1

,

…
, ,

( t
,

梦,
) 〔〔a

,

b 〕x D , ,

j 铸公

( 11 )
口么“于 ‘

f

‘
( t

,

y )

a g
:

q + :

口2“十 1 9 ‘
( t

,

y )

a 夕粤
q+ 1

…
,

n

u

{ ( t
)

+ 李阴
‘

>
0

( t
,

y ) 〔「a
,

。: 又

n
。‘

)

定义 6 退化解 u= u(t)称为按分量弱稳定的
,

如果对所有 (t
,

y ) 〔[
a ,

b 〕x n 刀‘
有

f
‘
( t

,

y ) 》0
,

(
i = 1

,

…
,

寿)

而 f
‘
( t

,

y ) (
o

,
( i = 掩+ z

,

…
,

n

)

定理4 如果退化问题 (R ) 有一个 C
‘“,
类的按分量 I

。一

稳定解 u一u( t)
,

并且是按分量弱

稳定的
,

则存在一个
‘。

>
o

,

使得对于。<
〔

(

‘。 ,

边值问题 (D P)
。
有

一

个解 y 一y (t
, 。

) 二 (夕
:
(t

,

‘
)

,

…
,

夕
。

( t

, ‘
) )

,

满足

l夕
‘
( t

, ‘
) 一 u‘( t ) I《W 玉(t

, 〔
) + 厂

‘
(
〔
) ( ‘一 z

,

…
,

左)

}夕
‘
( t

, ‘
) 一
u ‘

( t ) ! ( 班王(t
, ‘
) + 厂

‘
(
〔
) (‘= k + 1

,

…
,

n

)

其中

二、( ,
, ‘

) 一

{

田
‘一 。‘

(石) [
ex p卜 (。

‘〔一 ,

) 蚤(石一t)〕 (当 q= o )

}丑
‘一 “‘

( 。)一[1+ 。
‘

}
刀

‘
一。‘

(。)一
“。一盖(。一t) 〕

一

吞
-

s月
、
一 。‘

(
a
) 1

e x
p 卜(

。:“ 一 ,
) 告(r一 。

) 〕 当 (q = o)

}且
‘
一 。‘

(
a
) l〔i+ 。

‘

一月
‘一“‘

(
。
) I

“。一告(t一 。
) 〕

一

每

(当口> 1 )

( 当q) 1)

r.,才、‘吸

一一砰

。
, _ 、

_ 了‘竹 、
’八加 +1 ) _ ___

告
_ 。 , 一 , , 、 , 。

一
, 、 一 , 一

告
上 ‘、。 , 一、而

‘
)

, u ‘
~ 1rl 了甘 L 、甘十 上’ 、乙 , 十 ‘’! 」

一 、‘
=

‘ , ”
’ , “ ,

其中 , ‘> M
‘
( 2 。+ 1 ) !是选定的常数

,

而M
‘
= m

a x
I
u 譬(t) 1

.
显然厂

‘

(
。
) > 0

.

证 由按分量 I
。一
稳定的假定

,

可知 f
‘

(
t

,

y )

2 :

{ ( t ) + g

‘
( t

,

y )
~

然引导我们研究微分方程

阴 ‘

( Z q + l ) !

夕菩
“+ ’ ,

从而自

〔

砂
m 落

( Z q + 1 ) !

一

砰粤
“+ ‘

( 2

.

1
)

事实上
,
易知函数矽 乞(t

, 〔

) 是非负的
,
而且就是方程(2

,

1) 的满足始值条件



刘 光 旭

、乞(
· , 〔

) 一 }:
f
一

‘

(
·
) }

,

*、:
,

(
· , 亡

)

一(
一
‘

一

(
。+

一

1

簇、
+ , ) ,

一

)

‘.,
‘

一
‘
(
·
)一

的解
.
它向右递减

.
类似地

,

函数研矢(t
, 、

) )
o 是方程(2

.
1)的满足始值条件

,贡
‘

、协.了
了

W
轰(b

, ‘

) = !
B

‘
一 u‘( b ) }

,

研袅
,

( b

, (

) ==

的解
, 它向左递减

.

我们对扎〔
a ,

句和
‘

>
o

,

定义界定函数

m ‘

〔

(
q + 1 ) (

Z q + 1 )
!

! B
‘一 u‘( b )】

“十 ‘

a
‘

(
才

, ‘
) 一

{

刀“‘
, 亡

, 一

{

u‘
( t ) 一班轰(t

, ‘
) 一厂

‘
(
‘
)

u ‘
( t ) 一不主(t

, ‘

) 一 厂
‘
(
。
)

u ‘
( t ) + 研玉(t

, 、
) + 厂

‘
(
‘
)

u 。
( t ) + 班王(t

,
(

) 弓
一

厂‘
(
‘
)

(
落= 1

,

…
,

k )

(
f = k + 1

,

…
,

n
)

(
f = 1

,

…
,

k )

( i 二k + 1
,

…
, ”

)

容易看出
a ‘ ,

刀
,〔C 声, 〔a

,

b 」
.
通过直接验算容 易 证 明 a

‘

(
t

, 。
) 《刀

,
( 才

, ‘
)

, a ‘
(
a , 〔

) ( A
‘
(

刀
‘
(
a , ‘

)

,
a ‘

( b
, ‘

) 、B
!
、、

‘
( b

, 〔

)

.

下面我、:验证
a
;)

一

)

一

〔了
‘
( ,

,

y

。‘
)
a
: + 。

。
(‘

,

y

。。
) 〕和刀:、

:
。,

‘
( ,

,

y
, .

)刀:+ 。
‘
(才

,

y
, ‘

) 〕(, 。(。
,

。)
,

* 一 1
,

…
, ,

) 我有J仅刘
·

‘一 1
,

…
,

; 验证
,

对 ‘一; + 1
,

…
,
。的验证完全类同

.
对a

‘
( 玄= 1

,

…
,

幻我们有
‘a 丫一 f

‘
( t

,

y

。‘
)
a
: 一夕

‘
( t

,

y

。‘
)

=
‘

[
。叮一研轰〕“f

‘
( t

,

y

a ‘
) 〔u了一砰扩〕一 a

‘
( t

,

y

。‘
)

=
〔u 了一 〔

班轰
“
一 [f

‘
( t

,

y

。‘
) 一f

‘
( t

,

y

。‘
) 〕u:

一〔9.(t
,

y

a
:

) 一g ‘( t
,

y

“‘
) 〕+ f

,
( t

,

y

a 。
) 不主

,

二 〔衅 一
‘

研 孙
“
一 丫

一

{

一户

杯
]!

口,
f
‘
( t

,

y

。 ,
)

a g :

u
: +

a
j g ‘

( t
,

y

。‘
)

口夕: 〕
‘a ‘一 “‘

, ’

a
Z“+ ‘

f

‘

(
t

,

y
关
)

2 纷:
“ 十‘

日
Zq十 生g ‘( t

,

y

节
)

a g 履
q+: }

‘a。一 。‘
)
2 “一 + j “‘

,

y

。‘,附

= 。
u’: 一

‘

班轰
“
+

旦
谋“
叮

,
·
犷

口Zq + 19 ‘
(
t

,

y
开
)

。。:
“+ ’ (

u ‘一 a ‘)
““+ ’

+
f

‘
( t

,

y

。‘
)班岌

‘

式中(t
,

y

关
) 是(t

,

y

。‘
) 和 (t

,

y

。 ‘
) 之间的某一点

.
对于充分小的

。
( 譬如0<

、

(
。。
)

,

〔。
,

6 〕x n D ‘
内
.
因为W 袅

,

研轰
‘ ,

厂 ‘均为正
,

故有

这类点位于

(砰轰+ 厂
,

)
么叮+ ’》 (研矢)

““十 ‘
+ 厂 ‘Z q + ‘,

f

‘
(考

,

y

。
.

) 附轰
‘

)
o

从而

〔a 了一 f
‘
( t

,

V

a ‘
)
a

了一g
‘
( t

,

y

。‘
) ) 一 ‘

!
u叮{+

拼 ‘

( Z q + 1 ) !

j
’

:

+ 十 ’

不2
几一

、

l

护m
》

m 落

( 2 9 月
一

1 ) !

根据下
‘
> 几丁

‘
( Z q + 1 ) l

,

所以
。a 乍》f

‘
( t

,

y

。‘
)
a 犷+ 夕

‘
( t

,

y

。‘
)

,
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类似地
,

分别对『= 1
,

…
,

掩
,

i = 吞+ 1
,

…
, ” ,

可以对刀
.
加以验证

.

于是.和日满足定理 3 的条件
,

故定理 4 得证
.

定义7 (R )的退化解u二 u (t)称为在[
a ,

b ] 上是按分量 I
。 一

稳定的
,

如果 u(a)《A
,

u
( b )

《B
,

且存在”个正常数“
; ,

… 切. ,

( i )

( 1 1 )

旦

摄应
“
“‘’+

使得

日, g ‘
( t

‘

口梦

,

y

。‘
) 、

。

户
-
一 -一 一‘, u

(

l ( j 成n一 1
,

i 二 1
,

…
,

n

( t

,

夕,
) 〔〔a

,

b 〕x D , ,

j 砖 i
)

口”
( f

‘
( t

,

y )

口夕了

·
犷“ , + a ’

豁
·

”
一

>
。‘> 。

,

(

f = 1

,

…
, ”

( 才
,

y ) 〔仁a
,

b 3
x

n

D

. )

。 1

其中 D ‘
== {夕

‘:
o 《g

‘一 。‘
( t ) 《d ‘( t ) }

,

t〔[a
,

b 〕
.

定理5 假设退化问题(R )有一个按分量弱稳定解u= u( t)
,

t〔[a
,

b]

,
它是 C

‘2 ,
类按分量

I 一稳定的
,

且
“l,

(
t

) ) 0
,

t 〔(a
,

b )

,

则存在
。。
> o

,

使得对于 。<
‘
《

‘。,

边值I’ed 题 (D P )
。
有

一个解y = y(t
, ‘
) = (夕

:
( t

, ‘
)

,

…
,

g
,

(
t

, ‘
) )满足

0

0

( 夕‘( t
, ‘
) 一

“‘
( t ) 《才玉(t

, ‘
) + I

, ‘
(
、
)

(
夕‘( t

, ‘
) 一

“‘
( t ) ( 不主(t

, ‘
) + 厂

‘
(
〔

)

( f“ 1
,

…
,

k )

( 玄二掩+ 1
,

…
,

n

)

这里

牙玉(t
, ‘

)

砰王(t
, 〔

)

[ B
‘一。.

( b ) 〕{l + a ‘[丑‘一u‘( 6 ) 〕(一 , ) , 2‘一告(卜
*)}一“, (一 , )

[ A
‘一u ‘(

a

川
1+a。[姓‘一 :‘(

a
) 〕、一 , ) , “: 一

今(t一
a
)}

一 , , ( , 一 , )

r
‘
(
〔
) 一

(

一

黔)二
,

a ‘一 (一 ‘,
(

-一

币认下力
蚤

其中协> M
‘川 是取定的常数

.
而M

‘
= m

ax 卜了(t ) !
.

l口 , 合]

证 我们仅对‘= 1
,

…
,

k 证明本定理
.
对i= 寿+ 1

,

…
,

n

类同
.
首先我们定义

a ‘
( t

, 〔
) =

“‘
( t )

刀
‘
( t

, ‘
) =

“‘+ 牙玉(t
, ‘

) + 厂.(‘)

( f =

( 玄二

1

1

…
,

k)

…
,

k)

然后
,
按定理 4 的证明方法即可证得本定理

.
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