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摘 要

无论对于刚体或是变形体
,

Gi b b s一 A p Pe n 方程是建立动力方程的行之有效的工具
.

本文将采

用 G ib b卜A p p el l方程来建立多变形体体系的动力方程
.

我们将指出采用该方法的 优 越性
.

文中

给出了具有显式表达的多变形体体系的动力方程
.

此外也采用了一些新的及近代发展的 概 念
,

诸

如欧拉参数
,

准坐标及相对坐标等
.

近年来
,

多体动力学引起各方面的兴趣
,

这是 由于有以下两方面的原因
.

首先
,

很多机

械系统和装置可以有效地用相互连接的刚体系统来模拟
.

其次
,

由于高速数字计 算 机 的 发

展
,

目前有可能对于基本的动力学方程组进行有效的数值计算
.

如果机械系统由若干相互连

接的刚体所组成
,

而这些刚体至少有一公共的连接点
,

但不是闭合的环状形式
,

这样的系统

称为开链系统如图1所示
.

有三种方法可以用来建立上述系统的动力方程
.

经典的拉格朗日方程在工程上有着广泛

的应用
,

但是对于图 1 所示的机械系统是不适用的
.

人们所感兴趣的方法是由 K an
e
和其它

学者所给出的“ 一 3 ’.

关于多变形体体系动力学所发表的文章并不多
,

而且很多研究者只是研

究一个物体而不是多个物体
〔‘一“’.

H us to n 曾研究过柔性和柔度在多体动力学中的效应
‘7 ’。

但

是关于多变形体体系动力学比较系统而严密的充分研究似乎还未见到
.

本文的 目的是打算研

究这一问题
,

并着重探讨 G ib bs 一
A p p el l方程在多变形体体系中的应用

.

本文由四部分组成
.

第一和第二部分包括问题的几何学方面和运动学方面
;
第三部分论

述采用 G ibb s一 A p Pe n 方 程来建立多变形体体系的动力方程
;
最后一部分讨论了本文所采用

方法的优点
.

一
、

变 换 矩 阵

图 2 中考虑一对典型的相互联接的物体 B ,
和 B ,

.

〔3 x 3〕的正交变换矩阵定义如下
‘. ’

n , ‘
·

n , 。 = S JK 。。 ( 1
.

1 )

以及

.

徐次达推荐
.
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图 2

S JK
一1

S JK
z z

S JK
s r

S JK
I :

S JK 2 2

S JK 3 :

S JK
; 3

S JK Z :

S JK 3 s ) ( 1
.

2 )

....r.l气

一一KS J

式中在仁S JK 〕中的J
,

K 以及单位矢量中的第一个下脚标分别表示物体B , 和B 。 .

矢量系n, ‘和 n . ‘(i= 1
,

2
,

3) 的相互关系为
:

n , ‘二S JK ‘。 n 。。

方程(1
.

3 )可写成为矩阵形式

正交的单位

( 1
.

3 )

f n “ 1 f n “ )

‘n , ,一‘n · ,
,

〔S J K 〕
了 ,

‘n , ’一
}

n , 2

}
,

‘n 。’一
}

n O Z

}
一 D 了3 一 、 n 全3 -

( 1
.

4 )

将式 (1
.

4) 两边乘以〔S JK 〕
,

并利用〔S JK 〕r 〔S JK 」二仁E 〕
,

〔E 〕为单位矩阵
,

我们有

{n 。
}

T = {n , } , [ S JK 〕 ( 1
.

5 )

应该注意到在以下的分析中
,

要经常用到式 (1
.

5 )
.

〔S JK 〕的导数在下面的分析中起着非常重要的作用
,

因此
,

我们需要较为详细地介绍
.

当分析B , 和B 。两物体的相对转动时
,

我们假定物体B , 是不动的
,

因而单位矢量系n , ‘也是不

动的 (即凡
‘== 0 )

.

因此
,

根据方程 (1
.

1 )
,

我们有
:

S jK ‘. = n j‘
·

6 , . ( 1
.

6 )

注意到

八, . == (。* x n * . ) ( 1
.

7 )

上式中0 .
表示物体B 。相对于 B , 的相对角速度

.

在以下的分析中
,

我们仅考虑这样的体系
,

在该体系中
,

j= 鹿一 1
.

将方程(1
.

7) 代入到(1
.

6) 便得到
:

S jK ‘。= n , ‘
·

(0 。 x n 。。 ) ( 1
.

5 )

上式中
, 。 ,

可表示为
:

。, = 。。: n , ;
+ 。。Z n o Z

+ 。, 3 n o 3 ( 1
.

9 )

n , ; , n 。 : 和 n幻是固结于物体B ,
中的三个互相垂直的单位矢量系(如图 2 所示 )

.

将式(1
.

9) 代

入到式(1
.

8) 后并写成为矩阵的形式
.

[SjK 〕= [S JK j〔研JK 」 (1
.

1 0 )

或者

〔不JK 〕二 [ S JK ] , [ S jK 〕 (2
.

1 1 )

以上式中
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。) 无s

一 口七2

一 口七s

0

口舌2

一口
‘ 1

0 ) (1
.

1 2 )

口七 r

产,.....�

一一K
�J砰

方程 ( 1
.

10 )与 K a
ne

￡“’
所给出的一致

.

我们应该指出
:

采用欧拉参数连 同相对角速度分量作为广义坐标导数可 以避免几何上的

奇异性
.

这意味着〔SJ K 〕必须用欧拉参数来表示
〔“’.

我们有
:

0 。, = 2〔户, e ‘+ 户: e ,
一 户3 e :

一 户
‘e , 〕

。* : == 2 [户: e ‘+ 户。e :
一 户

, e 3
一 户

‘e : 〕

。 , 。= 2 [公
se ‘ + 云; e Z

一 户
Ze :
一 户

‘e :
〕

上式表示相对角速度可以用欧拉参数来表示
.

}
( 1

.

1 3 )

二
、

角速度和角加速度

在图 3 中
,

相对角速度和相对于牛顿坐标系的角速度的关系可表示如下
:

Q :二 Q
,
+ 0 : ( 2

.

1 )

上式中Q。(存= 1
,

2) 表示物体B 。相对于牛顿坐标系的角速度
,

也就是绝对角速度
.

。 :
表示物

体B
Z
相对于B

;
的相对角速度

.

物体 B
,

相对于牛顿坐标系 的角速

度即绝对角速度Q :
可用矩阵表示为

:

Q : == [ 5 0 1〕{口
;
}, {n 。} ( 2

.

Z a )

上式中

{
”。‘

} ! 。
“

{ n 。}一 i
”。2

1
,

{甜
1
}一} 。

: 2

Ln 。:
J t 甜 : s

( 2
.

2 b )

类似地
,

我们有

Q : = 〔〔5 0 2二{口: 于〕r {n 。} ( 2
.

3 a )

。2 = 〔[ 5 0 2〕{。
2
}〕r {n 。} ( 2

.

3 b )

将式( 2
.

2 a ) , ( 2
.

3 a )和 ( 2
.

3 b )代入到式 ( 2
.

1 ) ,

我们便得到相对

角速度和相对于牛顿坐标系的角速度之间的关系式如下
:

{口 2 }= 〔5 0 2 1, [ 5 0 1」{口
,

} + {。
2
} ( 2

.

4 )

_

多
划协始
/

知动万

如果将 以上式中的 1 和 2 分别换为 J 和K
,

则 以上的关系式可以推广到具有N个物体的开链

系统
.

现在将这一般关系式写出如下
:

{口。}= 仁SOK 」T〔S OJ 3通口j} + 笼。。} ( 2
.

5 )

上式中。
。是物体B 。相对于 B , (j 二怠一 1) 的相对角速度

.

式 ( 2
.

5) 给出了相对角速度和在牛顿

坐标系中角速度的关系
.

将式 (2
.

5) 对时间求导便得到
:

, 气
、

d
, , 。 ~ , , _ , _ 。 ~ 二 _ ~

、 _ . 、

左5 才k全=
一

Jf
一

LL。口八 」
‘

L占以J 」1占才, 全」+ 悦。“全 ( 2
.

6 )

上式给出了相对角加速度和在牛顿坐标系中角加速度的关系式
.

在式 (2
.

5) 和 (2
.

6) 中
,

对 j不采用求和约定
。

质心的速度和加速度
.

现在我们来考虑图 3 中所示一对典型的相互联接的物体
.

为简单
起见

,

令 j一 1
,

、二 2
.

首先我们暂时不考虑变形效应
.

在图 3中
,

令百万滚示物体B ,

的质心
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相对于牛顿坐标系的位置矢量
。

贰
可表示为

: : ‘: 成
表示物体B

:

的质心相对于牛顿坐标系的位置矢量
.

矢量

PG :

= P‘
:

+ 仁
: + r :

= q ‘n 。‘+ 省
;。 n : 。 + r : . n : 。

将上式写成为矩阵形式如下
:

( 2
.

7 )

P‘
,
= [{ g }T + {君

,

} , [5 0 1〕, + {r么}T 〔5 0 2〕r」{n 。}

有了基本关系式(2
.

8 )
,

计算质心G
:

的速度和加速度便没有什么困难
。

时间 t 的函数
,

于是我们有

( 2
.

8 )

注意{君; }r 和笼r : }r
不是

户‘
:
二〔{空}T + {占

;

}T [S口1〕, + {r : }r〔S口2 1’」{n 。}

乒‘
:

二〔{J }T + {雪, }, 〔s d i〕r + 王r : }, 仁5 0 2 ] r 〕玉n 。}

(2
.

g a )

(2
.

g b )

以上两式也可以用另外的一种方法来形成
,

例如

户‘
2

二户‘
:
+ Q

、 x 七
、
+ 。

: x r Z

声。
:
= 户负 + 点

, x 亏
;
+ Q : 又 (。

, x ‘
,

) + 点
: x r Z

+ 。
Z x (。

2 x r Z

)

(2
.

1 0 a )

(2
.

1 0 b )

比较式(2
.

1 0) 和(2
.

9) 便得到 以下的两个关系式
Q : x 亏; = {舀

;

}, 〔sd l〕, { n。 }

。: x r:
二{r Z } , [劝

2 〕’{n 。}
(2

.

1 1 )

上式中

Q
:

= Q
一

+ 0 2

有了以上的基本关系式
,

要得到考虑变形效应情况下的质心G : 的加速度并没有什么困难
.

P‘
:
= PGI + Q

, x 亏
,

+ 众
, 又 (Q

, 又公; )+ 9
2 x r :

+ Q : X (Q : x r Z )

+ 2 (Q 1 x o占
:

)+ u虽 + 2 (Q
Z X O

r ,

)+ u r ,

(2
.

1 2 )

在建立表达式 (2
.

12) 时
,

作为一级近似
,

我们假定仁
1
十 u 蚕,

‘七
1 ,

以及 r Z
十 ur

Z
‘ r : .

这是 由

于 u占:

与云,相比
,

u占,

要比互
;

小得多
,

而u r :

要比 r:
小得多

.

在表达式 (2
.

1 2 )中
, 2 (Q

, x 口红 )及

2( Q
2 x O

r :

) 表示哥氏加速度
.

火
;

和 肠
:

表示相对加速度
.

它们均是由于变形所引起的
.

根据

式(2
.

1 1) 和式(1
.

4) 不难求得

卜‘
:
= [厦J }, + {省; } , [5 0 1」r + { r :

}少〔5 6 2」, + 2 {、: ,

}, 〔5 0 1〕,

+ 2 {、
r :

} , 〔S口2 〕, + {。; ,

}, 仁5 0 2〕’+ {。
r :

} , 〔5 0 2 〕, 」{n 。} (2
.

x 3 )

上式可以推广到系统由N 个物体组成的情况
.

当系统具有N 个物体时
,

上式便成为
:

户‘
、

= 〔{全}r + {雪, }牙[5 0 了」r + { , , }T〔5 6 尤〕, + 2王、: ,

}, 〔s口了」
,

+ 2 {、
r 。

}
,

仁s d 瓦」
, + {。:

,

}, 〔s o J〕, + {。
r *

}, 〔s o K 〕, 〕{n 。} (2
.

1 4 )

上式中
,

我们已采用求和约定
.

式中j= 左一 1 ,

寿二 2
,

3
,

⋯
,

N
.

根据链式规则
,

我们有

〔5 0 2〕二〔5 0 1〕仁5 1 2 〕+ 2 [ 5 0 1〕〔s 1’2 3+ 【5 0 1 1[ s〔,2 3 (2
.

1 5 )

上式中 仁5 0 1〕
,

〔5 12] 和 〔5 0 1 ]〔s至2〕可用显式给出 (为节省篇幅将其省略 )
.

只要将上式中

的 1 和 2 换为J和K
,

我们便得到〔5 0月
,

〔s J K 〕以及 〔劝门〔s J K ]
.

于是求得〔S OK 〕便

没有什么困难
。

三
、

动 力 方 程

现在我们来考虑如何建立变形体系的动力方程
.

我们将考虑一典型物体如图 4 所示 “‘’
,

并讨论如何给出 Gi bbs 函数
.

为此
,

我们选择O 点为未变形体的质心而C点为变形体的质心

(如图 4 所示 )
。

由图 4
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R c 二 R o + r叮

r口 + r“ “ r , + u

乙 。‘r。 + 乙 , 。r“ = 乙 m 。 r‘+ 乙 m : u

( a )

( b )

( e )

( d )

U
�

‘

卧一黝一一

G i bbs 函数可 以写成为如下的形式
.

G 一

; 乙
m ‘

喊‘
、

·

‘
r

一 ; 乙
m 。〔反

· + 护“‘」
·

〔减
· + 护“

,

一
; 艺

m
“

·

‘
· +

; 乙
m , r必

·

, d f

将上式进行变分我们有

占G = E m ‘

成
。

·

占旋
。 + 乙 tn ‘, d

, ·

乙, d :

上式中

占R 口= jR o + 乙 。‘d u

乙 m ‘

现在来考虑一对典型的变形体如图 5 所示
.

G ib bs 函数可表示为
:

G 一

孟M
,

户G
、

·

“G
*
+

;军
m 一民

、
·

凡
*

( 3
.

1 )

( e )

( f )

( 3
.

1 )
产

在上式中
,

对于 k 采用求和约定
,

而 k二 1
,

2
.

上式中M 。
表示物体 B ,

的总质量
.

P G :

为变形

体B ,
在牛顿坐标系的质心加速度

.

而p* ‘为变形体 B ,
中任一质点相对于质心 G 。 的相针加速

度
.

在图 5 中
,

G 支和G ;分别表示未变形体B , 和B Z的质心
.

令方程 ( 3
.

1) 由两部分所组成
,

即

G 二G ;
+ G :

G ; =

G i b bs 一 A p p e ll方程为
,

; M
七

户。
、

·

户G 、 , G Z
一

; 万
。。 ;

‘
。

“
·

( 3
.

1 ) ),

“。一

瓷
‘、

·
+

瓷
“奋一 Q

·
““

·

( 3
.

Za )

或者

才 /

、

\一
_
_

一

/ /

图 4 图 5
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{锨于
+

{黯}
一‘Q

·

“
一 ‘

,

2
,

3
, ‘

” ,

‘5 ’
(3

.

2 b )

在以下的分析中
,

我们首先考虑 G
, ,

然后考虑G 2 .

6‘
,
== M

x
P‘

,
·

d P‘
,
+ M

Z
P‘

2
·

6 P‘
,

上式中仅考虑系统只有两物体B
L

和B
: .

由方程 (f) 可见
:

d PG ;

和护 G ,

由两部分组成
,

表示如下
.

(3
.

3 )

将它们

占P员 == d PGI
‘

+
乙 m ,

占。
,

习 m :
占Pe ,

= dPe Z‘

+
乙 m :

舀u :

乙 m :
(3

.

4 )

上式中 占PG : ‘

和d PG : ‘

表示物体B
且

和 B 。
未变形时的质心加速度变分

.

d PG :

和 6 P G :

表示物体

B 、和B :
变形时质心加速度变分

.

现在我们分别将PGI
,

p G : ,

PGI
‘

和 PG : ‘

写出如下
:

PGI = 笼空}, {n 。}二 {n 。}, { P。 }

P‘
: ,

= {立
/

}T {n 。}= { n 。}
T

{ P‘
; 尸

占P‘
i
= 己PGI

‘

(3
.

5 )

、.,.硬,....J

孙一兄
、

乙
一 、"

,

.

十r

d PG 、‘

= {d 4
产

}r {n 。}

以及

、.了内心
.

nO
‘产、!

,‘....J户‘
:
二〔{之}T + {占

,

}r [ 5 0 1〕甲 + {r :

}, 〔5 6 2 〕r + 2 {、: ,

}, 〔s d i〕,

+ 2 {、
r ,

} , 〔S d Z」全 + {。: :

}
T

〔5 0 1〕’ + {。
: 2

}
, 〔5 0 2 〕? 〕{ n。}

卜G : ,

== 以之}, + {君, },
〔s口1 ] , + { , 二}, 〔5 0 2 〕, + 2 {、: ,

}, [ s d z ] ,

+ 2 {、
r , ,

}, [s d Z〕’ + {a : ,

}T [5 0 1〕T + 笼“
r : ,

}, [5 0 2 ]’〕{n 。}

上式中{ , 扮表示 G 奋(物体B
Z

未变形时的质心) 相对于 O : 的位置矢量
,

而王价
: ‘

卜和 王阶
: ,

}表示

其相对速度和相对加速度
.

现在仅考虑与刚体平动所相应的前三个广义坐标进行 加 速 度 变

分
。

于是

6 PG ,
== {d奋

产

}, {n 。}+
乙

,

乙

d 0

(g )

占P‘
,
= d P负

,

+
尸 , ,

6。
, _

r m l

d口
:

犷 , ,

d。
,

气石几止 = {戈
‘

}
r

{n
。

}+
.

畏
二

一

二一二 + 下片几止

乙 m Z

乙 阴1

山爪2

(h )

我们只考虑以上两式右端的第一项 (刚体运动)
,

代入到(3
.

3) 得
:

M
‘

{P‘
:

} + M
:

{P‘
:

}二 {Q
。

} (s = 1
,

2
,

3 ) (3
.

7 )

方程 (3
.

7) 中的广义力是这样形成的使得O
o

d叭是给定力在虚位移上所作的功
.

方程 (3
.

7)

是体系第一组动力方程
。

现在来考虑下面有关广义坐标 q 3 + ‘和 q 。+ ‘

的加速度变分

q : + 不= 伯
1‘,

q 。+ ; = 公
2乙,

d J
3 + : =

6J。
+ : ,

占山 z :

占山 : :
(l== 1

,

2
,

3 )

注意到PG 、

与 叭
, ‘和 廖

, , ‘
无关

,

因此我们有
:

6q = M
Z
PG Z

·

口必
一‘

[ {占: } T〔5 6 1〕, + {r 左}, 【5 0 2 〕, 〕6山
: :

口山 2 :
〔{r ; }r [S J Z三甲 3d山

2 ‘

}{
n 。卜 (3

.

sa )
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在 (3
.

sa) 中对 l采用求和约定(l= 1
,

2
,

3)
.

当体系有N个物体
,

我们有

4 3

。

~
二 ,

伙 「 a
_ , 、

. _ 。 二 _ _ _
.

、

_ _ _ 。 _ _ _ _ _ _ _

o 行 ‘
二 2以 ‘r G

· ’

L妙
。 : t l互, }

’

t乙U J 」
‘ + 通r 是}

’

L万o 八 」
’

.

」。。
·‘{”

。
} (3

.

sb )

(3
.

sb )中对 寿
,

j
, s ,

l采用求和约定
,

j= k一 l ; 左二 2
,

来考虑式(3
.

1 )
”

中G ib bs 函数的第二部分即G
2 .

,

⋯ N ; : == 2
,

⋯N ;

G
艺
一

; 乙
m 。:

‘
·, ·

‘一 ; 乙
m , ‘

协
1落

·

补
1 ‘+

; 乙
m Z !

节
2 ‘

·

莽
Z !

二 1
,

2
,

3
,

现在

( 3
,

g a )

根据方程 (b )
,

我们有

P
,
二P灵+ u l

一 re : ,

P
Z
= P孟+ u Z

一 r e Z

上式p ,
和p

:

就是 (3
.

g a) 中的p
, ‘l和 p

Z ‘.

为书写方便
,

从现在 以及以后的讨论中均将 i省略
.

p : 和p
:

表示任一点相对于 G
:

和G
:

(物体变形时质量中心) 的位置矢量
.

p孟和 p 孟表示同样质

点相对于 G 工和G 孟 (物体未变形时的质量中心 ) 的位置矢量
.

u : 和 u :

表示由于变形效应所引

一一一今
-

- - - 争

起的位移
.

矢量 r。主和rc
:

的模分别为 IG 呈G
,

}和 IG 二G
:

!
.

“‘
:
= 乙 。1

吞
,

·

“奋
:
+ 乙 m Z

户飞
·

占民 (3
.

g b )

注意到我们仅采用加速度变分
,

于是

d p
一
二占Q

l 又 P
, + 占u l

dP
Z
二 dQ

: 又 P
Z

+ 乃。
2
二 (d山

:
+ 占Q

,

) x p
Z

+ 占。
2

以上的变分代入到式 (3
.

g b) 中可得
:

。G
:
= 乙 m ,

[。
: x p

:
+ Q

: x (Q
: x p

,
) + 2 (。

; X 。
:
)+ 。,

〕
·

厂6 Q
, x p

, + 占。
工

〕

+ 乙 m Z

〔Q
Z x p

Z
+ Q

Z x (Q
: x p

Z
) + 2 (Q

: x 0
2
)+ u Z

二
·

〔乙由
: x P

:
+ 占Q

, 又 P
Z + 合。

2

」

将 (3
.

11 ) 展开
,

首先计算与变分 必Q
, x p

l
) 相对应 的项

,

即

乙 m ,

〔立
: x p

,
+ 。, x (Q

: x p
;
) + 2 (Q

, x 。
,
) + u ; 〕

·

(占豆
, x p

,
)

= {6幻
,

}T { n l

}
·

乙 川 ,
p

, 义 [Q
, 又 p

: + Q
, x (Q

, 又 p
l
) + 2 (Q

, 又 。
,
) + 。1

〕

通过计算不难证明以下的杀系式

(3
.

1 0 a )

(3
.

10 b )

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )
.

乙 m ,
p

, 又〔矗
, 、 p

l
+ 。

1 又 (。
1 义 p

l
)+ 2 (。

1 x 0
1
)+ “!

〕一 {n l

}
·

{
「‘

1

〕{户
1

}

+ 〔叮
;

〕〔I
,

3{。
,

} + 2 乙 m l

(p ,
·

O
,

)仁E 〕笼。
,

}

一

(
2 乙 m !

p
l

·

。
1

)
: E 〕、。

1

}+ 乙 m l

: :”
, ·

: + : 。
,

」一 : , · ,

〕:、。
,

} (3
.

13 )

上式中

〔1
1

〕= 〔I , 。〕+ 〔I
, , 」+ 「I

; 2 。

」+ 仁1 1 2 。」; P
,
二 P至+ u , 一 r。 , 以及

p l : n , : = (p 工‘一 u , ‘一 r 。 : ‘)n l ‘ (l二 1
,

2
,

3 )

f
,

P f
:
d m

一

{
。

f
:

川
3
d lnlP

r...沙

一

2

口r曰.占

P

月‘...J
+ 川; )d 。 ,

一 P几d m , (i)1
.

1

P
J‘.、

尸,J...

1 1 。-

尸,二

P
了.、

月l生.么「
工

(。‘“+ 。‘“, d m l

一

工
p‘l p ‘么d 用

1

一

{
p‘l p ‘

3 d 脚
1

{P丁
: 户蛋

s
d 。

, + 川; )d 叭
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{
(p :

1

一 + p ‘2“1 1

, “川
1

[I
; , 〕“

2

1
(p :

2

一 + p ‘
3“1 3

, d , 1

一

!
(。 :

1

一 + p ‘
2“1 1

, d 仍
1

一

l
(p :

t

一+ 。‘
3“ ! !

, d m l

2

{
(。:

3

一 + 。‘!

一 , d m l

一

l
(。:

!

一 + 。‘3

一 ,“, 1

一

{
《。: !。 1 3 + ; ‘3“1 1

, d , !

一

{
(p ‘

2

一 + 。‘
3

一 , “m l

2

{
(p :

1

一 + p ‘
之

一 , d O I

( j)

、少、,声、.产

klm
J

‘、
。
卜

吸了、

j

‘、|

〔I; 2 。〕二

{
(·:

2 + ·
:

3

)d O I
一

)一
d阴

1

一

{
。, 1·, 2

、。 ,

一

!
·, 、·, 3、m :

{
‘·‘

3
+ “
‘

!
,‘济

1

一

丁
。1 2

一d m l

一

{一
d m l

一

}一
“1 3

d m ‘

!
(一 , + ·‘

2
,“,

仁I
; 2 。〕二 {

M
、(r忍

、: + r忌、
3

)

M
: r 口 , l r刃 ; 2

M
i r 。一: r口 1 -

M
: r口 , 、r。、:

一M
,
(r丢

, :
+ r丢

; , )

M
lr口 ; 3 r口 1 ,

o 一口 r3
口一2

口 x 3 o 一口
1 -

一口
: :

口
, , 0

l r o i l r c i ,

l r口 12 r口 xa !
MM

一M
、

(r
急

1 , + r忍, 2 )

1 0 0

0 1 0 〔办
,

〕二

0 0 1 〔
0

“x 3

一材一2

一 份1 3

0

u l-

u z Z

一 材1 1

0

.....r.L

一一
�移

户l.J

,

、.
.

....J

,

、.....,r...l�

一一E

0

P 盆
,

一 p 呈
:

一P ;
3

0

P二
、

p 二: 0

〔万盖〕 一P

0

〔, 。 ,

: 一

{ r e l ,

一 r o z Z

一 r o 1 3

0;,l

r o l l

r 叮2 2

一 r 叮1 2

0 {
、尽...Jrll..‘

一一

! 。
‘,

)
{口‘

卜 }
口

‘·

i
,

L g
1 3

)

{
公1 1

)
‘“ ‘尹二 ) 替

, ,

i
又n ,

t u x , J

作为一级近似可以将二阶小量略去
,

于 是 【入
: 。 〕

,

〔几
2。〕以及其它二阶小量项均可略去

,

方

程 (3
.

12 ) 便简化为
:

乙 m , [豆
, x p + 。

, 又 (Q
, x p , ) + 2 ( 。, x 。

:
) + u ;

〕
·

( d豆
, x p , )

专

一、“户
1
}·

l
〔〔1

1。〕+ 〔‘
1 1
〕:、户

1

卜〔。
!〕〔〔1

1。
〕+ 〔1

1 ! 〕」‘“
1
,

+

{
2 ( p :“! ) d 协 1〔E 〕{“1

卜 2

{
( p ;

·

。
1 )仁E 〕‘“1 , d m l +

I
。”; 」{“

1 , d o l

〕 ( 3
.

1 4 )

类似地
,

我们有

兄 m :
〔点

2 x p
Z
+ 。Z x (。

2 x p
Z ) + 2 ( Q , x 0 2 ) + u :

〕
·

( d由
2 x p : )

一 、“‘
2
}·

l
:〔‘

2。
〕+ : ‘

2 1
〕〕‘户

2

, + 〔。
2

〕〔〔‘
2 。
〕+ 〔‘

2 1
〕〕‘“

2
,

+

{
2 ( p ;

·

。
2

) d O Z
〔E 〕‘“2 }一 2

{
‘p ,

·

“2 , 〔E 〕‘“
2
, d m l +

{
〔”‘〕、“

2 , d m Z

〕
( 3

.

15 )

上式中
一

{
。;

Zp ; 生d m Z
一

{
。‘王。‘

3
d m Z

仁1
2。
〕二

P
了.、

r..泛{
l

(。‘; + 。“, d、

一

{
。“

Z p “
ld 州2

一

{
。‘

3 p , 1“。
1

{
‘。‘; + 。‘犷, d , 2

一

{
。‘。p ‘

Zd m Z

一

{
p ; 2。; 3d“:

封+ 风J)d 叭
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上式表明以上所列的表达式 (i) 一 (n) 均可用于方程(3
.

15 )
,

只要将第一 个下脚标 1 换为 2 即

可
.

下面我们来考虑方程 (3
.

1 1) 中与 (占Q
, x p

Z

) 相对应的项
.

为此需要再一次使用变换矩

阵
.

经计算后得到
:

艺。2

[盛
: 又 p

: + Q
: x (Q : 又 p : ) + 2 (Q

: x 。
:
) + 。2 」

·

(。6
, 又 p : )

一、“户
工

}·仁5 1 2 〕
l
〔。‘

2 。

: + 〔1
2 1

〕〕*“
2 }+ 〔蔚

2

:〔〔‘
2 。

〕+ 〔‘
2 1

〕: {“
2

}

+ 2

1
(p ; 。

2

)d O Z

仁E : {。
2

卜 2

歹
(p ;

·

。
2
)〔E 〕{、

2

}d tn Z +

爹
〔”; 〕{。

2

}d m Z

〕
(3

.

1。)

为了避免冗长的表达式
,

引入 以下的记号
.

! U 一

)
,

_

令 { U
·

}一 {里
, “

{
一 〔[了“

。

二+ [了一 j]{月 。}+ [。
·

〕〔[‘一 ] + [‘一 ] 〕{“。}

,

t U * 3

J

+

)
2 (p :

·

“·)d m 士

: E 〕、“
·

卜 2

!
(p :

·

。· )〔E 〕、。·}d m ·+

了
:”: 〕、“。, d fn 。 (3

·

‘, ,

将(3
.

1 4 )
,

(3
.

25 )和 (3
.

1 6 )代入到式 (3
.

2 2 ) 并注意到式(3
.

2 7 )
,

占G
Z

可表示为
:

d G
Z
二 {占亩: }r [{ U

,

}+ [5 1 2〕{U
Z

}] + {乙苗
2

}, {U
Z

}

+ 乙 m ,

吞
;

·

占。
,
+ 乙 m :

民
·

“。
2

(3
.

2 5 )

应注意上式中{占。; }r 和{占户
:

}, 是一样的
,

它们都是物体B ,
相对于牛顿坐标系的角速度

.

上式

可推广到系统由N个物体组成的情况
.

占e
Z

= {占‘, }, 〔[s J尤〕{u
,

}] + 兄 。,

盲
。 ·

占。
:

(3
.

1。)

上式中
,

对于j
,

壳和 , 采用求和约定
.

j二 1
,

2
,

⋯
,

N ; 儿二 1
,

2
,

⋯
,

N , 而且儿) j
. 。二 1

,

2
,

一
,

N
·

迄今
,

我们已给出关于乙G 的
一

般表达式
.

请参阅方程(3
.

sb ) 和 (3
.

1 8)
,

因此不难求得由 N

个物体所组成的体系的动力方程
.

为简单起见仅考虑体系由两个物体所组成的情况
.

其动力

方程可用显式表示如下
:

、Ileel、

l
.

j,in山3UUU
了.....、.2、
....1.、

+

、...甲!、
了

l
少〔{ :

l

}· : 5 0 1 1· + 、r ; }
·

〔5 0 2 〕7 〕
}
、, ‘2

}

:、:
1

}·〔s“1〕· + 、r ; }· : S“2 〕·」
}
、”。

,

,

:、: : }·〔5 0 , 〕· + { , ; }·〔5 0 2 : ·〕
〕
、p 。

:

,

a脑a肠。肠
rl,we
.

Jr.seL厂.
.

I
L

MMM

!
,

l
ee
J

{ U
Z ‘

} ! Q
‘

)
+ 〔“‘2 〕{

U
“2

{
一

{ Q
“

{
t U

: 。

J t Q
。

J

(3
‘

2 0 a )

。{· ; , ·。S“2 〕·〕
〕

{卜一 ,

〔、: ; }? : s夕2 〕·〕
}
、户一 }

〔{ , : }· : S“2〕, 〕
}

{户一‘

(3
‘

2 0 b )

、...!!
.、‘少.,.....了

11弓1夕�UUU
了....,|‘l|eeweL

+

、.leeto、

!
a
.

口a
.

曰a
。

由

MMM
J

了....,|/、......‘
�
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上式中{ U * }的定义参见式 (3
.

17)

方程组 (3
.

2 0) 表示相应于变分占乙
; :和占众

: (l二 1
,

2
,

3) 的体系的动力方程
.

以上方程中

的广义力Q
3 十 :

和Q
。十‘ (l= i

,

2
,

3
,

)是这样形成的使得Q
3 十 : d g 3 十‘+ Q

。十

泊g 。十 ‘是给定力在虚位移

上所作的功而且有 夕
3 十 ‘二‘ : : 和寸

。十‘= 或
‘

以上的讨论中仅涉及到相应于刚体运动的加速度变分
,

关于变形效应尚未考虑
.

现在来

考虑变形效应
.

今将该效应用以下的广义力及其相应的加速度变分来表示
.

己G 。 ,

一Q , ,

占q B ,

= 0 (3
.

2 1 )

在G ib bs 方程 (3
.

21 ) 中
,

下脚标 S, 表示由于变形效应而引起的 Gi bbs 函数和广义力
.

今将

Q , ·

d q 。 ,

表示如下
:

。。
,

“, , ,

一

{
, T

·

‘·d s 一

{
; a ‘, ““ J d 厂

上式中T为单位面积的表面力
,

a ‘, 和 e ‘, 是应力张量和应变张量
.

采用了小变形的假设并假定材料服从虎克定律
。

经计算得
:

(3
.

2 2 )

在考虑变形效应时
,

我们

{
: T

·

“。d s一

!
F a ‘了占。

! , d厂一

!
, 〔
一

“‘J + T
‘

l占“
!
d s

+

)
: 。v

Z。 + (。+ 之)g r·d d i·。〕
·

(。。)、:
(3

‘

2 3 )

上式中
,

对 ‘和 j采用求和约定 (i
,

了二 1
,

2
,

3
,

)
.

应该指出
,

土式对于体系中任何物体均适

用
。

如果体系由两物体B
,

和B
:

所组成
,

由式(g )
,

(h) 和(3
.

18 )可见
,

在jG
,

和d G Z
中均包含

有相应于变形效应的加速度变分 如
, 和如

2 .

今将它们写出如下
,

为避免混淆用下脚标s, 来表

示
。

占G : ,

= 占G
工。 ,

+ 占G
Z 。 ,

由式(g )和(h )我们有

d G

由式(3
.

1 8 )
,

; 。 ,

一
{

J F i

我们有
:

万
1

卜。
,

·

。。
,
J。

: +

{ 器
2

,
,

朴。
2

·

。。
1
、。

, +

{ 万
:

户。
2

·

。。
Z
J :

2

J v i 上 , 上 1 J F Z

d G
Z

一 !
: ,

。
1

莽
1

·

占“
l
d 厂

1 斗
一

!
: :

。2

吞
2

·

占“
Z
d 犷

_

L式中
,

石
:

和万
:

分别为物体B
,

和B
:

的密度
.

综合以上结果可得
:

{ 「。
;

补
, 、。

,

“e ,
+

黑
2

万
,

凡
:

一 :。v
2 0 1 + (。+ * ) g r ·d d iV 。 ,

:1
·

占。
,
d 犷

,
一 。

*J r l ‘ 二 下上 l
一」

{
s ,

仁(·
IJJ I : , 一 T

l ! )“。
, !

d s
!
一。 (*

,

, 一 1
,

2
,

3 )

材月1.夕之一
,

户油,、‘.�

上式中 几和 拼是拉梅常数
.

应注意上式中p
: ,

p
, ,

u ,

和 u ,

是用转动坐标系 (n
, , ,

描述的
,

而 PCI 和P‘
2

是用牛顿坐标系 ( n 。, ,
n 。: , n o 3 ) 来描述的

.

在 ( 3
.

2 4 a ) 中
,

下公式表示

p
, = Q , x P

, + Q
: x (Q

, x P
I ) + 2 ( 0 , x 0 1 ) + 。,

我们应该指出
,

在 ( 3
.

2 4a )中
,

P口
,

和 PG Z

应该变换到转动坐标系
,

( 3
.

2 4 a )

( 3
.

2 4 b )

n 工: ,
n 1 3 )来

p
;
是由以

( 3
‘

2 5 )

认 d Z , 、
. , 。 。

_ , . ,

一
、 _

认 d
z , 、 m , 。~

_ , . ,

。

r G ‘
== 不扩 L呢n ‘少

‘

L。口 I J
‘

悦厂G ‘少J
,

r G ,
二

“

己产
一

L理n ‘全
‘

仁。口1」
‘
1尸G ,

于」

类似地
,

物体B Z的动力方程可写为
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{
: :

〔, 2

‘飞+ 万
2

“: :
一〔。v

: 。2 + ‘。+ “)g二d d ‘·“
2

〕l
·

““
Z
d犷

2
一”

1
5 :

。(·
2 , a Z‘, 一 :

: , )。·
2 ‘:、s

:
一。

(3
.

2 6 a )
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( 3 ) 当考虑到变形效应时
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