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摘 要

基于张量分析
,

本文在任意曲线坐标系中导出了用原始变量表 达 的 N av ie r 一

St o k e s (以下简

称 N 一S ) 方程组弱守恒型通用形式
,

其中速度采用了逆变或协变分量
;
与将复杂的 坐 标变换嵌入

该方程组的流行做法相比
,

本文所得方程组的形式简捷
、

直观
、

更适于在贴体曲线坐标系 中 直接

求解
.

文中详细讨论了这个方程的因式分解过程即将一个 ”维流动化为 n 步一维问题 来 求解
,

每

一步只需解一个块三对角矩阵
,

从而避开了大型矩阵求逆
,

提高了解题速度
,

进一步推 广和 发展

了 Bea m 一

W ar m in ‘的因式分解法
.

一
、

引 言

随着计算精度的提高
,

需要较精确处理 复杂的物面形状及合理 的布置计算 网 点 稠 密分

布
,

贴体曲线坐标系便逐渐广泛使用了
〔’一 “1 ,

所以 研究在任意曲线坐标系 下 N
一
S 方 程 组的

通用形式就显得格外必要
.

目前国内外已发表了各种坐标系下 N
一

S 方程组的不 同形式
t‘一 7 ’,

但绝大多数都没有使 用逆变或协变速度分量而是通过坐标变换将直角坐标系下的速度分量嵌

入到曲线坐标下 N
一

S 方程组中
t”

,

因此所得方程在形式上便显得有些复杂
.

本文则 直 接使

用张量分析得到了 N
一
S 方程组的不变形式并进一步把它归并为弱守恒型

,

表达 式 简洁并具

有较强的通 用性
.

文中还详细讨论了将这组方程进行近似因式分解的过程
.

二
、

高阶张量场的梯度
、

旋度和散度

高阶张量的涕度
、

旋度和散度等价于 算子
e ‘

(a闰
二‘)

,
e ‘ x 归/ 口, ‘

)
, e ‘

·

(口/ a二
‘
)

用于该张量
.

今考察标量场 f
,

矢量场 a
,

二阶张量场 e , e “: , ‘ 其相应的公式是
:

v f = e ‘
v ‘

f二 e ‘。f/ 。二
‘

v a = e ‘e jv ‘a ,

v (e je ‘了 , 。) = e ‘e je 七V ‘了, *

6 1 e Z 6 3

分别作

(2
.

1 )

(2
.

2 )

(2
.

3 )

v x a 一“, “e o v ‘a , 一
产

_ a / 。x ‘ 。z。二
2 。/ 。二

“

拟 夕
l

(2
.

4 )

a x CZ a 3

. 卞荫贵推荐
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V x (e je 含r , 。)=
。‘J舌e o e a

V ‘了, 。 (2
.

5 )

1
V

·

a =
一
下

_

丫 g

。(犷万
a ‘

)

口劣‘
= V ‘a ‘

(2
.

6 )

V
·

(e 了e 七了, , )= e ‘V , 丁j. (2
.

7 )

式中{a 。}
,

{了 }分别为 a 的协变分量和逆变分量
; {介 , }

,

{护J}分别为相应的二阶张量的协变

和逆变分量 ; {e ‘}
,

{e ‘}分别为曲线坐标系的协变基矢量和逆变基矢 量 ; V ‘
为一阶 协 变 导

数
; g 为度量张量 g ‘, 的行列式 ; 介‘了七}为 E dd ing t皿张量 ; 这些公式的详细推导可参阅文献

[ 8 〕
,

[ 1 1〕
。

基于上面基本算子对张量的作用
,

便 易 推 出 L a p la c e
算子对 f

, a 及张量 e了e 呀, 。
作用

的公式
:

v
·

v , 一 。:
·

。

呈
.

(
。,

v
·

v a一 。‘
·

。

乡(
e ,

器)
一。。, v ‘v , ,

露)
一。‘, e ·v 。v , 。*

(2
.

8 )

V
·

V e了e 扮r , 。== 夕‘, e . e a

V oV j丁。a

其中王了
J}为度量张量

.

(2
.

9 )

(2
.

10 )

三
、

曲线坐标系中粘性应力张量的表示

设 V 为流体速度
,

变形率张量
L。’

e = {V V + (V V )
。

}/ 2 (3
.

1 )

在任意曲线坐标系中为
:

。= e ‘e j(V ‘。 , + V , v ‘
) / 2 = e ‘e , (V ‘v j + V 了v ‘) / 2 = e ‘ej。‘, 二 e ‘e , 。‘j (3

.

2 )

式中{v 。}
,

{v ‘}分别为 V 的协变和逆变分量
; {。‘, }

,

仕
‘了}分别为变形率张量的协变分量和逆

变分量 , 显然 价 , ,

尹都是对称的
.

应力张量是变形率张量的线性函数
〔‘0 ’,

可表为“ ‘, “’:

。
_ _ : ;

「 / n
.

2 八
, , , ,

]
_ , ,

_

J l = . ‘. 了T
’ J

二 l一吸厂 +
一

o-- 拼V ‘v
’

刀g
, 7

+ 2拼己
, J

l e ‘e 了= (公”
J
一 g

, J
尸) e ‘e J

L 、 d I J
(3

.

3 )

其中{r ‘了}为应力张量的逆变分量
; { r , ‘了}为粘性应力张量的逆变分量

; 尸为 正 压力
, 拼为粘

性系数
;
显然 尸夕

, r , ‘了
也都是对称张量

.

将 (3
.

2) 式代到 (3
.

3) 式便 得 到 粘性应力张量逆变

分量的表达式
:

: ’‘, = 拼(V ‘v , + V , v ‘)一 (2 / 3 )拼夕
‘, V 。v 白

= 仔(g ‘
a

g J声+ g ‘夕g j“一 (2 / 3 )g ‘, g
a
夕)V

a v , (3
,

4 )

其中v ‘,

v , 分别为一阶逆变导数和协变导数
.

四
、

弱守恒型N
一
S方程组的通用形式

连续方程

絮
十 v “Pv

‘
, 三

一

餐
一

+

六赵焉皇烈2一。
(4

.

1 )

其中 p 为密度
, t为时间 ; 沪 为 V 的逆变分量

;

动量方程
:
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日t
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其巾考衬
‘ }为应力张量的混合分量 ; 将上式两边 同时点乘 e 。 后得

日( p 。 * ) /日t + V , ( p v 了v * 一 : 了。 ) = o

上式两边同乘 扩
“ 后得到

:

口( p v ‘) / 口t + V , ( p v jv ‘
一 : j‘) 二 o

能量方程
:

( 4 2 )

令
e ,

言分别为单位体积和单位质量流体内所具有的广义内能
〔” ‘“’,

能量方程为

d言 _
_ _

月岁

p

丽
一 v

·

( “
·

v ’+ v
·

‘“v 丁, 一户简
一

+P
“‘v , ‘+ 言

l
一

箭
十 v“。

‘
,」

= 口e /口t+ V 。( e 。‘)

其中 义为流体的热传导系数
; T 为温度 , 又因

V
·

(万
·

V )二 V ‘( r ‘J口 , )

V
·

(几V T ) == V ‘(几夕‘,口T / ax j )

于是 ( 4
.

3) 式可表为
:

ae
闰t + V

‘

( e v ‘一 : ‘了。, 一几g ‘夕a T / 口二
夕) 二 o

将 (4
.

1 )
、

(4
.

2)
、

(4
.

6) 式合并
,

便得出弱守恒 N
一
S 方程组的通用形式

【吕’

( 4
.

3 )

( 4
.

4 )

( 4
.

5 )

( 4
.

6 )

、

、产行矛月岌硬了、

、‘JdJ勺.月J.。卜卜|卜t

十
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f

.

”沪
_

1
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+ “
“‘
p
}
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t 了夕未 尸、
, ) ‘ )

= V

0

丁 , 1‘

丁 , 2 ‘

丁 , 3 ‘

, ‘了。 , + 几g
‘了口T / 口二了

一厂 }‘p v ,

P v ‘沪厂 : , 一P v ‘口了厂 ;

p v ‘v j厂 : j一 p 口么刀 j厂 }

P。 ‘口 ,厂才j一 p 口3洲厂 :

一厂 ; ‘( e + P ) v ,

旦叙+

尸卜伽际匕
a一at

其中 尸为正压力 ; 。‘,

了
了, : , ‘了

分别为速度
、

度量张量和粘性应力张量的逆变 分 量
; I飞

,
为

第二类 Ch r i s t o ffe l记号 ; ‘
,

j
,

介二 1 ~ 3
.

五
、

N 一
S方程的近似因式分解

在本节讨论中引进下面的专用符号
:

E ( U ) 三

P 口2

p v 里u Z + 夕1 zP

户u , v Z + g 2 2P

p v 3 口2 + 夕8 2P
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p 刀乞刀 1
+ g 2 1P

p v 3v ’
+ 夕s lP

( e + P ) 刀‘

P v 3

p v lv 3
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P
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、
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气 (犷)
么
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·

V

其中正压力 P 可表为
:
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r.,.住,

2

!
、‘早日...J式中 {

“1

! {

}
“’

{
云
}

t O 3 )

9 1 1 9 2 : 9 1 3

夕: 2 9 恋3

9 3 2 9 5 3

,�nJ夕g

a ‘三 (下一 1 ) (厂)
之 : ) ’一

, e v l

P
口6

_ 护召

P

下一 1

2
( V ) 么一 ( , 一 l ) v ‘a ,

a 。三 (丫一 1 ) ( V )
艺 u Z
一 0 7 _ 夕e

p

下一 1

2
( 犷) 念一 (v 一 1 ) u Za Z

a 。三 ( , 一 1 ) ( F ) 2 口s
一

_
_ 下e

, U O 二二 二
- -

尸

下一 1

2
(厂 ) 上一 ( 夕一 1 ) v sa 3

..3
V,JVe5er下丫

为了研究粘性应力张量的协变导数
,

将 ( 3
.

4) 式改写为
:

r , ‘’= b汀
, a v . / 。二

“

一 a
二梦

’g 。 。
厂侣

。 v “

a
二梦

, 兰拼( g ‘
。

g , 声+ 夕‘声夕, a

一 ( 2 / 3 ) 夕‘’夕
a
”) ,

b玉梦
’注夕

a
, a
玉梦

’

( 5
.

4 )

式中 k
,

a ,

刀
, a 为求和指标 , 显然有

。

扩三 。

胃
’,

况梦
’二 b岁

’ ( 5
.

5 )

于是 ( 4
.

7) 式可整理为
:

a

a x ‘

十
aN (U

,

U 二 ,

)
a x s

口5 3
( U

,

U
、‘ ,

口劣3

+

P v ‘

一v ’v ‘
+ 9 1‘P

Pv Z v ‘+ 9 2‘P

户v 3v ‘+ 夕3 ‘P

( e + P ) v ‘

a s , ( U
,

U
、, ,

ax l

aH ( U
,

U 二 , )

一 口戈1 +
日M ( U

,

U 二 : )

日x Z
l
..llesL

.

户�

日口

Ux 。
一

+ 旦夕述丛扮世川
O X 一

+ 互砂 + aQ
‘(U )

口劣 ‘
+ R (U

,

U 二 , ,

U x , ,

U
二3 ) ( 5

.

6 )

式中

H (U
,

U 二 :

) 二〔o
,

b二}
‘’a v 今

/ a二
, ,

b二气
2 ,。v 舌

/ 日二
‘,

b导铲
, a。七/ 日二

‘ ,

f
:
〕,

M ( U
,

U 二 : ) 二〔o
,

b跪
‘’a v “

/ a二气 b二
2受,。。 介/ a 二

2 ,

b锣
, av 舌

/ a二
, ,

f
Z

3r

N ( U
,

U 二 3

) 二【o
,

b挑
‘’日v “/ 口二。

,

b二梦
, 口v 含/ 日二3 ,

b诊, a。奋/ ax 3 ,

f
。

〕,

Q ‘( U ) 李一〔0
,

a , 。a
冷

’r 忿, 。, ,

g , 。a
盆梦

, r 落, v , ,

夕, 。a

玲
, r 亡,

v , ,

f
:

〕,

介l‘.esll..wel汾: ; (。
,

U , , ,

。二3 ) 二

⋯
l

S : ( U
,

U 、 : ,

U : 3

) 二

0

石盆梦
’av 介
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‘’a。舌/ 。
“3

b易梦
’a v .

/ 。二
么+ b二铲

, a v . / a 二
3

b易梦
,日v “

/ 。
, 么

+ b二犷
’a v 加

/ a
x .

了
‘

0

6抓
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/ 。
: ’+ b胃

’av 今
/日二

,

b毛飞
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, a v . / a 二
3
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3 ’a。‘/ ”二 ‘+ b褚

’口v 合
/ a二

吕

f
,
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b跪
‘’口。舌 /a二

‘
+ b跪

, ’a v “
/ 。x ‘

右幼
2’a v 西

/ a 二
’
+ b扮

’a v 七
/ a 二

2

b劝
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‘
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’。v 称
/ a 二

么

f
。

* (。
,

。
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。
二2 ,

一⋯
!

p几
, 。,

户厂 ;
, 。, 。‘+ p r ;, 。‘。, 一厂{, : ’

矛‘一 厂l
, : ’‘,

户厂{
, v , 。2

+ p r 幸,
v ‘。了一 r :,

r ’
了2一 r 蓄

, r ’‘,

p r {
, 。了v 3 + p r 言

, 。 ‘。J一厂: , : ’
夕, 一 厂寻

, r , ‘,

(e + P )厂l, 。, 一 F I
, : , 了希v 。一 几厂{

, 夕了叨T / 口二
七

其中‘
,

j
,

k
,
a

,

刀为求和指标 ; 上注脚 T 表示矩阵转置 ; 符号 f
, ~ f

:

的定义如下
:

f
、二 g , , b乳气夕

, v声a v 希
/ 口二

‘
+ 几g

, ’。T / 口
x ‘

j
Z
二 夕, , bw

’v 声av 今

/口二
2
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2 2 aT / 口
二 2

f
,
二 g , , b是飞夕

, v 声日v 冷
/ 口

、 3 + 几g , s口T / a
、 3

7戈7一戈了
�

Xa一a日一a日工口

、、
“

协
,

影
十 * , “

协唱苏
+ 、

2

器
十
、

,
。三 g , , ”。, ) ·,

器
+ 。, , 。、:

) 。,

会霎
+ , 。

2 1

,
。二 o , , “祝‘

) · ,

器
+ 。, , “w

) ·,

鑫竺
+ 又。

a l

f
:
三 a
二梦

, r 尝, 习
。 。v , v 。

+ 几夕么。

+ 久9
3 2

7
占
一劣叮里一工口一a口]a

在上面的符号定义式中要注意对指标 j求和 , 符号 U 妙
,

U 妙
,

U 妙 分别 表 示 U 对 丫
,

扩
,

护 的普通偏导数
.

如果将 U 的时间微分用下列差分近似
〔6 1

。一毋
△U ”

二
8△t

1 十君

口
一 6 】一△U 万

十
O ‘

△t

1 + 占
君

‘产
- - .

1 ~ 一二万 1一l

l一台

‘ 1 二 . _ , .

八「/ 。 1 八
‘

.

。 . : . 。

〕
泣U

‘’
一

‘

十口】吸U 一 认 一 互1凸犷十 凸Tv l
L \ 乙 I J

( 5
.

7 )

式中上标
。
表示时间步数

; e 和 占为格式选择参数
,

例如取 e = o ,

占二一 1 / 2 时 便 得 到显式

的跳步格式 ; 注意在上式及以后章节的讨论中
,

符号△不再表示 L a p la c e
算子而表示增量

,

例如 八U
”

二U ” + ‘
一 U ” ;

如果将 H
,

M
,

N
,

Q ‘
作T a y lor 级数展开整理后可得下面形式

:

△H
”
=

把仁‘卜少翎夕户一
、

△M
” =

△N
” =

)
△U

·
+

晨
、(p

;
△。)

·

+ o ( △, 2
)

)
A U

·
+

备
(尸

Z
A二 ) · + o ( A , 2

)

)
A U

·

+
一

品
(尸

3
八。 )

·
+ o ( 么, :

)

和

好
一

叙好叙沙
,

奴记一|(
一

|�八二(

一一一
刀DD

‘

/‘.、Z‘.、
、
‘

奋‘、了
、

其中

△Qr= 附犷AU “
十 O (△产)

D : , aH / 口U
,

D : 二aM / 。U
, D 3 二。N /aU



N 一 S 方程组的通用形式及近似因式分解

P
,

, 。H / aU
二, ,

P
:
二 。M / a U

二 : ,

P
3
二 aN / a U x :

班
‘二口Q ‘

/ aU (f= 1
,

2
,

3 )

将 (5
.

6) 代入 (5
.

7) 并注意关系式 (5
.

3 )
,

整理后可得

卜撰碟
:

(
“一”

1
一、

1
十

器)
”
一、。

戈
:
尸 ; 十品(

“一。一邵
2 +

睁
a 1

(a 劣
2

)
艺

其中 I 为么矩阵
;

尸: +
一

具
口X

。 一
, , ,

.

口尸
。

\”

七 一 口
,

一川
,

+ 。 石 . 一
O 劣

“
/

a 2

(口戈 3 )
2

尸 :
」}
“U一”

(5
.

8 )

_
_

匕标
, 仍表示时间步数

; 左的定义是
:

左三
S A t

1 + 舀

0

口劣

(八s
,
)一 +

吴
:

(A :
:
)一 +

吴
3

(A S
3
)一 ‘+ ‘八R ,

” 一 ’

△t
十 ‘ 二 云

1 十自

日
_

一
, ,

_

。

‘ ,

(一 也 十 月 + 合 1

口叉
‘

口 ~
.

, ,
.

~
‘

_

a
.

~
_

, 八

,.

十 万
,

(一 厂 十 IVI 十 合
,

)
“

十
。 ,

(一行 + 州 十 合 ,

O 义
-

-

一 a X ~

res.!�厂...L

、

鄂
十户」

十 ,

知沙一 十。

「(
“一梦扣

2
+ “尸

注意 (5
.

8) 式采用了文献〔5 〕中( 6 )式的约定写法例如式中的

「卫
L 口义

的意思
.

(“一刀
,

)
·

l
“U

·

则表示晶
一

: (“一” ! )
·
“U

·

〕

参照文献〔5 〕
,

将 ( 5
.

8) 式作下面近似因式分解
:

!
, 十撰

一

!异 (
“一”

,
一、

1 +

器)
’
一 (

聂
)

:
尸:

叮

{I+
一

淡 [异 (
“一几一W

Z
+

一

盼)

{,+
一

撰 l添 (
C 一Ds 一牙

3
十

釜 )

a 2

( a% 2
)

2

口2

(日% 3 ) “

p :
」}

p “
〕}
“U

·

= 左+ O ( △ts )

此式把一个三维流动化为三个一维问题求解
,

具体计算时分别沿
、‘,

尹 与 砂

, 一。
:
一、

,
+

器)
’
一

属:)
2
尸

小
厅一”

( 5
.

9 )

方向进行
:

( 5
.

1 0 a )+
r注

r吸‘t

〕)
“口一八厅 ( 5

.

10 b )尸一

广

「
,

.

0△t 「

分十 飞千舀L (口%

“一“
2
一研

2
+

一

器)
’
-

‘一刀
3
一研

3
+

纂 )
”

- 口2

(口% s

2
尸 :
]}
△U 一“口

( 5
.

1 0 e )

/‘.、
、

J./、
、

刃了.、
、

旦掀。一面。
一

叙

十
r逮

rJ、‘

U
” 十 ’
二 U ”

+ 八U
”

( 5
.

I Od )

求解块三对角矩阵是近似因式分解法解三维 N
一
S 方程组的主要工作量

,

它避免了 大 型矩阵

求逆
,

节省了计算机内存且提高了解题速度
.

应指出
,

这里导出的 ( 5
.

10 )式是文献仁5 」方法的进一步推广和发展
,

是在非正交曲线坐

标系下用近似因式分解法解 N
一
S 方程的最一般形式

,

将此方程应用于二维直角 坐 标 系便得

到与文献〔5 」完全一致灼结果
.

另外在参变量梯度变化较大且易出现数值求解不稳定的区域

还要在 ( 5
.

9) 式右边加入数值耗散项
,

例如可参照文献〔5 〕或仁12 」加入四阶 或 适当的数值耗

散项
。

吴仲华教授一直关心和指导着本文工作的进展
,

卞荫贵教授也给予了细致的指导并阅读
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,

在此作者对他们表示深切谢意
.
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