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摘 要

本文按应力求解轴对称问题
,

以统一的格式导出了一系列有实用价值的通解
,

其中有的 是 已

有的著名的通解
,

有的尚未见文献报导
.

同时证明了各种通解的完备性
.

一
、

引 言

横观各向同性迥转体的轴对称变形问题
,

是 由月 e x 。。

叮
。澎

’ , 2 〕
首 先 提 出

,

他 推 广了

L ov
e
解

,

并计算了许多实例
.

El lio tt 〔“〕
得到了用两个类调和函数表示的三维问题解

,

特 别

适用于轴对称变形情形
,

同时也导出了几 e x H 。 玖‘。益解
.

文〔4
,

5了应用E lli ot t解求出了许多重

要的课题
.

胡海昌所导出的三维问题的解
,

在文 仁6」的应用中所给出的形式
,

在轴对称变形

情形
,

可化归月
e x H 。双 : 。盆解和 E lli ot t 解

.

文 〔7] 从位移表示的平衡方程出发系统地推导了

几ex
H 班
酬

二益解
,

并补充了完备性的证明
,

还推广 了A lm an
si定理

,

用以证明 E lli ot t 解 的完

备性
.

本文按应力求解轴对称问题
,

以统一的格式导出了一系列通解
,

其中有的尚未见文献

报导
,

有的包含了上述的两个著 名通解
.

同时
,

在推导的过程中
,

避免使用特殊的定理
,

以

常用的运算证明了各种通解的完备性
.

本文限于研究与文〔7〕有相同限制的旋转体
,

即它由子午面所截的区域 R 具有性质
:

平

行于坐标轴的直线交R 的边界至多两点
.

二
、

应 力 函 数 和 通 解

横观各向同性弹性体的平衡方程
、

应力应变关系
、

应变位移关系以及用应力表示的应变

协调方程
,

分别如文 〔1〕的 (7 8
.

8 )
,

(7 8
.

1 )
,

(7 8
.

7 ) 和 (7 5
.

1 0 ) 所示
.

不难导出不计体力

的平衡方程的解的一般形式
〔‘”’:

a Z
F

r r :

== 一口r 口z ’ a
:

= V 晨F
,
口,

二
a “

F

a z Z

a G
r 口r

a 夕
二
口艺F

日之 2

a Z
G

日r 名 (2
.

1 )

a

r a r
(2

.

2 )

式中
,

F 和 G 是两个任意函数
,

称为应力函数
.

将(2
.

1) 代入用应力表示的应变协调方程
,

得
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F
一

广
(a l : 一 a z , )

口G 口ZG

初卜一
~

百于厄
/ 口Z

F
.

a G

气
一

而
“
十 勿

r + a l l

_

口么G
十 ‘

_

厕

o r 一

+ 。 , 3
、 : 二

〕
(2

.

3 )

a
口
一

击

一
‘

黯
一备

〔· : 3v二。+ 2 · ; 3

豁
+ 一、‘F 〕

口名

= r a z “
/a

艺
F

、

护‘
a , ,

气。
之 “ + 。r “

月
“
F

.

a G

+a
工2

灭由
“ 十 ,

衍
(2

.

4 )

a Z
G

口r 之

a

二 一 r 口r

a G
r 口r

)
+ a , 3

V

)

F

」

一

,了r叹
一

a口
一
豹

由于

将(2
.

3) 对r积分一次
,

整理后得
a : : V 弃G + (a : ; + a ‘: ) a Z

F / 口
2 2 + a ; 3

V 轰F = B (z ) (2
.

5 )

式中B(幻是
: 的任意函数

.

利用 (2
.

5) 消去 (2
.

4) 式右端含F 的各项
,

然后分积分
,

得

a : 3v 二‘千(Z a : 。+ 。“ )

式中C (习是
z 的任意函数

.

口Z

F
a之 2

‘

一
_

口ZG
十 a : :

V 鑫厂 ” ( a , 1
一 a 1 2 ) 。 、:

一
口‘

1
, n , , , 、 ,

。
,

。 r 一

刀
‘’

气2 )十 ‘气z 少 气艺
.

b )
乙

再利用 (2
.

5 )消去(2
.

6) 中的 V 乳G
,

可得

.

日Z
G

,
.

, 、 ,

口ZF
, , 、 ,

。

a “(a ‘: 一 a ‘, )
一

而
‘ 一 La “a ‘一+ a : 3 ‘a : : 一 a ‘“) 」决

:
一 ‘a “a 3 3

一 a ; 3 )V 云厂

= a , 3B (: ) + a ; ; r ZB 护(z )/ 2 一 a : : C (: )

令

G = e
H

式中
e 二 (a ; : + a : : )/

a ; ;

将式 (2
.

8 )代入(2
.

5 )
,

(2
.

7 )
,

并用(a , :
一 a ; : )乘 (2

.

5 ) 各项

(2
.

5 )和 (2
.

7 )各项
,

得

d V 吞H + a V 轰F 十d (a 名F / a : 2

)= d尸(二 )

(2
.

7 )

(2
.

8 )

(2
.

9 )
,

然后用 (a , , a 3 3
一 a 全

3

) 遍 除

(2
.

10 )

,

a 1
H

。

。
,

. 。
。

, , 。 、 ,
。

, 、 . ,
。

。 , 、 ,

八
, 、

a
,

万二恋
~

一 V 县厂 一 c 叹口
“
户 / 口犷) = 了厂吸z ) 十 gr

一

厂
’ ‘

吸2 )一 a 叼气z 少
场J ‘

(2
.

1 1)

式中 P。 )== B。 )/ (a : :
+ a : :

)
,

Q仕) = a : : C (二 )/ (a 矛: 一 a 圣
:

)

以及
a = a ; :

(a ; : 一 a : : )/ (a ; : a 3 3
一 a 至

3

)
,

d 二 (a资
,
一 a釜

2

)/ (a : , a 3 3
一 a圣: )

c = [ a , : a一‘+ a ; 。

(a ; ; 一 a ; : )〕/ (a , , a s 3
一 a 至

3
)

f= a l3
(a , ,

+ a ; 2 )/ (a ; ; a 3 3
一 a 亏

。
)

,

夕= a : ; (a , : + a , :
) /仁2 (a , ; a 3 3

一 a孟3 )〕

在式 (2
.

1 3 )中
a , c ,

d的记号与文 [ 1〕所用的一致 (参见文 [ 1」的 (7 8
.

12 ) )
.

将 (2
.

8) 代入(2
.

1 )
,

则有

(2
.

1 2 )

} (2
.

13 )

T , ‘

口ZF

口r口2

,
a :

二 V 吞F
,

a ,

二
口Z

F

口之 2 十 e

aH 日Z

F
r
而

,

aa ==
一

百了
口Z

H
十 e

一

几下
O r -

(2
.

14 )

以上推导表明
,

已将平衡方程和应力表示的协调方程化为 (2
.

1 0 )
,

(2
.

11 ) 和 (2
.

14 )
.

应力函数H 和 F 各由两部分组成
.

一 部分是对应(2
.

10 )和 (2
.

1 1) 的齐次方程通解
,

另一部分

是对应 (2
.

1 0) 和 (2
.

1 1) 的非齐次方程的特解
.

我们很容易看出对应 (2
.

10 ) 和 (2
.

n ) 的等式
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右端项 的特解可写成如下形式

H = 少
2

H
2

(z )/ d + H
。
(: )

,

F 二 F
。
(z )

将它们代入 (2
.

10 )和(2
.

1 1 )
,

不难求得确 定H
Z ,

H
。

和尸
。

的微分方程
,

由此得到

(2
.

15 )

性(z) 一P)l 阁 1

d月臂‘“’一 “F 竺‘“’二 fp ‘“’一 “Q‘z ’ {
4 9万

2

(z ) + d F 公(z )= d P( 约
J

(2
.

1 6 )

由(2
.

1 6 )得到

H
:

(z )= P (之 ) + 舜
。z + 存

:

d F 公(z )= (d 一 4 9 )P (之 )一 4 g k
o z 一 4 g k

,

d H 公(z) = f尸(: )一 d Q(二 )一 c F 艺(z )

(2
.

1 7 )

式中寿
。 ,

秃
l

是积分常数
.

将 (2
.

1 5) 代入 (2
.

1 4 )
,

并利用(2
.

1 7 )
,

得到相应的应力

祥
二

== O
,

才 = O

a扩二 a 曾= (d 一 4 9 + Z g e )P (二 ) + Z g k
。
(e 一 2 )z + 2 9 寿

:
(e 一 2 ) } (2

.

1 8 )

利用(2
.

13 )容易验算d 一 4 9 + Z g e = o ,

从而(2
.

2 8 )简化为

诊
:

二时 = O
,

a护二 a才= m l
+ m o z (2

.

19 )

式中 m 。
== 2 夕(e 一 2 )k

。,

m , = 2夕(e 一 2冲
,

现在
,

我们来证明由 (2
.

19 )所表示的应力状态也包含在(2
.

10 )和 (2
.

1 1) 的齐次方程的通

解 中
.

实际上
,

对应于(2
.

19 )的应力状态时
,

(2
.

1 4) 成为

口“F / a r 日z = 0
,

口忿F a H
。 万 + e 一

万 =
口之一 r o r

V 志F = O

a Z

F
口2 2

+ e
口Z

H
a r Z = fn l + fn o 之

(2
.

2 0 )

(2
.

2 1 )

按 (2
.

20 )的第一式有

F = f
;
(r ) + f

Z
(z )

代入(2
.

20 )的第二式并积分后得

f
,

(r )= c o
ln r + c ,

式中
c 。, 。,

是积分常数
.

由(2
.

2 1) 式可得

(2
.

2 2 )

2
.

2 3

a 么

H l

ar 名 r

a H 口 / 1 口H 、
一

万一 = r 一
又

- -
. 一

一

万
- -

一 = U
口r 口r \ r 口 r /

即

H = r 么h
:
(z ) / 2 + h

:
(: ) (2

.

2 4 )

将 (2
.

2 2) 和 (2
.

24 )代入 (2
.

21 )的第二个等式
,

得

f梦(: ) + e h
l
(: ) = 。

。z + m ,

(2
.

2 5 )

为确定h , ,

h
:

和f
Z ,

将 (2
.

2 2 )和 (2
.

2 4 )代入 (2
.

1 0 )和 (2
.

1 1 )的齐次方程
,

Zh
l

(z )+ f竺(: )= 0 (2
.

2 6 )

d r 么h犷(z ) / 2 + d h罗(二 )一 c
f鉴(

z ) = 0 (2
.

2 7 )

由于
e 今 2

,

联立求解 (2
.

2 5 )
,

(2
.

2 6 )
,

(2
.

2 7 )可得到h , ,

h: ,

f
:

的表达式
,

将它们和 (2
.

2 3 )一

起代入 (2
.

2 2) 和 (2
.

2 4 )
,

即得F 和 H 的表达式
,

其 中总共有五个积分常数
.

于是
,

不失一

般性可让 (2
.

10 )
,

(2
.

1 1) 等式右端的任意函数尸(劝二 O (的 = 0 ,

即

d V 奏H + a V 李F + d (口
Z
F / a z Z

) = 0 (2
.

2台)



丁 浩 江 徐 博 侯

da: 耳
一 v : F 一 。(”二/az

“
, 一 0

LI ‘

也就是说
,

(2
.

1 0 )
,

(2
.

1 1 )
,

(2
.

1 4 )和 (2
.

2 8 )
,

(2
.

白勺
。

利用应变位移关系和应力应变关系以及 (2
.

1 4 )
,

移表达式

(2
.

2 9 )

29 )
,

(2
.

14 ) 在用以表示应力时 是 等价

(2
.

2 5 )
,

(2
.

2 9 )各式
,

不难积分求得位

u = 一 e (a : ,
一 a , :

)a H / 口
r ,

、 = (a / 口
z ) [ e (a , ,

一 a 工2
)H 一 a 4 4

F 〕 (2
.

3 0 )

于是H 和F 也可称为位移函数
.

从位移的角度出发
,

现在 (2
.

30 )中 F
,

H 的任意性减为四个

积分常数
.

由于前面 已经证明
,

(2
.

1 0 )
,

(2
.

1 1 )
,

(2
.

1 4 ) 和 (2
.

2 8 )
,

(2
.

2 9 )
,

(2
.

1 4 ) 在 用 以 表

示应力时是等价 的
,

从而从它们各自出发所得到的位移表达式至多差一个刚体位移 (即 z 方

向的平移)
.

容易证明
,

(2
.

3 0) 已经包含了一个任意刚体位移
,

所以任一真实的解都 已包含

在解 (2
.

30 )之中
.

由于本节推导中每一步都是可逆的
,

所以
,

用任意满足 (2
.

2 8)
,

(2
.

2 9) 的

F
,

H 来表示的位移 (2
.

30 ) 必定是弹性力学问题的解
.

这样
,

事实上已证明了
,

(2
.

3 0) 是

本文所讨论的问题的通解
,

并且是完备的
.

三
、

用两个类调和函数表示通解

H 和F 所应满足的方程(2
.

28 )
,

(2
.

2 9) 仍嫌复杂
,

并且是藕合的
.

在本节中
,

希望能找到用两个函数表示的通解
,

而这两个函数所需满足的微分方程比较简单
,

藕的
.

由文【1」的(7 8
.

1 4) 知道

砖 + 能, (a 十 c )/ d
,

砖砖~ 1/ d

命

H = H
,
一 (a

/ d )F 十 (: 圣十 : 量)F / 2

并代入(2
.

2 8 )和 (2
.

2 9 )
,

就导出

我们首先

并且是解

(3
.

1 )

(3
.

2 )

、‘几 +

合沁
: 尸 +

纂)
+

合沁
:

一

“ +

纂)
一。

(3
.

3 )

1
一

奋
,
(s:

v‘尸 +
)
一

耘 (si v‘F +

I ‘ 、
(3

.

4 )0
�

一一

电

、.刀ZZJ一Z厂一日a一(a
Z

H
日2 2

a 么F

日之2

当 砖今硅时
,

将( 3
.

3) 分别乘对(‘二 1
,

2)
,

并分别与 ( 3
.

4) 相加
,

则导出如下结果
:

V 釜F
‘二 O

( 3
.

5 )

式中
V 爹= V 幕+ 口么/ s

李口
2 2

( i二 1
,

2 )

rn卜仁才侧瑞另一之
,

F ;
= H

,
+ (好一砖) F / 2

,

F :
二 H

,
一 (好一砖)F / 2

由 ( 3
.

6 )可以解出H
: ,

F
,

然后代入 ( 3
.

2 ) ,

则

F 一‘F
l
一 F Z , / “‘一

“, ,
,

H 一 ;「
1十下典二旦

L u 气‘ i 一 占

〕 。
,

1 「
_

孟)
一

」f ‘十
一

Z L工一
C — a

d (心一心 )

( 3
.

6 )

一

〕
F :

( 3
,

7 )

将它们代入 ( 2
.

3 0 )
,

并命
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F
,
-
一

二

洲
‘“ {洲

,武
,

c L a Ls r 一 s 三) + c 一 a 」

凡一
。仁、

裂以撰甄
〕

(3
.

8 ,

则得

式中

显然
,

一
p ‘·

1 1

一
) 口‘功荞必

2
’

口(功
, + 功

:
)

口Z

a ‘、Pd
十

(3
.

9 )

、...1
、

reees少

、、./

喊
�

az功 = 一P ( a ; ,
一 a t : ) 了 1

、d对 一 a

日功
1 1

a z a 一 d对

P = e ( d 一 a c ) / d ( 3
.

1 0 )

功
‘

满足类调和方程

V )功
‘
二 o (公二 z

,

2 ) ( 3
.

1 1 )

容易验证
,

( 3
.

9 )与文〔3 」的 ( 2
.

4
.

8 )和 ( 2
.

4
.

9 )相同
,

即E llio tt解 ‘3 ’.

如果 s荃= s至二 : 2 ,

则 ( 3
.

2 )
,

( 3
.

3 )和 ( 3
.

4 )简化为

H = H
,
+ F ( e 一 a ) / Zd ( 3

.

1 2 )

V 墓H
l
+ s Z

V 二F + 口么F / 日
: 2 = 0 ( 3

.

1 3 )

a 2

H
I

/ a
z Z
一 : 2 ( s Z

V 二F + 口ZF / a
z Z ) = o ( 3

.

1 4 )

将 ( 3
.

13 )乘
5 2
与 ( 3

,

1 4 )相加
,

得

V 呈H
:
= 0 ( 3

.

1 5 )

式中 V 呈二 V 乳+ a “

/s 勺广
.

这表明H
,

是一个类调和函数
.

为了求解 F
,

可 以利用 ( 3
.

14 )
,

也

可利用 ( 3
.

1 3 )
,

于是F 的通解可以分别写成如下两种形式

尸 一

二(
尸

。 +

;
· ”

豹
一

)
一。

筑(
二

。 +

;
a万
a Z ) ( 3

.

1 6 )

或

尸 一

只
F
。
一

奋
a

黝
一

黑(
F 。

一么
式中

式中

,

尸
。

满足类调和方程

V 圣F
。
二 O

将 ( 3
.

1 6 )和 ( 3
.

1 2 )代入 ( 2
.

3 0 )
,

则有

e 一 a 口
“二一政亡干石)

一

击 叹肠十 “叭 ), 田 = 叭

( 3
.

1 7 )

( 3
.

1 8 )

4 ( c + a )

日
-
泛百 (甲。

+ z 甲2 )
U ‘

( 3
.

1 9 )

切2 = Z e ( a , :
一 a ; : )口H

,

/ 口
: ,

切。== 4 e ( a : 1
一 a ; 2 ) [ ( c + a )H

:
/ (

c 一 a ) + F 。

]

显然
, 甲。, 甲2

应满足

V 盖甲
‘二 o (‘== o

,

2 )

将 ( 3
.

17 )和 ( 3
.

2 2 )代入 ( 2
.

3 0 )
,

则有

( 3
.

2 0 )

( 3
.

2 1 )

C — a

“ = 叭 一 4 ( 。千
a )

C — a

( 沪
。+ r 卿工

)
,

阴 = 一 百7 万几认 ( 中。十 r 甲l)
任 、‘ 可

.

。 /

( 3
.

2 2 )

式中
甲,

= 一 Z e ( a
, ,
一 a , 2 ) aH

、
/。

r ,

甲。二 4 e ( a , ,
一 a : : ) (F 。一 ( c + a ) H

: / ( c一 a ) )

按 ( 3
,

1 5 )
,

( 3
.

1 8 )
,

甲。应满足 ( 3
.

2 1 )
,

而由于

( 3
.

2 3 )
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吴
、: H

, 一

(v:
一

力嘿
则甲

,

应满足

( V 二一 1 /
r Z

)甲
,
二 0 (3

.

2 4 )

这样
,

我们用简单而不失一般性的办法证明了轴对称问题的通解可用两个类调和函数来

表 示
:

在 对今雌时
,

表示成 (3
.

9)
,

其中功
‘
满足 (3

.

n ) ;
在 成二成时

,

有通解 (3
.

1 9) 或

(3
.

2 2 )
, 甲‘分别满足 (3

.

2 1 )和 (3
.

2 4 )
。

对于各向同性体
,

记泊桑比为拼
,

有

(c + a )/ (c 一 a )二 1一拼
, : 2

= 1 (3
.

2 5 )

则 (3
.

1 9 )和 (3
.

2 2 )化为n a n : o B 二 : 一

N e u b e r解〔。, ‘” , .

.

四
、

用类双调和函数表示通解

将 (2
.

2 9 )乘
a后与(2

.

2 8 )相加
,

得

“

(
、: + 企

黯)H + (“

一
)

纂
一 。

引入函数劝
,

使

H 一 (“

一
)

豁
,

尸

一叹
v : + 一

爵)
,

(4
.

1 )

则上式可以满足
.

将 (4
.

1) 代入 (2
.

14 )
,

并命
,

a协
已

~

二 竺一 = 二
田

口之
(4

.

2 )

则得到

介
:

一

备(
、: + ·

器)
* , 口

:

一

误(cv : + J

器)
:

。

一会(器
+ “

俞
十 a

券)
,

,

。 ,

一 晶(
“

一

纂
一

十念
+ ·

斋)
,

‘

尸卜月�湘又边d万

( 4
.

3 )

式中

b = 1 + e ( a c 一 d ) ( 4
.

4 )

将( 4
.

1 )代入 ( 2
.

2 8 )或( 2
.

2 9 )
,

并注意到( 3
.

1 )和 ( 4
.

2 )
,

就得到

V 釜V 盖沪= 0 ( 4
.

5 )

将( 4
.

3 )和 ( 4
.

5 )与文 [ 1〕的 ( 7 8
.

1 1 )和 ( 7 8
.

1 7 )相比较
,

显然 ( 4
.

3 )就是月
e x H 。双‘。益解

。

各

向同性时
,

( 4
.

3) 退化成L o
ye 解

,

命劝= (l 一川功
,

就与文【8〕的 ( 18 9) 式完全相同
,

( 4
.

5) 退

化为双调和方程
。

现在推导另一形式的解
.

a S

首先
,

解 ( 2
.

3 0) 写成如下更简洁的形式
:

u = 一 石于
日 2 o c 一 a 。 、

脚= 一万二一 吸 O 一一
,

一 1 .
0 2 \ a l

( 4
.

6 )

式中

S == e ( a : : 一 a , : )H
,

T = e ( a : :一 a ; : )F

相应地( 2
.

2 8 )
,

( 2
.

2 9 )成为

( 4
.

7 )



横观各向同性轴对称问题的通解 1 4 1

d V 二S + 。V 二T + d

将(4
.

8) 第一式乘a/ 少
,

a “
T

a z 艺
二 O

,

d
a 么

S

口2 2

,

~ 日Z
T

一 V 导 1 一 C
~

石浇
L, ‘

(4
.

8 )

第二式乘 l/ d
,

然后相加
,

得
口2

0 2 2

引入函数U
,

S 一

(S 一仁不
“

a

~
、

.

1
, 。 , 。

.

, 。 , 、

~
,

1 ) + 己
Z V 异仁a a 。 + 戈a “

一 a ) 1 」二 U (4
.

9 )

使

鱿
a T 二

a
V 二U

,

d a s + (梦一 d ) T 二 一 d
“
口“U

口2 2 (4
.

1 0 )

则 (4
.

9) 得以满足
.

由(4
.

1 0) 可以解出

。 1 「
, ,

。 =
一

丈云升 d) IL“
“

一 “
)V 担 一“ (“一 “ )

a Z

U

口艺 2

d

(a c 一 d )〔
。v : U + d

豁

将(4
.

1 1 )和 (4
.

1 0 )的第一式代入(峨
.

6 )
,

得

l a 「
。 , 、 、 , 二 , .

口Z
U 飞 a

““ 一
, _ _ ‘ 、 、

交 ! (“
2
一 d )v异U 一 d (。一 。 )飞玉 I

,

。 二
一

炭
一

v二U
(a c 一 d ) ar t

“ - 一 尹 v . 一 一 “ - 一 产

口z 名 」
’
一 口之 v

一

将 (4
.

1 1) 代入(4
.

8) 任一式
,

均得到U 应满足的如下方程

(4
.

1 1 )

(4
.

12 )

V 荃V 圣U = 0 ( 4
.

1 3 )

如果命a U 闰
r = 必

,

贝‘{(4
.

12 )可改写成

1 「
, 。 , 、

口 了 口必
.

孕 \
, , 、

a Z
必 1 口 l 口少

“二 一 (。云二 d ) L气
“

一
“ ’ 石于气

一。r 十 于夕一
“ ‘“一 “ , 一

而
‘

」
,

阴二
~

刁王
一

气万示

.

少
十一

由于
(4

.

14 )

易
、卜 (

v卜井)
一

暴
“一 ‘

,

2 ,
(4

.

1 5 )

于是由(4
.

1 3) 可导出中应满足的方程

(
v卜却(

v : 一
异

一

)
巾一 。

(4
.

1 6 )

各向同性时
,

(4
.

1 4 )和 (4
.

2 6 )化为M ie h e ll解
:

1
U 二二二

一万
二 -

一 丁

拼(2 一 拼)

(2 。一 1 )

误(留
+

零,
一 2 “ 一“’

嘿“

} (4
.

1 7 )
? 一

会(留
+

匀

(
、2 一

二)(
v

Z
一

六)
。一 。

对 (2. 28 )和 (2
.

29 )的不同形式的简化和求解
,

还可以获得其他形式的通解
.

解的特点是
,

位移表达式中不出现高于二次导数的项
.

(4
.

1 8 )

以上各种通

五
、

结 论

横观各向同性体轴对称问题
,

不计体力
,

按应力求解
.

本文首 先 给 出 通 解 (2
.

3 0 )
,

(2
.

28 )和(2
.

29 )
,

证明它们与平衡方程和应力表示的协调条件是等价的
;
其次由这 三 式出

发
,

经过不失一般性的变换和简化以及求解
,

导出了一系列有实 用 价 值 的 通 解
:

(3
.

9 )
,
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(3
.

1 9 )
,

(5
.

2 2 )
,

(4
.

3 )和(4
.

24 )
.

其中 (4
.

1 4 ) 尚未见报导 ; 5 1“ s全时的通解 (3
.

19 ) 和

(3
.

2 2 ) 包含 T 各向同性时的 fl a n ; o B 。 二一

N e u be r 解 ; (3
.

9 )
,

(4
.

3 ) 是著名的 E llio tt 解和

月 e x , , 双 K 。益解
,

而当各向同性时
,

(4
.

3) 退化为L o Ve 解
.

〔1 ]

〔2 〕

〔3 ]

[ 4 〕
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