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摘 要

本文将 Sob ol ey {汉入定理和 R e

川
。h一K on dr

a c hoy 紧政定理推广到多套函数有限元空间
.

特

殊地
,

在非协调元
,

杂交元和拟协调元空间等情形建立 了这两个定理
.

一
、

符 号 和 定 义

设口仁R
”

是有界多胞形区域
.
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,
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,
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·
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、
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·
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.

定义L ‘ , ,
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) !
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,
(口)
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,

当。(五。 , ,
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e ss S u p }
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对叨〔W 礼
’(口)

,

记E 。 = (D
“

。 )
,

则E 班叭
’
(口 )成为 L叭

’
(口 ) 的闭子空间

·

由于 万 是保范映

射
,

我们仍以砰叭
’

(口 )记W 叭
’

(口)
.

对 h以 0
, 1 )

,

令K
、

是口的一个有限元剖分
.

假设笼K
、

}满足
:

1) 对 V K 〔K 、,

K 是一个
”
维单纯形 (或”维超平行体 )

,

且 U K (K 、

K = 口
; 2) K

、

中的任意两相异单元 K
, ,

K
“

的交

K
产

门K
“
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,

或是K
‘

与K
“

的公共表面
; 3) 对丫K 〔K

, ,

K 的外径小于h
,

若记内是K

的最大内含球的直径
,

则存在与 h无关的常数刀使得 p K 》动
,
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、,
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.
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称{ U 。}具有相容性
,

如果存在与K
,

张 鸿 庆

h无关的常数C使得下述不等式

0《l《m 一 1
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l
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,
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,

下述不等式
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.

这里 (u 丈)“
,
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“

分别是

(u 畏) {岁和 (u 交)}犷在K
/

和 K
“

上的连续延拓
,

匹
‘ ,

艺
“

分别是 K
‘ ,

K
“
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,

K 。(B )=

{K }K n B 子功
,

K (K 、}如果B c 盈
,
尸

,

(K )是K 上的不高于 r 次的多项式空间
,

对于整数 :
,

}
·

}
: , , , 二是才

a , , (K )上的 S o b o lev 半范数
.

称 王U
。 ,

才“
, , (日 )} (或 {U 。,

附,
, , (肠) }) 通过广义分片检验

,

如果当 。、〔U 。,

h〔(o
,

l )

且
s
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”‘
砚
。 , , , “ < co 时

,
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·
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⋯
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,
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.
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,
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⋯
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关于相容性和广义分片检验的详细讨论参见 [ 1〕或 [2 〕
.

二
、

主 要 结 果

现在给出{U
、
}上的广义 Sob ol e v

嵌入定理和广义

定理 1 设{U , }具有相容性
,

1( P< co
。

假设 q 。
,

⋯

定理

足
:

当 n > (m 一 j)P 时
, g ,

(
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,
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,
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·
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R e llie h
一
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卜宝皿
。,
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。
皿

, , , , 。

(2
.

1 )乙.l.

对V “。〔U 。
和兮h〔(0

,

1) 一致成立
.

定理2 设{U 。}具有相容性
,

1< P< co
.

假设 q 。
,

⋯
,

q卜
:

是一组不小于 P 的实数且当
n > (m 一j)P时

, g , < nP / (
n 一 (m 一j)P ) ; 当 n = (m 一j)P时g , < co

,

当 n < (m 一j)P 时 g , ( oo
、

则下述结论为真
:

1 ) 如果
u 。〔口。 ,
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, ,
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,

则
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。,
。

, , 。 = o
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2 ) 设 {U 、,

牙
, , , (9 )} (或 {U 。,

不
‘ , ,

(口) }) 通过广义分片检验
,
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,
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如果
u 。〔U 、。 (k == z

, 2
,

⋯ )
,

h。 , o且{u 。 }在L “
, , (g )意义下有界

,

则存在{u . }的子列 (仍

记为{。。}) 及u 。(不,
, , (口) (或砰

‘ , , (口))
,

使得{“, }弱收敛于
。。
且

h平
_

乙
抢一 ) ~ J一 o

乙 }}
u
孟一D

a u 。

l
。,
。了

, 。 = o

。 1 . ,

定理2 的结论2) 成立的条件是相容性
,

广义分片检验及其 2) 中的逼近性要求
.

一般地
,

逼近性利用插值理论不难验证
.

相容性和广义分片检验的验证要困难一些
.

对于一类比较广

泛的有限元空间
,

例如非协调元
,

杂交元和拟协调元空间
,

文〔1〕给出了容易验证的条件
.

虽

然那里是对m 二 n 二P 二 2 的情形加以讨论
,

其它情形的结果是不难用类似的方法得到的
.

而且

由下面的定理 3 可知
,

相容性是与 P 的选择无关的
.

故可 以选择合适的进行验证
。

例如【1 」

选择P= 2
。

定理 3 如果{U 。}做为L “
, , (口)空间的子空间列具有相容性

,

则对1《a ( co
,

把{ U . } 看

成沙
, “

(口 )的子空间列时也具有相容性
.

定理 1和 2的重要应用是用来讨论有限元方法求解 N av ie卜St ok es 方程组
, v
on K ar m a n

方程等一类非线性问题的收敛性
.

对此问题
,

我们将另文讨论
.

这里我们给出一个简单的应

用情形
.

由〔1〕可知
, 6参

、

9参
、

12 参
、

15 参等拟协调元构造的空间满足定理2的条件
.

这样

由结论2) 可得
,

用这些单元求解薄板弯曲问题时
,

有限元解不仅在尸
, , (口)意义下收敛

,

而

且还在L OO (口)意义下收敛
。

三
、

主 要 结 果 的 证 明

定理 1的证明思路与〔4〕基本一致
.

分几步进行
.

由于口是有界多胞形域
,

所以O 可表为

有限个
。维超平行体的并

:

磨= U王
一 :

Q 。.

对于固定的寿
,

不妨设Q , 是边长为2的形心在原点的

超立方体 〔一 1
,

1」
“ ,

且 Q
。

的各边均平行于某坐标轴
,

因为通过一个非奇异仿射变换总可把

O。
化成所需的

,

且相容性质不变
.

第一步
:

mP < n 的情形
.

记P, = n P/ (n 一 (m 一j) P)
,

j= 0
,

1
,

⋯
, m

.

用归纳法证明
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.
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,
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.
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“。,
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,

各处的 C 可以不同
.

由

(3
.

1) 及口的有界性可推得定理1的结论在mP < ”的情形为真
。

(3
.

1) 式在j= m 时是显然的
.

假设 (3
.

1) 对M + 1( j《。均成立
,

现证明j= M时 (3
.

1) 式
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。
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、= U戏

K 、

艺
.

令 }aI 簇M
,

正Q , n 日、, 田‘(劝表示Q 。
和通过x 平行于 x ‘ 坐标轴的直

线的交
,

则存在沿着二‘轴的单位向量言
‘
使得 I‘= {x + 博‘,

O( t( 1 }泣 。‘

(劝
.

记 歹= nP / (n 一

(m 一M 一 1 )P )
,

a = (卜
1 )歹/(

”一歹)
,

q = P二
.
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,
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川
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其中v。
= x + t声

‘
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‘
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, u 艾(夕
。

)
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:

)
一

分别表示它

在t= t. 的左
、

右极限
.

用p
‘
= 夕/( p 一 1 )记p (1 《p ( OO )的共扼指数

: 1 /夕+ 1 / P’“ 1 ;
从 (B ) 是所有与 B 的距离

不大于h的点的集合
,

如果B 二口是某点集
.

在口 的余集 仁定义 “*
= 。

.

因为对 丫二> 1
,
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b〔R
‘,

日
a
!
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“
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a
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公
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·
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·
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·
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·
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+
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。
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(。‘(
二
)。}
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·
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⋯
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, x 。
)

,

令
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,

(x )自日
‘
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(3
.
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.
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.
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·
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{
: *

(二、(二)),
· : (, ) }‘一

,”
,

、。J * ‘

)
! 了,

(3
.

5 )

用简单的积分次序交换和积分区域估计 (参见〔3〕)
,

容易得到

丁
。‘

丁
: 、

(*
‘
(, )),

·
“(。)一“。、“、e 、一 !{· ; 、、泵;

, 。

(3
.

6 )

’

{ f 一
。 ; (。)}(

a 一 ‘,歹
‘

己。d * ‘簇e 、一‘
一}
。 : 一l言

, 。, 。

J 日、J S 、
(。‘(劣))

(3
.

7 )

将(3
.

6 )
、

(3
.

7 )代入(3
.

5 )中得

,}F
‘
,,言又

一 1
,

。‘

( C }}u :。字短石(
}!
u : }!

。 ,
,

, 。 +
艺 h ‘夕 f一 “ ‘一 , 胜“里湘

。,
,

, 。

1夕卜 l“ l + l

+ “”
‘““,。

,

;
·

。 *

) (3
.

8 )

在上式使用了 H 6 1d e r
不等式

.

利用〔4 〕引理5
.

10 的方法得

‘,
u : ,‘舀?石{次

”

( c }!u : }}孚父舀(
}{
u : !!

。,
,

, g +
艺 h ’声’

一 ’

}声1 . 1 a l + 1

·
, 一 }}

。
: l

。,
,

, 。 + 。a
·u : 。。

.

;
.

。
、

)

(3
.

9 )
在上式对掩从 1到J求和

,

注意 (。一 1 )q / 。一 q /歹
产

“ 1 ,

得

.}。: 。
。, 。 , 。、 C (!}

。: .,
。 ,

,
, 。 +

会
。. , .

一
}!。: }}

。,
,

, 。 + }!。
‘。 ; .}。

.

;
,

D ,

、 (3
.

1。)

l刀 ! . 1 a l + 1

利用仿射变换的技巧
〔5 , ,

可以证明
:

对1( l
,

t簇 co
,

存在只与l
,

t
, r
有关的常数君使得

,

若

记 !K I是K 的体积
,

则

V f〔P
一
(K )

,

i}f }}
。 , ‘, 二( 占}K }

’“ 一 “‘l!f }!
。, . , 二 (3

.

1 1 )

对 V K 〔K 。 ,

h创 0
,

1) 一致成立
.

于是由(1
.

1) 式得

}{口
‘。艾t!0

.

歹
,

。
*

簇C 乙 h’尹l 一 ’
“ ’一 ‘}}。受l}

。,
,

, 。
(3

.

1 2 )
l夕! · ‘“ 1 + 1

再使用 (3
.

1 1) 式
,

注意关于 {K 。}的假设3 )
,

可得

一刀}》M + 2 ,

}}u璧}}
。,

,
, 。簇 Ch

”
/歹一

”
/ p

l , 1

{{“呈”o
,

, 、。、
·

D

簇e人“
‘ ’一 l夕 l卜咬砚0

·

, .。: 。

将(3
.

12 )
,

(3
.

1 3) 式代入(3
.

1 0) 式
,

利用归纳法假设得

}}u 育}1
。 , , , 。

( C {{
。。{{.

, , , 。

所以j== M时(3
.

1) 式为真
。

(3
.

1 3 )

第二步
:

mP >
n
且

n 斗(m 一了)P (i = 0 ,

⋯
,

川 )的情形
.

设i0 满足
n > (爪一j

。

)P
, 。< (。一

j
。
+ 1 )P

.

记P, = nP / (n 一 (m 一j)P )
,

j) j
。 ,

由第一步的方法可知

。 > j) j
。,

冗 !I
u艾l}o ,

,

。 簇C I!u。}{。
, , , 。 ,

V “”〔U 、
(3

.

14 )
a
l‘ J

由于口是有界多胞形域
,

存在一个锥C 二{川 盯 {{酬〔并
,

l酬 ( H }
,

使得对分正口
,

存在

C
二

c 口是顶点在二与C全等的锥
,

这里并是单位球面上一相对开集的闭集
.

记(r
,

幻是 R
.

中原

点在x 的球极坐标
,

I.
, 。, ,

= {川 , 二二 + 州
, 0簇 t簇 r }

.

令正g 、,

}aI < j
。,

则



王 鸣 张 鸿 厌

u笼(劣) =
f d

(“艾(夕
。

)
’
一“艾(夕

‘

)
一
) + “笼(r ,

创) 一 l
门 。 : .

J tu 笼(才
,
以)“才

夕 。‘ 人 1 IJ 名 一 口 一f

其中协〔{几
, 。, ,

一I
: , , , ,

门口。}是“贾(t
,

0) 的间断点
.

利用与第一步类似的方法得

.
。 : (二 ) ;、 }

· ; (·
,

“) ! +

丁
。 * : ,

, . 。
, r

兄 {。
: , ;叹(才

,

口) }d 云

+ C 兄 h‘
一 ’“ ‘一 ”

万
1 . 1 a l + ! l声l 一 孟

!
: 。,

二 .

。
, ,

) }
·
。.、,

在上式两端乘以体积元
r ”一 ’。 (e)dr do

,

在(O
,

万 ) x A上积分得

.

~
. , _ ‘ .

_ 「 二
, , .

H
,

l‘川
“又(% , l乓)。

、

I“: I“夕+ n 鑫{
一 : 。

·

’”
‘“

丈(g川
二一夕 !

’一”d 夕

+ C 乙 h‘
一 ’“ ’一 ”

乙 (3
.

1 5 )
工. 1 a l + 1 】声I一 王

{ {
_ 一

。
; (, ) l。。‘

z

J C
: J S (: % )

其中
z 二表示连接

: , 二的线段
.

类似第一步得

{ { _ }
。
受(。) }。。、

: 《e 、一 ,

{ }
。
忆t、v簇e、一 ‘1.“受。

。 , , , 。

J C
; J S ‘

(
之戈) J 。

(3
.

1 6 )

注意 p z。> n ,

(n 一 1 )(1一 p夕
。

)> 一 1 ,

所以i= 1
,

⋯

{
_ _

}a
‘u : (v )日。一二I

, 一、。( ({ }。
‘u ; I“,

。

J g ‘门C
二 、 J 幻 ;

门C
x

n 时

、·

)
‘“‘

。

(!
c
二

,
一

}一‘一‘’·二
·
、·

)
’/P二

。

《C }Ia
‘“丈目。

,

, j
。

,

。
*

(3
.

1 7 )

类似于(3
.

1 2 )
,

(3
.

2 3 )式可得

鑫
}‘”

‘·: “。
,

·,
。9

、

《 C

{
l声I一 ! 叫 + 1

{I
u
受10

.

0 2。
.

口 + 乙
}夕卜 j

。+ 1

“
·

, “。
·

, l , : 。

}
(3

.

1 8 )
I0
乙

将 (3
.

18 )代入(3
.

17 )再将(3
.

16 )
,

(3
.

17 )代入 (3
.

1 5 ) 式
,

然后对 (3
.

15 ) 式右端第一项使用

H 6 ld e r
不等式得

, a l< j
o ,

V 正口
‘ ,

}
u丈(二 ) }( C {lu 、{}

. , , , 。 (3
.

1 9 )

因而定理 1 的结论在第二步的情形时为真
.

第三步
:

呻》
n
且0( ]’0 ( fn 一 1使得

”= (m 一j。)P 的情形
.

由第一步可得
夕, = n夕/ (

n 一 (。一j)夕)
,

j
。

< j
,

乙 !!“丈}{。
,

,
, ,

。 镇C l{
u、
}}
. , , , 。

! a ! ‘夕

选定占< P且 }己一P !充分小使得
n > (。一j

。

)占且
, < (m 一 j

。
+ 1 )占

.

注意 l
u、
I】
。 , 。 , 。《C }}

。、
l}
. , , , 。 ,

由第二步得

}a l( j。
,

!!
u丈{!

。,

,
, 。
( C }}

u ,
4}
. , , , 。

夕‘= ”占/ (
。一(m 一j

。

)占)
,

兄 }
u t}}o

,

, 。
.

。 镇C 卜
, }}。

, , , 。

la }二j。

因为对任意q > P
,

总可选择占使得 q < P。
,

所以定理1的结论在第三步的情形也成立
。

定理1得
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证
。

定理2的证明
.

利用〔3」的方法可 以证 明定理 2在q 。= q :
= ⋯ 二 q 。 一 ,

二 P 时是正确
·

的
.

因而

由{
u , }弱收敛于O得

11巩 兄 I]
u丈11

。, , , 。二 o

几

令
U I a 一‘仍 一 1

P< a , < 吵/ (
n 一 (。一j)P )= P , ,

记 s二 (P , 一 q , )P/ (P
, 一P)

,

(3
.

2 0 )

如果。> (m 一j)P
,

H 6 1d o r
不等式得

t= P / : ,

利用

乙ll-

注意 (3
,

2 0 )及定理

兄 ll
u丈11。

,

。
, ,

。(

1 . 1 . 了

1
一

得

r.u : }}: :;
, 。 }iu ; 11岔二

‘
.

。
(3

.

2 1 )

乙,l-lim
而今

0 1
l!u宝}!o

,

。,
.

口= o

如果
n < (协一j P< 勺簇co

,

则取占< P且
n < (m 一 j)占

.

由定理 1得

l}
u丈10

,

q
, .

口 ( C }!u 。 }}
。 , 。 , 。

P,乙aI-

因为嵌入 L ‘
, , (口 ) , L “ , ‘(口 ) 是紧的

,

故 lim Ilu 。 l}。
, 。 , 。二 0

.

进 而 lim E 卜宝110
,

。
,

。 = 0
.

0 .
a

卜 ,

如果
n = (。一力P

,

P < 外
,

利用(3
.

2 1) 式
,

在那里取P, > q,
,

就能导出

n 坦
几 一) U

卜; l}o
,

。
, ,

。二 0乙中

定理 2 的结论 1) 成立
。

如果姚〔U h*
(k = 1

,

2
,

⋯ )是有界序列且h , , 。
,

则因定理2在q 。

= ⋯ 二‘
一 : = P 时成立

,

存

在{u , }的子列 (仍记为{u 。}) 和 u 。〔不
“ , , (口) (或不

‘ , ,

(口))
,

使得 {u , }弱收敛于
u 。.

由2 ) 的

条件可知
,

存在叭〔U
。(硬(0

,

1 )) 使得

『

「
. , , .

公1 1
匹1 1“o

一甲. 11.
, , , 。十 乙几

.

一卜 U 3 - - .

, 一 ~

乙 皿D
‘。。一甲笼l{。

,

。八

1a l 一夕

。

}
一 0

因而 {必
。一 u .

}弱收敛于0
.

由三角不等式及结论 1) 可知
:

价 一 1

lim 乙 乙 llD
a u。一。笼110

.

。
, ,

幻= 0

‘-争 OO 了一 0 1口 I一J

定理 2 得证
。

定理 3 的证明很简单
,

只须证明

o簇l《fn 一 i ,

乙 !。艾l
: , 。 , 二簇 C

l a 若. 名

成立
.

利用(1
.

1) 和 (3
.

1 1) 式很容易得到(3
.

2 2) 式
.

至此
,

本文的主
;

要结论全部证明完毕
.

兄 人‘
一 ‘一 ’

云 I
u 呈l

。, 。 , x
(3

.

2 2 )
咨一J + 1 I 口 J 一 t



1 3 4 王 鸣 庆鸟 张 鸿 庆

[ 1 〕

[ 2 〕

参 考 文 献

张鸿庆
、

王鸣
,

拟协调元空间的紧致性和拟协调元法的收敛性
,

应用数学和力学
,

了
,

5 (19 8助
,

4 0 9一 4 2 3
.

2 li a n g H o n g 一q in g a n d W a n g M in g
,

F in it e e le m e n t a p p r o x im a t io n s w ith m u ltip le

s e t s o f fu n e tio n s a n d q u a s i一 e o n fo r m in g e le rn e n t s ,

P ro e
.

o f the 1 9 8 4 B e ij‘移夕 5 9 阴P o
-

51“m o n D iff
e r e n t‘a l G eo , e才川 a n d D ifl

e r e n了ia l E g “a了沁。s
,

E d
.

by F e n g K a n g
,

S e ie n e e

P r e s s (19 8 5 )
,

3 5 4一 3 6 5
.

S tu m 口 el
,

F
. ,

B a s ie e o m p a e to e s s p r o p e r t ie s o f n o n e o n fo r m in g a红d hyb r id fio ite

e le m e n t sPa e e s ,

R A IR O
,

N u 阴e r
.

A ”a l
. ,

4
,

1 (1 9 8 0 )
,

8 1一 1 1 5
.

A d a m s ,

R
.

A
. ,

S o bo le 口 SP a c e s ,

A e a d e m ie P r e s s ,

N ew Y o r k (1 0 7 5 )
.

C ia rle t
,

P
.

C
. ,

T 人e F公”畜蓄e E le协 e ”才M e才h o d fo ; E ll东P才fe P r o b王e阴 s ,

N o r th一H o lla n d
,

A m s t e r d am
,

N ew Y o r k
,

O x fo r d (1 9 7 8 )
.

�.J工
.

J,
.1Q口4

1匕
尸.�r.Jr‘

O n the E m be dd in g a n d C o m Pa e t Pro pe rtie s o f F in ite

E le m e n t SPa c e s

W a n g M i n g Zh a n g H o n g 一 q i n g

( I o sti亡“ te o f A PP I‘e d M a考he o a才‘e s
,

D a l‘
a o 1 0 5才￡tu亡e o f T e e h加10 9 9

,

D a l‘a。)

Abs tra e t

I n t h i s p a p e r ,
th e g e n e r a

li z e d S o b o le v e m b e d d in g th e o r e m a n d t h e g e n e r a li z e d

R e lli e h一K o n d r a e h o v e o m p a e t t h e o r e m fo r f i n i t e e le m e n t s Pa e e s w i t h m u lt iPle s e t s o f

fu n e ti o n s a r e e s ta b li s h e d
.

Sp e e i a lly
, t h e y a r e t r u e fo r n o n e o n fo r tn i n g

,

h yb r id a n d

q u a s i一 e o n fo r m i n g e le 爪e n t s Pa e e s w i t h e e r ta i n e o n d i t i o n s
.


