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概率度量空间的基本理论及应用( 1 )
‘

张 石 生

(四川大学数学系
,

19 8了年 1 月 9 日收到)

摘 要

本文系统地研究概率度量空间的基本理论和应用
,

讨论了概率度量空间的拓扑结构和性 质
;

给出了概率度量空间
,

M eng e r 概率度量空间 以及概率线性赋范空间可度量化的条件及其度量函数

的形式
;

得出了概率度量空间集合的各种概率有界性的表征等
.

作为这些结果的应用
,

我们 讨 论

了概率线性赋范空间中线性算子的理论及概率度量空间中不动点的存在性问题
.

一
、

引 言 及 预 备 知 识

概率度量空间 (P M 一空间) 是用
一

个统计量描述两点间的距离的 一类型空 间
,

从 某 种

意义来说
,

这种 空间更符合客观实际
.

从 1 9 4 2年 K
,

Men g e r提出PM
一

空间的概念以来
,

到目

前这一类空间的理论和应用的研究虽 然在某些方面已取得重要的进展
’‘一 ’‘’,

但是 与 PM
一

空

间基本理论和应用有关的许多重要事实
,

比如PM
一

空间的拓扑结构和性质
,

PM
一

空 间 中 集

合的各种概率有界性的表征
,

PM
一

空间中线性和非线性算子理论
,

以及 PM
一

空 间 中映象的

不动点理论等 目前仍处于非常薄弱或不甚清楚的阶段
.

本文就是针对上述一些重要的未解决的间题而展开的
.

全文共分两部分
.

本文是其中的第一部分
.

在这部分中讨 论 了 PM
一

空间的拓扑结构和

拓扑性质
,

给出了PM
一

空间
,

M e n g e r PM
一

空间以及概率线性赋范空间 (P N
一

空间) 可度量

化的条件及与之有关的度量函数的形式
.

在第二部分中给出概率度量空间中集合的各种概率

有界性的表征
.

作为本文结果的应用
,

在第二部分中还讨论了PN
一

空间中的线性算子理论及

PM
一

空间中映象的不动点理论
·

以后我们记R = (一。
,

co )
,

R
+

[ 0
,

。 )
,

必表一切左连续的分布函数的集合
,

功
。

表忍 中

如下形式的子集合
:

勿
。
= 通f〔勿

:
f

一 ‘

(1) 今功}

定义 1
一

概率度量空间是一有序对 (E
,

歹 )
,

其中E 是抽象集
,

牙是 刀 x 丑
一,

勿的映

象 (我们记夕 (二
,

妇为F
二 , , )且满足下面的条件

:

对任意的二
,

夕
, : 〔百

(P M
一

1) F
二 , ,

(t) = 1
,

V t> o ,

当而且仅当戈 = 势

(PM
一 2 ) 了于

’二 , 一(o )~ 0 ;

(PM
一 3 ) 户

’二 , 一二户
’

r , .
,

.
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(PM
一 4 ) 如果F

二 , , (t ; )= 1
,

F , , :

(t
Z

)= z ,

则F
二 , 二

(t , + I: )= 1

定义 2 一映象
:

A
:

〔o
,

IJx [ o
,

I J。〔0
,

z」称 为 t一范 数
,

如 果 对 任 意 的
a ,

b
, e ,

d〔〔o
,

1 〕有 A (a
,

1 )二 a ,

A (a
,

b )= 八(b
.

a )
,

八(a ,

b )) 八(e ,

J )
,

V a》 e ,

b》d
,

且 A (a
,

八(b
, c ))= 么(八(a ,

b )
, e )

.

定义 3 一 M e n g er 空间是一三元组(万
,

夕
,

么)
,

其 中 (E
,

夕 ) 是一概率度量空间
,

A是一 t一范数
,

且满足

(PM
一 4 m ) F

二 , 二

(t
, + t :

)》八(F
二 , ,

(t
r
)

,

F , , :

(t
Z
))

,

V
, % ,

g
, 之〔E

,

t l ,

t Z

》o

定义 4 一概率线性赋范空间是
一

有序对(百
,

歹)
,

其中E 是一实线性空间
,

歹是 E 、勿

的映象 (记歹 (二)以九) 满足下面的条件
:

(PN
一 1 ) f

:

(t)二 1
,

V t> 0
,

当而且仅当二 = 0 ;

(PN
一 2 ) f

二

(0 )= 0 ;

(PN
一 3 ) f

a 二

(t )= f
二

(t/ }a l)
,

丫a 〔R
, a 年 0 ;

(PN
一 4 ) 对任意的二

,

,
, : 〔E 和任意的才

: ,

tZ> o
,

当f
:

(t
;
) == i

,

j
, (t

:
)== i

,

则f
, + , (t

;
+ tZ

)

二 1
。

由定义显然可知
,

取F
二 , ,
二f

‘ 一 , ,

则概率线性赋范空间是概率度量空间的特例
.

定义 5 一M e n g e r
概率线性赋范空间是

一

三元组 (E
,

夕
,

A )
,

其中(E
,

萝 ) 是
一

概率

线性赋范空间
,

A 是 一卜范数
,

且满足条件

(PN
一4 m ) f

二 + , (才, + t Z )》八(f
二

(t
;
)

,

f
, (t

Z
))

,

V 二
,

夕〔E
,

t, ,

tZ〔R
+ .

为简单起见
,

以后我们用PM
一

空间
,

M
一
PM

一

空间
,

PN
一

空间
,

M
一
PN

一

空间分别表概率

度量空间
,

M e o g e r概率度量空间
,

概率线性赋范空间
,

M e
ng

e r概率线性赋范空间
.

二
、

概率度量空间的拓扑结构

定理2
.

1 设(E
,

夕 )是一PM
一

空间
,

且贾取值于勿
。 .

在E 上 (E x E
一

, R
+

)定义函数d:

d (劣
,

夕)== in f{t》o
,

F
: , , (t )二 1 }

,
劣

,

夕〔E (2
.

1 )

则d 是E 上的度量
,

故 (E
,

歹 )是一度量空间
,

记为 (E
,

歹
,

d )
.

证 由定义和 (PM
一 i )易知d (二

,

夕)> o
,

V 劣
, g 〔E

,

而且d (x 刃 )= 0片x = g ; 由(PM
一 3 )

知d (二
,

夕)= d (夕
,
x )

.

另由d 的定义
,

对任意的二
,

梦 , z 〔E 和。> O
,

有

F
. , 名

(
d (X

, ·) +
; )
一 1

,

F
: , ,

(
d (Z ,

。) +
孟)
一 ‘

于是由(PM
一

4) 即得

F
‘ , , (d (%

, z )+ d (之
,

g ) + 。)= 1

因而有

d (戈
,

y )《d (x
, z ) + d (之

,

g ) + 。

让: 、O
,

即得

d (‘
,

夕)( d (x
, z )+ d (z

,

夕) 证毕
.

命题2
.

2 设 (E
,

萝 ) 是一PM
一

空间
,

且萝取值于幼
。 .

设d 是由 (2
.

1) 式定义的度量
.

设d
。 ,

a 〔(0
,

1〕
,

是在E 上由下式定义的函数
:

d
。

(劣
,

v)二 in f{t> o : F
, , , (t)> 1一 a }

,
戈 , g〔E (2

.

2 )
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则对给定的二
,

夕〔E
,

d
。

是硬 (o
,

1」的减函数
,

且

d (% ,

, )二 lim d
。

(丫
,

, )= s u p d
。

(芜
,

, )
a 呻 D 口 赶 (o , 1 〕

证 给定x
,

夕〔方
,

当a , ,

汽曰 0
,

1 〕
,

a ,

) 价时
,

显然有

{t) 0
,

尸
二 , , (t)> i 一 a : 卜D {t) 0

,

F
二 , , (t)> 1 一 a 。

圣

因而有

d a ,
(%

,

夕)簇d
a Z

(劣
, 夕)

即心关于贬(o
,

划是单调减的
,

故极限h m d
。

(x
,

妇存在且
口 , 0

(2
.

3 )

lin i d
。
(戈

,

夕)” s u p d
。

(劣
,

夕)
a 会 eo , 1 ]

另对任一
。> 0 ,

由d 的定义有

F
. , , (d (x

,

v )+ 。)二 i
,

V 劣
,

, 〔I犷

于是对任一正(O
,

1] 有
in f {才> o : 卢

’ , , ,

(t)少 1一 a }簇 d (%
,

, ) + 。

心

注意
, 。> o和a C o

,

1〕的任意性
,

即得
s u p d

。

(戈
,

g )二 s u p in f{t乒o
,

户
’ : , , (t)> 1 一 a }( d (劣

,

梦)
a 丈 ‘o , 1 J a 〔 ‘0 , 1 ,

另由d 的定义
,

对任意的
: 夕 o ,

存在a 。“a 。
(。 )

,

使得

F
二 , , (d (%

,

夕)一 。)< 1 一 a 。

于是有

(2
.

4 )

d (x
,

夕)一 :《 in f{t) 0 :
F

二 , ,
(t)> 1 一 u 。

}

镇 s u P

(0 , 1 ]

in f笼t》O
,

尸
二 , ,

(t)> 1 一 a }

于上式左端让
: 。 O

,

即得

d (%
,

, )簇 s u p d
。

(%
,

, )
a 任 (0 , 1 〕

结合 (2
.

4 ) 和 (2
.

5 )
,

命题 2
.

2得证
.

定理 2
.

3 设 (E
,

贾 )是 一PM
一

空间
,

设贾还满足条件 (P M
一 5 )

.

(PM
一5 )对任意的二

,

夕
, 之〔E

, t, , t: > 0 ,

汽> o ,

当F
二 , :

(t
l
)> i 一几

,

就有F
, , ,

(t
,
+ tZ )> z 一只

则 ( i ) 对每一 a C O
,

1 〕
,

由下式定义的函数d
。 :

d
。

(戈
,

, )= in f凌t》 O : 尸
: , , (t)> 1 一 a }

已

是百上的伪度量 ;

(11 ) 对每一 a 〔(0
,

i〕
,

E 中由邻域 系

{U 任E
,

V 二〔U
,

存在
。> o

,

使得N
二

(。
,
a )。U }

其中

N
:

(。
,
a )二凌g 〔百 : F

二 , , (。)> 1一 a }

所导出的拓扑少
。

与E 中由邻域系

{B
。

(劣
, 。) :

( E
, 君> 0 }

其中

B
。

(二
, 。)二王g 〔百 : d

。

(二
,

, )< 。}

所导出的拓扑 几 是一致的
.

(2
.

5 )

尸
, , :

(t
Z

)> 1 一几时
,

(2
.

6 )
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证

( i ) 对每一a 〔(o
,

i〕易知d
。

(x
,

, )> o
,

d
。

(夕
,
戈 )== d

.

(%
,

夕)
,

而且 当x , g 时
,

必有 d
。

(二
,

g )

= 0
.

另由d
。

的定义
,

对每一
8 > 0

,

卢
’ : , ·

(
d
·
(

、

、 , 二 ) +

主)
> 卜

a ,

卢
’

一(
d

·

‘一 。, +

宜)
> ‘一 a

于是由条件 (PM
一

5) 知

F
, , , (d

。

(戈
, 之) + d

。

(z
,

, ) + e )> z一 a

故有

d
。
(劣

,

v)《d
。
(x

, 之 ) + d
。

(z
,

, ) + 。

于上式中让
。、O即得

d
。

(x
,

, )《d
。

(义
, 之 ) + d

。
(z

,

夕)

由于由d (x
,

妇 一。不一定有
、二夕

.

因而对每一 a白 。
,

1 」
,

d
。

是 E 上的伪度量
.

(i i) 我们只要指出

N
,

(。
,

a )二B
。

(x
, 刀) (2

.

7 )

即可
.

事实上
,

设 , 〔N
,

(。
,

a)
,

故有F
二 , ,

(。)夕 l一 。 .

但 由分布函数 F
二 , ,

的左连续性
,

故存

在
。‘〔(o

, 。)
,

使得F
, , , (。

,

)> z一 a ,

因而有

d
。

(x
,

夕) = in f{t> 0 : F
二 , ,

(t)> 1 一 a }( 。,

< 。

弓

止:式表明夕〔B
。

(二
, e )

,

此即N
:

(。
, a )仁 B

口

(二
, 。)

.

反之
,

设夕〔B
。

(,
, 。)

,

于是 d
。

(二
,

夕)< 。 ,

因而F
二 , , (。)> l一 a ,

即夕〔N
二

(。
,
a )

.

故B
。

(x
, e)

二N
:

(。
, a )

.

(2
.

7 )得证
.

三
、

M
一PM

一

空 间的拓扑结构

S c h w e iz e r ,

S k la r : ’。’
指出

,

如果 (E
,

歹
,

A )是M
一
p M

一

空间
,

当 t一范数△满足条件

s u p A (t
,

t )= 1

时
,

则M
一

PM
一

空间 (E
,

萝
,

八) 是可度量化的H a此d or “拓扑空 间
.

在本节中我们将给出

另外的可度量化条件及与之相联系的度量函数的形式
.

定理3
.

1 设 (E
,

歹
,

么) 是 一M
一
PM

一

空间
.

( i) 当贾取值于 勿
。

时
,

则对任意的卜范数么
.

(E
,

萝
,

八) 是一度量 至 间
,

其度

量d 由(2
.

1) 式定义
;

(i i ) 当卜范数A 满足条件

A (a
,

b )) m a x { a + b一 1 , 0 }
,

时
,

则对任意的M e
雌

e r
慨率度量萝

,

(E
,

贾
,

d 关(x
,

, )= su p {才: F
二 , , (t)簇 1一 t }

V a ,

b〔仁O
,

1」

幻 是可度量化的
,

而且函数尹
:

(3
.

1 )

就是E 上的度量
,

另由d 关在E 上所导出的度量拓扑与由万中的邻域系

{U c E : V 二〔U
,

存在
: > o

,

使得N
,

(。
, s )泣U }

其中

N
.

(。
, 。)二{夕〔E : F

, , , (: )》 z 一 : }

所导出的拓扑犷是一致的
.

(3
.

2 )
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证 结论(i )由定理2
.

1得知
.

下证结论(ii )
.

我们首先指出
,

由 (3
.

1) 式定义的函数尹具有如下的性质
:

d 关 (%
,

y )< t劳
一

F
二 , ;

(t)> 1一 t
,

丫 t> o (3
.

3 )

现证d 关是 E
_ _

仁的度量
.

事实土
,

d
关
(、

,

y) > o
,

d 气二
,

功二 。当而且仅当二 = 夕
,

及 d伙二
,

!/)

= d气夕
,

劝都是显然的
.

另由J关的定义
,

对任意 的
: ) 0和任意的

、 ,

,
, z 〔E

,

有

、.‘l、口....J
己2巴O山F

· , ·

(
d , (x

, · ) + 量)
> 1

4

一 d · (,
, 之

卜

F
· , ,

(
d · (:

,

, ) + 夏)
> 卜 d ! (之

,

。卜
(3

.

4 )

于是由 (PM
一 4 m )和上式有

F
, , ,

(d 共(戈
, 之) + d 关(之

,

夕) + 。)> A F一(
d 二‘“

, 之 , +

睿)
,

F 一
,

(
d · (之

,

。) +

夏))

、F
· , :

(
d · (二

, · ) +

言)
+ F

· , ,

(
d · (·

,

、) +

互)
一 1

> 1 一 (d 关 (劣
,

仑) + d 关 (之
,

, ) + : )

引用 (3
.

3 ) 即得

d 关 (戈
,

夕)灯d 关 (戈
, z ) + d 关 (之

,

夕) + 。

让
。、。

,

即得

尹 (戈
,

妇 ( 尹 (灭
,

力 十 d
‘
(之

,

, )
,

V % , ,
, 之 〔百

为了证明 E 上由 d 芳
所导出的度量拓扑与由 (3

.

2) 中的邻域系所导出的拓扑 了 是 一 致

的
,

我们只要注意由 (3
.

3) 式可得

N
:

(。
夕 。) = {夕(E : d 苦 (x

,

夕)< : }

即可得知
.

证毕
.

定理 3
.

2 设 (百
,

萝
,
△)是一M

一

PM
一

空间且夕满足条件 (PM
一

5 )
.

则由 (3
.

1) 式定义

的函数 d 关是 E 上的度量
.

证 我们只要证明尹在E
_

L满足三角不等式即可
.

事实上
,

山 (3
.

4) 对任意的二
,

夕
, : 〔刀

有

F
: , ·

(
“苦 (二

, : )、 ;

F
二 , ,

(
d 关 (z

,

, , +

舀

)
) 1 一“

·
(/

, · )一、
·
(:

,

、)一

)
) 1一 “

·
(、

, : )一 、
·
(:

.

、)一

于是由条件 (PM
一 5 ) 有

F
, , , (d 关 (戈

, 之) + d 爷 (:
,

夕) 十 : )二、 1 一
:
了关 (丫

, : )一 d 关 (之 刀)一 :

故由 (3
.

3 ) 有

d
朴

(笼
,

夕) < d 关(劣
, 之 ) + d 关 (之

,

夕)甘
一 :

让
“” 0

,

即得

d 补(义
,

夕)( d 开(劣
, z ) + d 苦 (二

,

夕)
,

丫劣
,

夕
, 之〔E

注 1 当t一范数么二 m 讯时
,

则M
一PM

一
空间 (E

,

萝
,

么) 中的牙满足 条件 (PM
一 5 )

.

车 买 {

意的劣 ,

夕
, 之e E

,
‘i

,
才2> o

,

久> o
,

当F
: , :

(才
;
)> 1一久

,

F
二 , ,

(t
:
)> 1 一几时

,

由 (PM
一4 m ) 丫

:

F
二 , ,

(t
; + fZ )> m 王n {F

, , 二

(t
,
)

,

F
, , ,

(才
2
) {> 1 一 丸

因而由定理 3
.

2 知 (E
,

萝
,

m in
,

d .

)是一度量空间
.

对任



张 石 生

四
、

P N
一

空间的拓扑结构

在本节我们讨论PN
一

空间的拓扑结构及度量化问题
.

我们有下面的结果
:

定理 4
.

1 设 (E
,

歹) 是一PN
一

空间
,

且萝取值于幼
。.

在E 上分别定义函数卜l和 {

硬 (0
,

1 ]如下
:

{}二 I}= in f{t> 0 ,

f
:

(t) = i }
, 二( E

口

}}二 I}
。

= in f{t》o ,

f
二

(t)> 1一 a }
,

%〔E
, a〔(0

,

1 〕

则 (i ) l
·

}}是E 上的范数
,

故 (E
,

歹
,

l
·

0) 是一线性赋范空间
;

(11) }}二 1{
。

是 a 〔(o
,

1〕的单调减的函数且

(4
.

1 )

(4
.

2 )

I!x l】= lim }}二 !}
。

= s u P {}戈 I】
。

o 任 (0 5 1 ,

(
一

1
.

3 )

证 (

( b )

) 我们只要证明 }
·

}在E 上满足范数公理
.

由条件 (PN
一
l) 和 (PN

一

2) 得知}刘》0 ,

且 }川 = o的充分必要条件是‘= 0 ;

由 (PN
一3 )

,

对任意的正R
, a 今 0有

l}a 二 11二 in f{t) 0 :
f

a 二

(t) == 1 }二in f{t> 0 :
f

,

(t/ 】a l)= 1 }
t 弓

= la lin f{t》0 :
f

:

(t)二 1 }= }a l
·

11“ 11
弓

而当a = O时显然仍有胆a刘 = 0. }川
。

(c ) 又由翻
·

刀的定义
,

对任意的
: > O,

有

j
·

(
!}二 }{+ ; )

一 1
,

j
,

(
}}。,{+ 雪)

一‘
,

劣
,

。〔E

于是由 (PN
一

4)
,

f
: + , (11% Ij+ 119 }{+ : ) = 1

,

x
,

, 〔E

!月而

{1二 + 夕】】( 】】、】】+ }1夕{】+ 。

}[二: 、 0
,

蛋{JJ得

」」% 十 夕{{( }}二 {1+ }}刀」{

故 {}
·

l是 E 上的范数
,

而结论 (ii )可仿照命题2
.

2进行证明
.

定理证毕
.

定理4
,

2 设 (E
,

夕 )是 一PN
一

空间
,

且夕满足下而的条件 (P N
一

5)
:

(P N
一

5 ) 对任意的二
,

刀〔E 和任意
l

内tl
,

t。> o
,

只夕。
,

当f
:

(t
工
)) 1 一元

,

, ;龙有f
: * ;

(t
,
+ t :

)> 1 一几
.

则 ( i ) 对每一 a〔(0
,

1 ]
,

由下式定义的函数夕
。 :

P
。

(二) = in f{t> O
,

f
:

(t)> z一 a }
‘

f
, (t

:
)> 1一元时

,

.曰.
日胆�月也万色呀尸.祝咋

( 4
.

4 )

是E 上的半范数
,

而且半范数族{P
。 ,

a创 。
,

1〕}在E 上是满足分离点的
,

即对每一二〔E
, 二寺

0
,

存在某一 a〔( 0
,

1〕
,

使得Pu (二) 等 0
.

(ii ) (E
,

萝 )是由上述半范数族笼Pa
, a
创 0

,

1〕}所导出的局部凸空间
,

而且对每一二〔E
,

吸(“) “{ U (二
,

a , , a Z ,

⋯
,
a , , 。) : 。> o

,
a l , a : ,

⋯
,
a ,
〔( o

,

一〕
, n 是自然数 }

是 二 的邻域基
,

其中

U ( , , a : , a : ,

⋯
,
a , , : ) = 笼夕〔E : p

a ‘( 劣一y ) < 。, a ‘〔( 0
,

1〕
,

i = 1
,

一
, 。}
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(i ii ) E 中由二的邻域基吸(劝所导出的拓扑与由 x 的下形的邻域基刃 (劝
:

刀 (x )二 {N
:

(:
,

a )
: 。卜 0

, a 卜
·

0 }
. a〔(O

,

l〕

其中

N
,

(。
, a )= 笼, 〔E

:

f
二 一 ; (。)少 1 一 a }

所导出的拓扑是一致的
.

证

( i ) 对每一 a〔(0
,

1〕和任一二〔E
,

易知夕
。

(劝 > 。; P
。

(的 = o ; 另对任一爬R
,

几寺。有

p
。

(、二 )一 in f{才》。
:

f
, :

(, )) 1一 。 }一 ; n

币》
。:

f
:

(
.

{
,

丫
1一。

下
‘ 识 、 \ 1 1 ‘} 产 夕

= }只}i
n f{t》 o :

f
二

(t)> 1 一 a }二 !只】
·

夕
。

(二 )

又当几= 0时
,

显然有P
。

(0
,

劝 = 0
·

P
。

(劝
.

另由P
。

的定义和任意的
。> 0有

f
:

(Pa
(/ ) +
夏)

) 卜
“ ,

九(Pa
(。 , +

互)习一

于是由条件 (PN
一 5 )

,

即得

f
, 十 , (P

。

(二) + j, 。 (, )+ 。)> 1 一 a

故有

P
。

(二 + , )= in f{t) 0 :
f

: + , (t)> 1一 a }《P
。

(二 ) + P
。

(夕) + 。

t

让
。”。

,

即得

P
a

(% + g )( P
a

(% ) + P
。

(夕)
,

劣
,

刀〔E
, a〔(O

,

l几

因而得证对每一 a 〔(0
,

1 〕
,

P
。

是 E 土的半范数
.

其次对任 一 x 〔E
, 二寺。

,

若对 V a 〔(。
,

1〕有P
。

(劝 ~ 0
,

即

in f诬t》0 :

f
:

(t)> 1一 a }二 0 V a 〔(0
,

1 〕

故对任一
。> 0

,

有

f
二

(。)> 1 一 a ,

V a 〔(0
,

1 〕

让 a o o
,

即得f
二

(。)二 1
,

V : > 0 ,

由(P N
一 1 )即得

、 = 0
.

矛盾
.

由此矛盾知存在某一
a 〔(。

,

1 」
,

使得P
。

(劝 斗 0
.

结论(i) 得证
.

(ii ) 因{p
。 , a〔(0

,

1 〕}是 E
一

卜的半范数族
,

故由局部凸空间的
一

般理论知结定伙 i{ )), 比立
.

(ii i) 为了证明结论(ii i) 我们首先证明

N
:

(。
,

a ) = U (劣
,

a
, : ) (4

.

5 )

事实上
,

设 夕〔N
:

(。
,

a)
,

于是有 f
: 一 ;

(: )> 1 一 a
.

由分布函数 j
二 一 ; 的左 连 续 州

,

存 在

“‘〔(o
, : )

,

使得

f
: 一 ,

(。)> f
二 一 ,

(:
‘
)> 1一 。

从而有
in f{t》o :

f
: 一 ,

(t)、 1 一 a }( : ‘
·

( “

故梦〔U (, ,
a , 。)

.

反之
,

设夕〔U (二
, a , 。) = { , 〔厂

:
P

。

(二一夕)< : }
,

故有
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P
。

(, 一夕) = in f{t> o ,

f
二 一 ,

(t)> 1一 a }< 。

因而

f
: 一 ,

(。)> l一 a ,

即夕〔N
,

(。
, a )

把
_

}: 面的讨论结合起来得知 (4
.

5) 成立
.

另对每一 U (二
,

a l ,
a Z ,

⋯
,

a 二 , 。)〔吸(二)有

U (二
, a , , a Z ,

⋯
, a

, , 。)二 {夕〔E : Pa ‘

(二一夕)< 。 ,
‘= 1

,

2
,

⋯
, ” ,

a ‘( (0
,

1〕}

= 门 U (二
, a ‘, 。) = 门N

:

(。
, a ‘)

上式表明吸(二 )与万(劝等价
,

故分别由它们所导出的拓扑等价
.

推论4
.

3 设 (E
,

歹
,

八) 是一M
一
PN

一

空间
,

其中A 二m in
.

设九
,

正(0
,

1〕是由 (1
.

4)

式定义的函数
,

则定理4
.

2的结论仍成立
.

证 我们只要注意当A = m in 时
,

夕满足条件 (P N
一5 )

,

故推论的结论由定理 4
.

2得欠
.

五
、

概率度量空间的拓扑性质

在前面几节中我们已证明当歹取值于 幼
。

时
,

则 PM
一

空间 (E
,

歹 ) 是一 度量空间
,

而

当歹满足 (PM
一

5) 或 (PN
一

5) 时
,

则 M
一
PM

一

空间和 PN
一

空间分别是度量空间和局部凸空

间
·

即此度量空间和局部凸空间的许多重要概念都可移植到这些空间中来
·

作为例子我们考

察下而的一些概念
.

定义 6 设 (E
,

歹) 是一PM
一

空间
,

其中歹取值于必
。 .

序列 {二
。

}c E 称为 d
一

收敛于

正汀
,

其中d 由 (2
.

1) 式定义
,

记为二 。

二
二 ,

如果对任给的: > 0
,

存在N = N (。)
,

当
。》N 时

有F x , 二
(。)二 z ; { x 。

}二E 称为d
一
C a u e hy列

,

如果对任给的
。> o

,

存在N = N (e )
,

当 m , n ) N

时有F 、
,
二,

(。)二 1
.

称 (E
,

夕 ) 是 d
一

完备的
,

如果对E 中的每一 C a uc hy列
,

都d
一

收敛于 E

! }1的
一

点
.

称集合A 〔(E
,

歹)是按 d为
: 一

稠的
, 。> o ,

如果对每一
二〔E

,

存在 二 , 〔月
,

使得

厂、
,
二*

(。)= 1
.

称 (E
,

夕) 是d
一

全有界的
,

如果对每一
。> o

,

存在有限子集A c E
,

使得 月

按d在E 中是
。

一

稠的
。

定义 了 设 (E
,

夕
,

八) 是M
一
PM

一

空间
,

再设或者夕满足 (P M
一

5) 或 设 八 满足条件

入(a
,

b )》 m a x {a + b一 1
,

0 }
, a ,

b〔[ o
,

1 ]
.

设d 解由 (3
.

1 )式定义
.

E 中的序列 {% 。

} 称为 d
‘ 一

收

_ d莽

敛于二〔刀 (记为八
一

劝
,

如果对任给的
e) O

,

存在N = N (。)
,

当 n》N 时
,

有 F 、
二

(: )>

一
。; {二

,

}〔百称为d 若
一
C a u e hy列

,

如果对任给的
。> o ,

存在N = N (。)
,

当m
, 。) N (。)时

,

言F 二。
.
二 ,

(。)> 1一 。 .

称 (E
,

歹
,

A )是
(
l芳

一

完备灼
,

如果对E 中任何d 井一 C a uc hy列都收敛于 E

中的某
一

点
.

你 (E
,

歹
,

{勺
。

定理 5
.

1

称集月c E 是 d 关
一。一

稠集
,

如果对每
一 二〔刀

,

存在嵘〔A
,

使得 F x , , 二

(。)> 1 一 。 .

八) 是d 并一

全有界的
,

如果对每一
。> o ,

存在有限集月住 E
,

使得A在E 中是
。一

稠

设 (E
,

歹)是一PM
一

空 间
,

且萝取值于勿
。 .

则 E 是 d
一

完备的 (d 由(2
.

1) 式定

义 )
,

当而且仅当对E 中每
一

满足如下条件的 d
一

闭子集族兄有 自 M 今帆
卫 〔 2

(i) 兄具有限交性质
:

(i i) 对每一
。> 0 ,

存在A 〔艺
,

使得D 月(e) = 1
,

其中
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D · (‘)一sau<? 梦二里
, F一 (“)

,

‘〔R

证 我们只要证明由条件 (i i) 可推出下面的条件 (ii )
‘ ,

定理 4
.

3
.

10 」) 即可得知
:

(i i)
/

对每一
。> O

,

存在A 〔名
,

使得A 的直径

占(A ) = s u p d (义
,

, )成
。

公 , 即〔 A

1 2 5

(5
.

于是结论由 一熟知的结果 (见「12
,

事实
_

匕 由假定对每一
。> 0

,

存在A 〔思
,

使得 D
,
(: )二 1

,

因而有
s u p in f F

二 , ,

(s)二 1
口 < a 二 , , 任 A

从而有

F
: , ,

(。) = z
,

丫% ,

夕〔A
,

即d (义
,

, )( 。 ,

V % ,

夕〔A

故条件 (i i)
产

成立
.

定理证毕
。

类似地可得下面的结果
:

定理 5
.

2 设 (E
,

贾
,

A ) 是一M e n g e r PM
一

空间
,

或八满足条件八(a
,

b) ) m a
x{

a 十b 一

1 , o }
,

V a ,

b〔「0
,

1〕
,

或歹满足条件 (PM
一

5)
.

则 E 是 d 矢
一

完备的
,

其中 d 朴
由 (3

.

1) 式定

义
,

当而且仅当对E 中每一满足如下条件的 d 关
一

闭子集族名都有 门M 今功
:

万 男

(i) 兄具有限交性质
;

(i i) 对侮一 。> 0, 存在A 〔艺
,

使得D
,
(。)、 1 一 : ,

其中D
,

(t )由 (5
.

D 式定义
.

证 由假定对每一
: > 。,

存在月〔兄
,

使得

D , (。)= s u p in f F
二 , ,

(s )> 1一 。

. < e x , 犷任 A

因而有
in f F

: , ,
(。 )> 1 一 “

刃 , , 任A

从而由 (3
.

3 ) 有

乙(A ) = s u p d 关 (%
,

夕)( 。

x , 创C A

故定理的结论由〔12
,

定理4
.

3
.

10 〕得知
。

证毕
。

定理5
.

3 设 (E
,

歹
,

A ) 满足定理 5
.

2中的条件
.

( 1 ) 下列结论等价
:

( a ) E 是紧的 ;

(b ) E 是可数紧的
;

( c ) E 是列紧的
.

( 2 ) E 是全有界的当而且仅当E 是可分的
.

( 3 ) E 是H a us d or ff 的正规的正则的仿紧空间
.

( 4 ) 若 (E
,

歹
,

△) 还是完备的
,

则

( a ) E 是己
e c h完全空间 ;

( b ) 设、, ‘}‘
乡 1

是二中的无处稠密集的序列
,

NlJE \( 亘
1

劝在“中稠
·

证 在定理的条件下
,

(E
,

歹
,

么)是可度量化空间
,

而且其度量函数由(3
.

1) 式定义
,

故定理的结论由熟知的结果 (见〔1 2 )) 得知
甲
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B a sie The o ry a n d APplie a t IO n S o f Pro ba b ilis tic

Me trie Spa e e s ( I )

Z h a n g S h i
一s he n g

( D ePa 对协 e ”才oj M a索h e 沉 a才‘e s ,

S ie h“a” U n i v e ”窟考督
,

C h e n 夕d “)

A七生t ra o t

T h i s p a p e r 1 5 d e v o t e d t o t h e s tu d y o f t h e b a s i e t h e o r y a n d a p p lie a ti o n s o f p r o -

b a b ili s ti e m e t r i e s p a e e s (PM
一 sp a e e )

.

I n t h i s p a p e r t五e t o p o lo g i e a l st r u e t u r e a n d p r o ·

p e r t i e s fo r PM
一s p a e e a r e e o n s id e r e d

.

T h e e o n d i ti o n s o f m e t r i z a t i o n a n d t h e fo r m o f

m e t r i e fu n e ti o n s fo r PM
一 s p a e e s ,

M e n g e r PM
一 s p a e e s a n d p r o b a b ilis t i e n o r m e d li n e a r

s p a e e s (PN
一 s Pa e e ) a r e g iv e n a n d t h e e ha r a e t e r i Z a ti o n s o f v a r i o u s p ro b a b ili st i e a lly

b o u n d e d s e t s a r e p r e s e n t e d
.

A s a p p li e a t i o n s w e u t ili z e t h e s e r e su lt s o b t a i n e d i n th ls

Pa p e r to s tu d y th e li n e a r o p e r a t o r t h e o r y a n d fi x e d Po i n t t h e o r y o n PM一sPa e e s .


