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摘 要

本文利用一个受地形强迫作用的半地转正压模式讨论了非线性 R Os sb y 波的稳定度和 解
.

结

果发现
,

东西向地形和南北向地形对非线性 R os sb y 波的稳定度和相速的影响很不相同
.

同 时也

发现
,

地形强迫下的非线性 R o ss by 波可用著名的 K d V 方程描述
.

一
、

引 言

地形对大尺度大气运动的影响问题历来是气象学家极其感兴趣的问题
.

自 C har n e y 和

El ia sse n 、

B ol in 的开创性工作以来
〔‘, “’,

人们采用不同的手段作了大量的工作来研究 地 形

效应
.

现已认识到地形是对大气环流状态产生影响的一个重要因子
.

例如
,

E g g “r 、

C ha r n “y

和 D ev or e 以及李国庆等的工作表明
〔“一 ”’,

地形强迫与大气中冬季发生的阻塞现象关系极为

密切
。

本文的 目的是研究地形对非线性 R Os sb y 波的动力作用
,

特别是地形对非线性 R os sb y

波的稳定度的作用
.

同时
,

本文对地形强迫下的非线性 R os sb y 波的解也作了讨论
.

文中得

到了一些很有趣味的结果
,

有些结果与观测事实很好地一致
.

二
、

基 本 方 程 组

我们取口平面上的均质不可压流体为我们的模式大气
·

其自由面高度为h二H + 。(x. 。
,

t)
,

平均高度为H
.

下边界高度用 h
,

来表示
,

同时本文假定有条件 人
, 《八

.

这样
,

控制流体运动

的方程组为

(晶
十

嗓
十

勃一 tv一
。

翼

(吴
+

嘿
+

心
· + fu 一

。

髦

(吴
+ ·

吴
+ 。

晶)
(“一“

·
, + ‘”一”· ,

(言二
+

言馨)
一 ”

(2
.

1 )

、诵百..t,
占

1
.日...声



23 。 刘 式 适 谭 本 馗

这里第一
、

二个方程是运动方程
,

第三个方程是连续性方程
.

引入半地转近似或地转动量近

似后运动方程成为
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:
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式中加项中的
。已用。,

代替
.

本文中
,

我们取两类特殊地形作为流体下边界
,

一类是东西走向地形
,

另一类是南北走

向地形
.

我们将东西走向的地形的高度看成仅仅是 , 的函数
,

同时假定地形坡度是常数
,

即
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利用条件h, 《 h
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这里
v d h盯d g项中的

。
也用
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, c 。= M 夕H 是浅水波的相速
.

我们假定方程( 2
.

4) 和 ( 2
.
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有下列形式的解
:
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= , /k 是非线性 R os sb y 波的相速
.

方程( 2
.

1 3) 是本文用来描述东西向地形强迫下的非线
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性 R os sb y 波扰动的一个基本方程
。

同样
,

我们将南北向地形的高度看成仅仅是 x 的函数
,

同时也假定地形坡度是常数
,

即

h B = h , (x )
,

d hB
/ d x 二 e o n st a n t (2
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这时
,

连续性方程可近似地写成
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有
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方程 (2
.

17 )是本文用来描述南北向地形强迫下的非线性 R os sby 波扰动的另一基本方程
.

下

面几节我们将详细研究方程(2
.

13 )和 (2
.

17 )的性质
.

三
、

东西向地形强迫下的非线性 R os sb y 波扰动的稳定度

我们现在开始讨论受东西向地形强迫作用的非线性 R os sb y 波的行为
,

其控制 方 程 是

(2
.

13 )
.

很明显
,

若不考虑地形
,
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方程(3
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1) 描述的是非线性自由 R os sb y 波
,

由我们在研究地球物理流体 中
的非线性 R os sby 波动力学时首先得到

.

我们已求得了它的解析解
,

这里我们不再讨论
,

有

兴趣的读者可参看我们的文章〔6〕
。

若考虑地形
,

一般来说要求得 (2
.

13 )的精确解析解是困难的
.

因此
,

我们将在 (2
.

13) 的

平衡点附近讨论它的近似解
.
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:
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.
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下面我们将分别在两个平衡点附近考察方程组 ( 3
.

2 )的性质
.

点A 附近将非线性函数 F (少 ) 作泰勒级数展开
,

我们得到
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若仅仅保留(3
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我们称(3
.

6) 为一次系统
,

它描述的是受东西向地形强迫
、

扰动
。

若同时还保留(3
.

4) 右边的第二项
,

(3
.

2) 化成

(3
.
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在平衡点A附近的线性 R os sb y 波
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,

下面用它代替(3
.

2) 近似地描述受地形强迫
、

在平衡点 A附近的非

线性 R os sb y 波扰动
.

在本节
,

我们仅仅讨论扰动的稳定度
,

在第五节我们再来求它的 解
.

首先
,

我们分析一次系统 (3
.
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.
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,
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这样
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、
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从此判据我们清楚地看到
,

扰动的稳定度受行星涡度梯度刀
、

扰动相速‘和地形坡度 d ha/ d 夕

等因子的影响
.

很明显
,

刀的作用是使扰动稳定
, c 二

的作用是使扰动不稳定
.

地形对扰动的

作用是
:

南坡 (d ha/ d y> 0) 起稳定作用
,

北坡(d几a/ d y < o ) 总起不稳定作用
.

我们取大气参数的量级如下
:
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H 一 1 0 4
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故
,
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,
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_
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、
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四
、

南北向地形强迫下的非线性R os sb y 波扰动的稳定度

我们现着手研究南北向地形强迫下的非线性 R os s by 波扰动的 行 为
,

其 控 制 方 程是
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1)

式中F
, (价 )由 ( 2

.

1 8) 给出
.

易看出
,

( 4
.

1) 有两个平衡点
:

平衡点 D : (少
,

叻) = ( o
,

0 )

平衡点E :

(。
,

, ) 一 (一「
。

护+j : (
。 :

一黔 唯
认

、 ”

介
一

‘

嘴
一

学
下面我们将依次在二平衡点附近讨论方程 (建丫1 )

,

的性质

分 }( 4
:

幻

一
.

我们先考虑平衡点 D
.

将非线性函

羚红誉尹’在平衡点
D 附近作泰勒级熬展秘平呷愚终萍郊平本

项

巾
‘= 劝

,

劝
‘
= ( a :

小 + 移冲
么

)丫
e 孟e

二

(秃
2
+ 12 )

,

我们得到

式幸圳
,
钱点溅平介

、:门
一

d
一

立避讯皿向两农夕惊 公忿
.

韵
.

价
.

钟
: }丈份

,

下 户幽
��、飞.产、�泊毛

丫

巧人勺 !丁
“
(李:旦

.

口2 -

,

(咧
.

;
,

( 4
.

3 )
,

{{

}
‘

澎乙三{}

( 公a
.

乞) ( 4
.

4 )

漏献
、

.

。)代替 (金一、{ 省

厂⋯
一飞 一

、
一

认⋯⋯
;产

⋯:⋯一⋯

挂辛赢众
.

火
_ ‘

o s sby波

伙心掇

扰动可以证明
: 从‘ ,

直 }次l介湃
’

(乞又
.

￡) 1俘
、
( 父又

.

C)拟
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‘。
,

。,是
{
鞍点

,

若 a a< o ,

中心
,

若气< 0
.

所以
,

受南北向地形强迫
、

在平衡点D 附近的非线性 R os sb y 波扰动的不稳定判据是

, +

小
一

篇鲁卜
。

(4
‘

5 )

从此判据我们知道
,

波动的稳定度不仅受刀
、 c .

和d h盯众的影响
,

而且还受波数k和 l的影响
,

这是一个新特点
。

很明显
,

刀的作用是使波动稳定
, c :

的 作用是使波动不稳定
,

地形对波动

的作用讨论如下
:

对于导式波动 (l/益> o
,

槽线或脊线呈西北一东南走向)
,

西坡 (d h盯d x >

0) 使其不稳定
,

东坡 (d h盯而< 0) 使其稳定
.

对于曳式波动
,

(I /寿< o ,

槽线或脊线呈东

北一西南走向)
,

西坡使其稳定
,

东坡使其不稳定
。

由于刀比 召认 大一个量级
,

东坡上空的导式波动总是稳定的
,

西坡上空的导式波动当

会
< (会)

c ‘

(4
.

6 )

时是稳定的
,

否则是不稳定的
。

这里

(
一

翻
c ‘
一

}梦(各
+ 、

)} (4
.

7 )

西坡上空的曳式波动总是稳定的
,

东坡上空的曳式波动当

{鲁卜(鲁)
。‘

(4
.

8 )

时是稳定的
,

否则是不稳定的
.

我们现考虑平衡点 E
.

为方便起见
,

我们作变换

中, 二巾十九 (4
.

9 )

式中

于是 (4
.

1) 变换成

。: 一

回
+ , :
(

C 。
一

杀鲁)]/
“

中二= 功
,

训= 凡
. (中动

(4
.

1 0 )

(4
.

1 1 )

其中

, _
、

。 ~
,

‘ ~
、

/ 「
, , , , , , 、

了
_ , _

班 d h, ‘
.

F
; . (小 , )== 刀必

, (中。一中 : ) / ! (寿
么
+ l么){

c 含c
,

一债号 是形 巾: +
一

二
、 一 二 · ·- - ! 、 - ,

一 / L
’

一
’

、
’ 一

JO R a 戈

同时平衡点E 变换成E 。 :

(少; ,

妇 = (o
,

0)
.

将非线性函数F ,彩小沪

级数展开并只保留线性项和平方项
,

我们得到

9 1 d h刀

了
。k d 劣

在平衡点

, ,

)〕
(4

.

12 )

E , 附近作泰勒

。 : 一 ,
,

,
,
一刀(一 ,

2

,
· + “

吕

, : )

/ l
(“2 + ‘2 ,

(
·‘ g l

“一了i百会
。 2

)〕 (4
.

1 3 )

式中 b
:

一 1二

希会叭 /(
· :、一

杀会
一

叼 (4
.

1 4 )

我们 用 (4
.

1 3) 代替 (4
.

1 1) 来近似地描述南北向地形强迫下的在平衡点 E 二 附近的 非 线 性

R os sb y 波扰动
.

很易证明
:

若

,
2

< ”
, ·‘一杀

-

叭> 0 , ·“‘一

杀

鲁叭<0

会
。 : > 。

(4
.

1 5 )

(4
.

1 6)
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时
,

平衡点E , 是二次系统(4
.

1 3) 的中心
.

若

。‘。
, ·:。 一

杀会
, 2> “

(4
.

1 7 )

少
2

> 0
, e若e

:

一
9 1 d hB

f
o
k dx

少
2

< 0 (4
.

1 8 )

时
,

平衡点E , 是二次系统(4
.

13 )的不稳定鞍点
.

(4
.

1 7) 或 (4
.

1 8) 是南北向地形强迫下的在平

衡点E 附近的非线性R os sby波扰动的不稳定判据
.

将(4
.

10 )代入(4
.

17 )和 (4
.

18 )后我们得到

, +

价一杀会冲
,

冬一

斋
一

会卜价一杀会)l>
。

, + 。么

(
·二一

杀会)
> 。

,
、

户一斋会 [,
+ 。

2

(一苏
一

会)]
< 0

(4
.

1 7 )
产

(4
.

1 8 )
尹

从(4
.

17 )‘和 (4
.

18 )
’

我们知道
,

西坡上空的导式波动
,

若

(4
.

1 9 )

时是稳定的
。

若

(会)c
.

<

会
<
(会)

cs

会
<
(会)c.

会
>
(会

一

)cs

(4
.

2 0)

(4
.

2 1 )

西坡上空的导式波动是不稳定的
。

式中

、
或时

(会)
。:

一

1多(孚
+ 二

)
+

多)
厄

德砌
厄

.

叹舒咸 (4
.

2 2 )

而(d h,
/ d x)

。刁

由 (4
.

7) 给出
.

东坡上空的导式波动当

{会1
>
(会)

。‘

(4
.

2 3 )

时
·

是稳定的
,

否则是不稳定的
.

这里

(翻
。 一

1等沙劝
一

丫飞如飞黔
~

刁飞 刀
c矛e

:

(4
.

2 4 )

西坡上空的曳式波动当

会
一

>
(会)cs (4

.

2 5 )

时是稳定的
,

否则是不稳定的
。

东坡上空的曳式波动当

(会)
。‘

<

}会!
<
(

一

会)
。。

}绷
<
(会)

c4

!刽
>
(

一

勃
。

(4
.

2 6 )

时是稳定的
,

若

(4
.

2 7 )

(4
.

2 8 )

时是不稳定的
。
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五
、

地形强迫下的非线性 R os sb y 波扰动的解

前两节我们讨论了地形强迫下 的非线性 R os sb y 波的稳定度
,

本节我们讨论它们的 解
。

我们将仅仅求解方程 (3
.

7) 和 (4
.

3 )
,

方程 (3
.

18 )和 (4
.

13 )很容易以相同的方式求得
,

我们这

里不再给出其结果
。

(一 ) 东西向地形强迫下的非线性 R os sb y 波扰动的解

(3
.

7) 描述的是受东西向地形强迫
、

在平衡点 A 附近的非线性 R os sb y 波扰动
,

它可改

写成

必I,
(“中 + b中名)

(k名+ 产)e孟‘
(5

。

1)

略去 (5
.

1) 右边的平方项
,

我们有

~ . a中
甲

“

= 丽耳丙可可
(5

.

2 )

(5
.

幻 是一线性常微分方程
,

若

a

(介出+ l名)c 孟c.

口 .

了
。

刀+ 兴
尸

’

H
c. = 一

= 一 1

d h.

而
-

(5
。

3 )

或

k么+ l生+ 料忽
(5

.

3 )尹

它的解是波动解
.

(5
.

3) 或 (5
.

3) 产
就是东西向地形强迫下的线性 R OS sb y 波的色散关系

.

由

于本文未考虑基本气流
,

同时对于稳定的R os s by波有刀+ (f
。

/万 )
·

(d h,
/而 )> 0

.

所以
,

东西

向地形强迫下的线性R os s by波是向西传播的
.

从(5
.

3 )
尹

我们知道
,

南坡上空的 R os sb y 波比

北坡上空的 R os sb y 波向西传播要快些
.

如果我们考虑基本气流的作用
,

R os sb y 波一般向

东传播
.

北坡使波动传播加快
,

南坡使波动传播减慢
,

这与观测事实很好地一致
.

故东西向

地形有利于横槽或切变线的形成
.

特别
,

若d ha/ d g 二 O
,

(5 二3 )产退化成

。

一
、

摇命 (5
.

4 )

(5
.

4) 正是 自由 R os sby 波的色散关系
.

我们现考虑非线性微分方程 (5
.

1 )
.

将(5
.

1) 对 君微分一次
,

有

二
, , ,

Zb ~ ‘
, a ‘

,

巾,, 尹一 一

~ 书黑一一少巾
产

一而丁一杂
一;

一
~

巾产= 0
~ 一 (k 么+ I么)c考ca ~ ~ (k

Z
+ l

吕

)c孟c. 一 一
”

(5
.

5) 就是著名的 K d V 方程
.

用2中 ,
乘方程(5

.

1) 并对君积分一次
,

有

(5
.

5 )

~
一 ,

Zb 。
,

“
甲

’ 一

= 丽踌百千了万可可 I’ , ‘甲 , (5
.

6 )

式中
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F
Z

(, )一 , 3 +

器
,

2
+ D

!

是 小 的三次多项式
,

D ; 是积分常数
.

为了保证 (5
.

6) 的解是有界周期函数
,

F
Z

(中 )二 o的三个根中
。 、

中。和中
口

必须是三分立的实根
.

我们不妨设

少
。

< 少。< 少
。

这样
,

(5
.

6) 的解可 用雅可比椭圆函数表示出来
,

即

(5
.

7 )

三次代数方 程

(5
.

8 )

。(: )一。。 + (。
。
一。。) c n Z

了
b( 中

。
一中

。
)

6(k
Z + 1

2
)c孟c

. (5
.

9 )

, (二
,

。
,

, )一。。+ (。
。
一。。) c n Z

了
b (少

。
一中

。
)

6(k么+ l么) c孟c
二 (kx + 19 一 v t)

我们称(5
.

9) 或(5
.

9)
‘

为 R os sby 椭圆余弦波
,

其波速由下式给出
:

(刀+ 彝举
,
丫石票一

~

1
“

(叹咬
些二卑气

一

、
\

’

月 a x , L 艺I\ 吸m ) 」 \ 甲
a
一甲吞十甲

。 ,

(5
.

1 0 )
k

Z
+ 1

2
+ 拼

2 少
。
一小

。

ZK (m ) 中
。
+ 少b + 少

。

式中

K ‘fn , 一

{
。 d t

澎 1 一 m 么s in 么t
’

巾云一少。

中
a
一少

。 (5
.

1 1 )

显然
,

色散关系 (5
.

1 0) 包含有波振幅
,

这是非线性 R os sb y 波的显著特征
。

地形对非 线 性

R os sb y 波的波速的影响与地形对线性 R os sby 波的波速的影响是相同的
,

我们不再详细讨

论
.

在特定的条件下
,

R os s by 椭圆余弦波退化成 R os s by 弧立波或 R os sb y 余弦波
.

我们

这里不再作讨论
.

(二) 南北向地形强迫下的非线性 R os s by 波扰动的解

方程 (4
.

7) 描述的是受南北向地形强迫
、

在平衡点D 附近的非线性 R os s by 波扰动
,

它可

改写成

~
. ,

1
,

~
.

,
~

。 、

甲
“

“ 一

硬盔拜了
活)云言瓦

一

灭“2
甲十 “2

甲
“

) (5
.

1 2 )

它的线性近似是

小
I,
=

口2

(k
Z
+ l

么

) c考c
: (5

.

1 3 )

(5
.

13 )描述的是波动
,

只要

口2

(k
么
+ 1

2
) c若c

, 一 1 (5
.

1 4 )

C ,

= 一

。 _ f
o
l d h。

尸 一万百刁
二

k
Z
+ 1

2
+ 拼2 (5

.

1 4 )
尹

(5
.

14 )或 (5
.

14 )
‘

是南北向地形强迫下的线性 R o s sby 波的色散关系
.

由于本文未考虑基本
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巩一血l
一
J
‘托

f0
一

H
气流

,

同时对于稳定 R os sb y 波有 刀一 > 0
.

所以南北向地形强迫下的线性 R os s b y

波是向西传播的
.

若我们考虑基本气流的作用
,

R os sb y 波一般向东传播
.

地形对导式波和

对曳式波的作用是很不相同的
.

西坡加快导式波但使曳式波减速
,

东坡使导式波移速减慢但

使曳式波加快
.

故南北向地形使导式波波长变短
,

使曳式波波长变长
.

与得到 (5
.

9) 一样
,

我们可得到非线性微分方程 (5
.

1 2) 的解
:

中佗)二小。+ (中
。
一中 b ) e n Z 邝次瓦二功石下

‘

叼 亡矛又乞万 12 凡认丁。 白
V 气传 门一 ‘ I ‘ 0 ‘ :

(5
.

1 5 )

功(二
,

,
,

r )二必。+ (价
。
一少。)e n Z / b

Z
(中

。
一中

。

)
, ,

丫后刃奋刃万武瓦 灭“劣十 ‘y 一”丁少 (5
.

15 )

、

二 。术 ~ ~ ~ 一 _
、 , 卜

_ 、。 , _ _

、 , 。 ~
。

.

3 a ,
~

,
.

。
_ , ,

_
, 、 、

~
t
~ _ J _ 、 , 、 ,

_ _ _
、 ,

_
: 从

〕玉生且岁
a 、

甲 b利甲
。

是二二久 1弋安又力 币呈甲
一

十 。 L 一

甲
“

十刀
2
一 U阴 二二分卫二{头于民

。

L匕
。

1 匕)或抽
.

1 匕)
’

}可侧;

乙 u Z

也称为 R os s by 椭圆余弦波
,

其色散关系由

中
a
一中

。

中
。
+ 少 b 十中

。

Z‘.、么

飞
,
t

J

‘ -

一
示行命l

一
‘

、夕

�m
兀一zK(

ree口L、、.户
」

dhs一dx
省
.

,.廿卜忧

j0仔
一刀

J

‘了.、
、

汀

ZK ( m )
1

2

f一鱼二呸
一

、
」 、中

a
十少 b + 中

。 /

( 5
.

1 6 )

给出
.

式中K ( 。)和。由( 5
.

1 1) 给出
.

显然
,

色散关系 (5
.

1 6) 同样包含波振幅
,

地形对非线

性 R os sby 波的波速的影响与地形对线性 R os sb y 波的波速的影响是相同的
,

我们 略 去 对

它的讨论
。

六
、

结 语

R os sb y 波是大气中的一种重要波动
.

本文我们研究了地形强迫下的非线性 R os s by 波

的行为
.

我们主要讨论了波动的稳定度和解
,

得到了以下主要结论
:

a) 在平衡点 (巾
,

妇 “ ( 0
,

0) 附近
,

南坡使波动稳定
,

北坡使波动不稳定
.

西坡使导式

波动不稳定但使曳式波动稳定
,

东坡使导式波动稳定但使曳式波动不稳定
.

b) 地形强迫下的非线性 R os sby 波可由著名的K d V 方程近似地描述
.

其有界周期解是

椭圆余弦波
,

在一定条件下
,

椭圆余弦波退化成孤立波或余弦波
。

。 ) 波动的色散关系含有波振幅
、

地形坡度和一些其它因子
.

这正反映了 R os sb y 波的

非线性特征和地形对波动的作用
.

地形对波动的作用是
:

南坡使波动向东传播速度减慢
,

北

坡使波动向东传播速度加快
.

故东西向地形有利于横槽或切变线的形成
.

西坡使导式波动加

速但使曳式波动减速
,

东坡使导式波动减速但使曳式波动加速
。

故南北向地形的作用是使导

式波动的波长变短
,

使曳式波动的波长变长
.
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