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摘 要

在这篇文章中
,

根据 L ov
e 一K ir c h h o ff假设的薄壳理论

,

导出了 r > 。等厚圆环薄壳力矩理论

轴对称问题的基本方程
.

对具有大参数 护/ R 。人的
r

> O等厚圆环薄壳
,

给出了二次 渐 近 解
.

本文

也给出了当边缘远离圆环薄壳顶点时的边缘问 题 的二 次 渐 近 解
.

它 们 的 误 差都 是 在 L ov
e -

K if c h h of f假设的薄壳理论的允许误差范围之内
.

符号说明

a 圆壳环的经线曲率半径

亡
1
和 亡

:

复常数

E 弹性模量

H
,

犷 径向和轴向内力

h 壁厚

M
, ,

M
,

经向和环向弯矩

N
, ,

N
。

经向和环向内力

Q
,

横剪力

叮H
,

q : 分别是单位中面面积上的径向和轴 向载荷

R0 整个环壳的半径
.

r ;

圆环壳的环向曲率半径

r r Z s l n 切

经向和环 !可应变
, 泊松比

沙 经线的角位移
‘

·

甲 壳面的法线与旋转轴之间的夹角

犷气
r
气护 分别是 犷

, r ,

甲 在圆环壳的上边界处的

该值

一
、

引 言

钱伟长
〔’“,

F
.

T 6 lk e 〔2 ’,

R
.

A
.

C la r k ‘3 ’和 B
.

B
.

H o B o 、。二 o B 仁‘’ ,

都研究了等厚圆环

形薄壳轴对称问题复变量方程
.

钱伟长
〔”指出这些复变量方程都在 L ov

e 一
K ir o h h of f薄壳理

论允许误差范围之内
.

钱伟长
〔” 〔5 」,

R
.

A
.

C la r k 〔
3 ’,

B
.

B
.

H o B o 二” Jl o B 〔‘’和 张 维〔6 〕,

赵鸿宾[7 〕
等给出了不同形式的解

.

钱伟长
t ’〕工”,

给出了一般解
.

R
.

A
.

Cl ar k 〔, ’,

B
.

B
.

H oB
。冰二 oB

〔‘’和张维
汇6 ’给出的渐 近解的 误差 都是斌 R oh /a 阶的

.

而给出的幂级数解
,

钱伟

长
〔8 」指出它不是到处都是一致收敛的

.

由于基于 L oy
e 一

K ir c h ho ff 假定上的薄壳理论
,

它本

身也包含一定误差
,

那么给出的正确解的实际精确程度也就不可能超过这个误差范围
.

本文

*

钱伟长推荐
.
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给出的二次渐近解
,

它们在实际计算中是 简 单 而 方 便 的

K ir ch hof f薄壳理论允许误差范围之内
.

而更高阶渐近解
,

.

而且
,

它 的 误 差 是 在 L Ov e -

2 生一一
一

—
一一

~

迪一旦一鱼一一一一一一一一一一- 一一一一

仅具参考价值
。

二
、

基 本 方 程

回环壳的几何参数如图 1

R
。

一
- - -

一}

图 1

对等厚圆环薄壳
,

我们有
:

a , e o n st
, r : = R 。

/
s in切+ a

等厚圆环薄壳轴对称问题的载荷
、

内力和位移如图 2
.

(2
.

1 )

它们的定义和正方向标注在图 2 上
.

屿\厂

根据 L o v e 一

K ir ehh o ff假定的薄壳理论
,

图 2

我们有
:

、.......,气‘了......少
厂

平衡方程
:

d (r厂)
d甲

+ r q v = 0

2)、weeewe‘、11少3:.、、.产、
2|, 2二,’.9
口l刀
矛‘
‘碑

‘
、甲门比一们丫ll d (r H )

万
一

刁可一

l d (r M
, )

万 一

而一
~

内力与应变之间关系
:

一 N 。+ r q 丑二0

一M
ee o s甲一 r (犷e o s甲一H

s in 甲)= 0

E h
I v , = 而不不‘

“, 十 ”e e ) ’
、, 一

各
‘一 + ⋯ ,

M
, = 一

E h3

1 2 (1 一 v Z

)

d J
.

.

十 V

a 卯
M

e = 一
E hs

1 2 (1一 , 2

)

l 浮
」 .

v

.
一

C O t 切 卞
\r 么

’

a

、、.尹
矛

职C0

咨一几z一口Z叮砚、
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中面变形连续方程

l d (r 己e )

万 一-

了诃一
= ￡, e o s甲一沙s in 沪 (2

.

4 )

还有内力之间关系
:

H = N , e o s甲一 Q , s in 中
,

厂 = N , s in 甲+ Q , e o s甲

由以上各式
,

不难求得
:

(2
.

5 )

L (r
H ) + 苦(r

H ,
一

E h”+ f‘甲’
,

L ‘”, 一含
‘

1 2 (1 一 v Z

)
, _ _

r r

= —
一分洲 i ‘

~ ~ 一

气T J I
一 r 犷 C O t切 少

乙乃。

(2
.

6 )

式中
:

L (. 二 )为一线性微分运算子
,

它是
:

L (..
·

) =
R

。

(1 + a s in 甲) d
a Z s in 甲

2

(⋯ )
.

一

万一
.

万一 - 州~

a 甲
-

e o t甲 d (⋯ )
a d 甲

一 -
- - -

一竺
s

恤一 -
_

_
_ _ _

R o (1 + a s in中 )s in q7 (⋯ )

。

一R0一一a和

f(切)= 一 (2 + v )
+ ·

)
“

豁
9 ‘· *
一(

R
。

‘ ,

— 十 a
S ln 甲 )

。·s‘n 甲l一切凡
一in/‘.、1一

a

一沪
SOCHq

、

、,,Z

a+
�甲风

一in
一S

/..、
、

l
S l n 甲

R 。

( 1 + a s i n 甲)

_ _ , ,
, , . 补

、
,

, , 月【 月了 I 百 了 、 I

一
十言JL

a

J
。 r q r d 甲一吸

a

J
。 r q F d 甲十 r ’犷’

)」
c o ‘,

我们作第一次变换
:

二: 一

粼只票至 (
·
H + 一

t

可
: 。; 、,

)
( 2

.

7 )

e ; = 澎 r Z
护si n

知
一

沙
,

由式 ( 2
.

6) 得
:

血
_ ~ /

d 甲 V

5 1 11 甲

1 + a s in 沪 {
、.了

OD2
矛‘、

、...、了-\lee

1
.J

甲
吞L

OC

、

、..声

d 么H
d y么

+ 【日(叻 + 们汀 ; = 一
E a Z

R oh
( e : 一日x . )

髻乡
十〔“‘甲, 一”〕”1 -

,
‘ . 一

- 一 二 ~ 而-
~

_

, . 苦

蒜巨
一

粼
一

星器, (
·‘犷’一

aJ:
r “

脚
式中 刀= 澎

一

厄(1 ‘公勺

“‘甲, 一

最(
一

器一爵
+

一

豁
一

)一
‘’ * +

一

六
十

{
一 ( 2 + · )

(
一

、

黯
+ ·

)
。

一
甲 -

r z

4 R
o

。 _ = 查巫诬夕劳
一

二,’. E
汀

万

尽
一

+ 。

、
“

(
一

任李
- 5 1。 ,

口 \ s i n 甲 , \ “W

一

豁
。。 S

刁
一

(
2 5 1·, + 一‘·, +

儡、)(盗
+ ·

)
。

一黯(1黑黑币

2 、(
一 1 一

一

万
; 节派 丁 刀l

a 5 1 n 一

甲 / J

r 。; 、, +

(
仪S ln 甲

1 + a s in 甲

, 釜

r q Fd 切 +
r 朴犷朴

a )
。。,

呼
洲

l
‘/‘胜、

、

、、..夕产

V+

再作一次变换
:

“一

了霭
一

“且,
, J 二 一 , 。 、

子
。一丫

一

答氢
一

”1 ,

“一 (三
“
) ( 2

.

9 )

由式 ( 2
.

8 )得
:
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(2
.

1 0 )

、亘....、
、

2性...少
�

彻毋

d 么日

d舀“

+ g ,

(豹刀 = 一E 几; (日占一日。 )

+ g : ( : )。一

省
, : (二: 一二。 )

式中
:

鱿
a 2

一 R
o
h

’

「。
、 .

5
一

l
‘ , ‘ 、

「。
, 、

5 飞
‘

g , 吸雪) = L
占才又切 , 十 , 一 3 6。“ 」自

,

9 2 气‘’= L
‘甘L甲’一 v 一 3后奋

“
一

」“

日. = 日 , 。雪
4 , 二

。一

寻五
s i n

Z沪 (二
。

一{:
’ ·。·“,

)“一
, ,

对 R0 /a = 1/ a = O ( 1) 的等厚圆 环薄 壳来讲
,

几
。

是一个大参数
,

而且 还 有 9 1
(豹 = O ( l) 和

9 2
(如。 O ( 1 )

.

那末
,

式 ( 2
.

10 )是一个包含大参数的二阶变系数常 微分方程组
.

式 ( 2
.

10 )是

r > O等厚圆环薄壳力矩理论轴对称问题的基 本 方 程
.

必 须 指 出
,

它 的 误 差 是在 L oy e -

Ki
r c
hh of f 薄壳理论允许误差范围之内

.

三
、

齐 次 解

式 ( 2
.

1 0) 的齐次方程是
:

少厅
.

。 、

二 一
, ,

二
亡

少百

论
“一十 gl( 引’里= 一乙 几言” 互

,

一论
‘

-

一

+ 。
: (。) @ 一

省
“;。 ( 3

.

1 )

因为在式 ( 3
.

1) 中
,

几。是一个大参数且有 g , (豹 = O ( 1) 和 9 2
(豹 = O ( 1 )

,

故有比较方程
:

瑟一
E “:“:

,

馨
一嗜

““二
( 3

.

2 )

方程组 ( 3
.

2) 可 以合拼成一个方程
,

它是
:

一

令
一 十“

“

剪一”

( 3
.

3 )

式中
。

,

二 E
曰 = 丈十 忿~ 二月币‘

艺P
-

0 ; 拌2 = 一 2 1刀
z
几言

,

‘= 斌二 i

上式有解
:

U = 心 zi( 粤约 ( 3
.

4 )

式中 zl( 弩
一

内
是 1 / 3 阶 Bes se l函数

.

那末
,

以下式作为式 (3
.

1) 的一次渐 近 解
,

这 同 其 它 作 者 是 一致

的
〔”〔‘’〔6 ‘:

( 3
.

5 )

式中
:

“
1 + ‘

泰
百 1 一“

一

:
匡H寥(

一

举, )
+ 亡

Z

H岁(弩期

殆
’

(
一

臀步)和 H抓
一

瞥约
分别是第一种和第二种的 1/ 3 阶 H a n k e l 函数

.

由于在式 ( 3. 1) 中包含一个大参数
,

我们将式 ( 3
.

1) 的解展为 “ 的负次幂的级数
.

在这篇

文章中如下式表示
:
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万二 R e
d口

(
‘1
口+ 竹

一

崔)
,

“一

誉
。

(切
+ , :

霭
;

) (3
.

6 )

式中
:

占
:
= 兄 占; , 。

(占冲
一 ,

占
2
二 兄 占

2 , 。

(蚕)拼
一 ”

(3
.

7 )

、l

!l
!L少

丫: == 习 , , , ,

(占)拼
一 ’ , , :

= E , 2 , 。

(占)拼
一 “

将式(3
.

3 )和 (3
.

6 )代入式 (3
.

1 )
,

得
:

!念
1

一
。: : (“二一“

2

卜
。2 , 1一 2 0 2

:

金
+ 。工(“,“

1

]
口

+

〔令
一。: : (: 立一 : 2

) + 2

雀
1 + 。1

(: ): 【

〕贵
一。

!
一

层翼
2
一。

2

: (“
2
一“

1

卜。2 : 2
一 20 2 “

一

金
+ 。

2

‘“,“
2

]
口

+

[金
一、(人一 : 1 ) + 2

黯
+ 珑 (: )
司霍

一 。

将式 (3
.

7) 代入式 (3
.

8) 中
,

并令 口和 d口/心 的系数分别为零
,

(3
.

8 )

、l....ee|
、

!
得

g0{
d

Z
占

: , ,

(舀)

d占
2

一占[己; , , * 2 (雪)一占: , , + 2

(君) ]一丫: , 。 + : (占)

一 2舀
即

: , 。 十 : (雪)

d雪

+ 。; (: )‘; , ,

(:

小一
。

{
d 么占

: , ,

(占)

d梦
一雪[占

: , 。 + 2

(省)一乙, , , 十 2

(占)〕一 , : , 。 + 2 (君)

一 2 : 如
‘

丫
‘, + 。2 (: ,‘2 , ·

(‘,

}
。

一
0

{
d Z , : , 。

(雪)

d梦
一雪〔丫; , 。 十 : (睿)一 , : , , 十 2 (雪)〕+ 2

d占: , 。

(雪)

d雪

+ 。; (: ) , 1 , ·

(: )

}
。

一
0

+ 。2

(: ) : 2 , ·

(‘,

}
;

一
”

乙�co兄�

郭
d Z, : , 。

(君)
d梦

一君[ , : , 。 十 2 (雪)一 , : , , 十 2
(雪) 〕+ 2

由上式得
:

黑 f d Z , 。

么i碑
L“‘

, ·
( “’+ “ , , ” 戈“’」一L, ‘’ ” ‘ 2 气‘’十 y Z ’ ” ‘“、“’」

〔:
: , , * 2 ( : ) + : 2 , 。 十 2 ( : ) : + 9 1 ( : )‘

1 , ,

( : ) + 。
2 ( : )“

2 , ·

( : )
}
。

一
。

子了里
_

篇L心
“

〔: ; , 。

( : ) + : : , ,

( : ) 〕+ 2
一

矗
一

[占, , ,

(君) + 占:
, 。

(省) ] + 夕: (雪) 丫; , ,

(君)

( 3
.

1 0 )

d
一

叱
�
广�0自

一
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+ 。: (: ) : 2 , ·
(“,

}
。

一
” !

由式 (3
.

9 )和(3
.

1 0 )
,

得
:

、lweseseeeeeeeee||,eeeewe|了.............,丫一
, 2 ” + 1

y : , 。

(省)

6 , , 。

(雪)

(君)= , : , : ” + , (君) = 占; , : 。 十 : (三)== 占: , : , 十 ,

(右)二 0

“ 夕
2 , 。(妇= 0

甘: , :

(舀)=

占: , 。(舀)

丫2 , : (占)

= 1

I f考 1

= 石 夕飞 ! 芍括 Lg 王(互) + 9 2叹g ) J口互
任材 9 J O

恻 g

占
, , : (占) =

1 d

一了
一

刁雪

一

〔: : , ’: (: ) + : 2 , :
(: )〕一季{I夕

:

(省) , , , : (雪) + 9 2

(君)夕
: , :

(占)〕d雪

十
牙

;

「
。、

(f) 一 2: 如护幼 一 2 : : , :

(: )1
‘ g L “ S J

。
2 , 2

(: )一 。
, , 。(: )一 玉[

。,

(: )一 2: 咖七里(占) 一 : , , , : (: )1
g L “ g J

丫, , : , + :
(占)=

I f考 1 (
4守 雪}

。

斌万飞g
‘(“’“‘

, 2 ·

(互’+ 9 2 (“, “2 , : ·
d 2

(互夕十 〕 不泛

“‘

占: , : ” (占)

. , 、 _

、
, ‘

.

1 「
+ “ , , 2 ” (互)」了

a 互+
砧

一

L
d

Z夕, , : ,

(占)

d扩
+ g ,

(舀)夕
, , : ,

(雪) + 2
d 占

, , : ,

(雪)

d君 l
(3

.

1 1 )

rleeL1�
仁‘5

一
‘、古产卜g? : , : ” + 2

(舀) 二 , ,

一 2 月 + 2

d
Z? ; , : 。 (君)

d占
“

+ “
1
“ , :

1 , 2 · (‘) + 2 哪
1

菇
‘三,

〕

〔丫
; , : 。 十 : (雪) + 丫

: , : 。 十:
( 占)〕一 忍

一

(
‘〔。

:
( : ) : 、

, : 。 十 : ( : )

任 J O

d心,1月任

乙、
, : , * : (占)= 一

1 「
十 g “‘g , y“

, 2 ” + , 气互, j “当+ 一 2君
一

L
d 么占, , : ”

(占)

d梦
+ g ;

(雪)占:
, : 。

(雪)

一 2雪
d , , , 。。十 :

(雪)

d占
一 : 1 , 2 。十 2 ( : )

」
厂l
.

Les,土‘自
占

: , : , 十 2
(占) = J , , : 。十 。

( 占) 一
d Z

d
, , : ,

(省)
d梦

+ 夕,

(占)乙: , : 。
(占)

一 2雪
d , : , : 。十 : (叠)

d君
一 : , , 2 。十 : ( : )

}
利用以下关系

:

赶 z*(
一

警
一

绷
一 。斌

巾
一

, (粉 )
一 2

每
一

z,( 粉)〕

Z
一

, (警
一

约

( 3
.

12 )

式中

是 (一 2 / 3) 阶 B es sel 函数
.

将式( 3
.

12 )代入式 ( 3
.

6 )
,

得式 ( 3
.

1) 的一致有效渐近解是
:



关于具有大参数 护/ 凡lh 的 r > 0 等厚圆环薄壳轴对称问题的二次渐近解 3 7 1

。一 R ·

{
岔

;

、 :
!
。

I

H
抓

一

价
, )

+ 。、 : : 1

暇(
一

警
一

期
+ 岔

:

。 [
。,

臂(粤约
+ 、、、暇(势,小

“一

臀Im 王。
:

。〔
‘:

H抓等内
+ ,

、
人 H联粤期

+ 岔、中
2

畔(粤约
+ 。、、人暇(粤期王

(3
.

1 3 )

式中
暇(粤内

和

暇(
一

朴勺
分别是第一种和第二种的 (一 2 / 3) 阶 H a n k el 函数

.

四
、

特 解

在工程上
,

最常见的载荷是均布法向载荷 P
,

g 刀= Ps in 甲 + 户r o Z , g ; = 一P e o s甲
,

犷朴 =

轴向外加集中力 尸和离心力
,

即
:

尸

2 汀r 朴 (4
.

1 )

式中
: p 是单位圆环壳的中面面积的壳体质量

; 。 是圆环壳的旋转角速度
.

在以上载荷作用下
,

我们有
:

日。 澎 舀3 r Z
hs in Z切

E

P a Z

了‘丝望
_

仁_
二

L Z a L l + a S in 甲

一, , ( ,

一
* : ) +

牛〕
, lesesl门eslJ

c o s甲

ZR
。

(1 + a s in 甲)

一 (。+ v )
(

C o t甲

R
o

s in 切
+ a

瓜一

脚膺黔
1少

!

「少
L 兀

尸

一P (r 关么一R 孟)

一 p (r 苦 2
一 R 言)

)
2

一{
(4一

首先
,

对下式求特解
:

d
Z

H

d梦
+ g :

(豹刀 I = 一 E 几孟(日洁一 0 . )

(4
.

3 )

墨
, 一 十 9 2

( : )“ !

一誉
“‘“ !‘ {

将 日。 展为 雪的幕级数
:

E ~

动f 卿”== e : , 。
+ 兄

e : , 。

君
”

(4
.

4 )

式中
: ·: , 。

一

命
(* ”)‘

[晋一器
(

一
R

Z

)+ ·

孟
一‘3 + ·

, p 。叨〕
由于 凡

。

是一个大参数且有 g : (豹 = O (1) 和 9 2

(韵 = O (1 )
,

那末式 (4
.

3) 的比较方程是
:

鲁一。 : (“! : 一。. )
,

墨
L 一

譬
“:‘1 :

(4
.

5 )

式 (4
.

5) 可以合拼成一个方程
,

即
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嘿
、 + 。

呀
U g 2刀

2
E 拼2

日。 (4
.

6 )

式中
: 矛

; 二 E
。

= ” 十 ’

动沙 二 澎 一 1

将式 (4
.

4) 代入上式
,

得
:

笔
一

l + 。
‘

穿
! 一

以一
+

又
e ; , 。

雪
”

) (4
.

7 )

式中
:

乙
e , , 。

占

_ .

E ~
‘’

= ’ 2产 廿。 一“, , 。

分别对式 (4
.

7) 的右边每一项
e : , 。

护 求特解
.

因为

兄
e , , 。

蚕卜
‘

在 雪= O 是可微的
,

故式 (4
.

7) 有 以下特解
:

牙 , 一 T !‘。‘“, +

鲁(命
E 日。

一
: , 。

)+ 乙 b
,

(豹拼
一”

(4
.

8 )

式中
:

b
。

(豹是 占的待定函数

和 犷
,

(。苍: )二。香e : , 。: (。)
,

祥
。若:

T (功是由下式决定的 L o m m e l函数
:

d
Z
T (冲)

d 刀
么

+ 刀T (刀)二 1

在本文中
,

以下式作为式(4
.

3) 的一次渐近特解
,

即
:

H ,
‘一 R ·

[
T ! ‘。, “, +

含(
一

奋
E ”。一

, 。

)}
。 ,

1 一

李
。

卜
(

内
+

省汤
一

“氏一
: , 。

)〕} (4
.

9 )

本文将它展为 “的负次幂级数
,

以下式来表示
:

、...,‘...夕

, ..皿.J

侧 一“·

〔
“氏 (

办
+ : :

-
才二 ,

.

香
; 、

切 J l ‘户 5 2 」_
才 . 1

一

—
一一一 劝妞

一
~

】
~ ‘J , l

a 百
一

」

。卜誉
。

沙
: (。

协
: , 一些

户
+ 、 : (4

.

1 0 )

式中
:

句
,

匀
,

讨
,

此 和 刀r
,

J 雪都是待定函数
:

封 = 兄句
, 。

(豹拼
一 ” ,

创二乙句
, 。

(劫拼
一 ”

讨 = 乙讨
, ,

(豹拼
一 ” ,

讨 = 乙此
, ”

(匀拌
一 ”

(4
.

1 1 )

�

!
l
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J r= E 刁犷
, 。

(豹拌
一 ’ ,

刁雪= 兄 J 竺
, ”

(t)
拼一 ”{

将式 (4
.

1 0 )代入式 (4
.

3 )
,

得
:

“

e{[登
一心 (“卜“: 卜脚卜丫摆

-

+ 。1
(: )“:
〕
丁

1

(

湘
+

}
_

令
一八 (:

卜
, : )十 2

留
+ 。;

(: )·:

博沙
+

[赛%
: (: )、 , 、。

、
+ ““

一
“全+ 2。“

一留
一 ‘

一

鑫
。2
。。

〕卜
。

‘m

任等
一八 (“: 一“: 卜脚 ; 一 2

八蓄
-

+ g :

(: )。〕
犷; (汽 ) +

{〔省梦
一、(:

卜
, : ) + 2

尝
十 9 2

(: ), :
}气梦

红 十

〔等
一

十g :
(: )、 : 十 。

么

:、 :

+ 拼“

一
“, + 2; “

一留
一

]卜
。

(4
.

1 2 )

令上式各个方括号中的项为零
,

得
:

一一拼褚(占全一占盆)一 拌知卜
2拼嗜 蓄

一 + gl( “,“’一”

(4
.

1 3 )

溯一毋松一谬

d
Z下犷

d占
“

一、(“: 一“:卜川
: : 一 2矿 :

留
十跳(: )“, 一 。

一、(: 卜 : , )十 2

留
十 gl (: ):

卜
。

有梦
一、(, : 一 : : ) + 2

警
+ * “ , : “一 0

刀任J.上月任了.、

、eel、reeee-\
八U

一一
和 R e

[
少万犷

d梦

+ 。1

(: )、 , + 。2

;
·

, : + 。2
一

, 。
“: + 2 0 2

一
, 。

蓄
一 ‘

, m 「少月
_

雪
一“一

L 叱
:

+ 。2
(: )。 : + 。2

:
·

, : + 。
2· ; , 。

。: + 2 0 2
一

, 。一

尝
一

卜
。

通�龟了、

、.........1

11
将式 ( 4

.

1 1) 代入式 ( 4
.

13 ) 中
,

由 拼 的同次幂系数为零
,

得
:

1 了 公E 八 、

刀犷
, 2 。 + ; (重) = 刁蓄

, 2 。 + ;
(占) = o ,

刀 r
, 。
(‘) = o ,

刁 ‘
, 。

“ , = 万气
一

幼
2 廿。一 “ , , 。

)

1
刀 f

, “, + 2 ‘互) = 一省
d

Z
刀雪

, : . 。

(占)

d扩
+ g :

(叠)刀雪
, : 。

(占)

+ e , , 。
占雪

, : , 十 2 (占) + Z e : , 。
d此

d盆

, 2 。 (雪)
-

J右
1 5 )
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1
刀 ;

, , ” + “‘互) == 一百 气犷业
一

+ gl( ‘,“’
, 2 ·‘“,

门l..J、产一卜g一
师
‘之州

一‘

以+ e , , 。
占犷

, : ” 十: (君)+ Z e : , 。
d 下 (占)

d占

和 封
, 。

(占) = 占全
, 。

(雪)= z ,

占犷
, : 。 + : (君)= 己雪

, : , + , (君)= , 犷
, 2 二 十 ,

(雪)= , ;
, 2 。 + : (占)= 0

护犷
, 。

(舀)= 夕雪
, 。

(舀)= o
,

, 犷= 丫, , y卜 , 2 ,

占卜占; + c : ,

占卜占
:

+ 。 :

式中
c : 和 几 是待定常数

.

为了使刁盆和刁盆在雪= o 有效
,

我们令
:

}
“

·

‘6 ,

互

、声月了
Jl山

左
一

月
r、

、

!
2...少

1 「
O ‘

, , . + “‘”) = 一瓦丁万
‘

L
少刀雪

, : ”(韵

心
“

红 + 。, (: )“ :
, 2·

(: ) + 2一尸些诸鳖〕
: . 。

+ 。2 (: )“ :
, 2 · (: )+ 2一

,

尸丝谴遨〕
寸. 。

由式 (4
.

1 7) 来决定常数
c : 和 C : .

现在再对下式求特解
:

d
Z

刀
,

.

。

~ 一
, ,

八
。

d
Z
日

百
. , ‘ 、

八 4口
4 , 。 ,

一
,

_
~

铸
旦一 + 从 (豹刀 ,

一
E “;氏氛

一

毛乒七 + 决‘豹氏 一

汾
鱿 (H , 雪一刀· ) ‘4

·

“ )

用相似方法
,

不难求得式 (4
.

1 8) 的特解
.

那末式 (2
.

10) 的特解由以上二个特解叠加而得
:

H , 二汀亨+ H 炙
,

印 = 日亨+ 口盆 (4
.

19 )

五
、

边 缘 问 题

当边缘远离圆环壳顶点时
,

即当 口(叻 二 O (1) 时
,

我们 以 式 (2
.

8) 作为 R 。
/a 二 O (1 )

,

; > 0 等厚圆环薄壳力矩理论轴对称边缘问题的基本方程
.

下面给出齐次解
.

式 (2
.

8) 的齐次方程是
:

护
一

+ 〔众叻 + , 〕厅, = 一E 几孟巨: ,少万
: d

么

百

d夕 舔
上

一

+ 〔橄 切, 一
,

画
4刀

4

E
此汀

:
(5

.

1 )

由于式 (5
.

1) 也包含大参数 此 和 口(叻 = O (1)
,

故我们也有比较方程
:

d
么
I

,
一

。 。 。

d
2

8
,

云
二一 = 一 乙几霖口

: 。

一
、 一

; 一 =
口夕

“ “ ‘

口g
“

4刀
4 。 , 二

一

左
‘ 洲 : (5

.

2 )

上式有解
:

E
。

U ‘= 了‘+ ’

沪
~

口‘== “X p L士拼, 」 (5
.

3 )

那末
,

式中
:

式 (5
.

1) 的一次渐近解是
:

汀卜 R e [亡
: e x p〔一 (z + ‘)刀夕] + 口

: e x p〔一 (z + i邓夕
: 〕〕

二
, 2刀

2 , _ r

月
_ _ _ : , , , , 、 。 _ , ,

声
_ _ _ _ r

口 云= 一E
一 工“‘L O I七盖P L一 、土 宁 ’夕尸 , J个 . 2匕盖 p L一 、1 一 ’, 尸歹I J J

(5
.

4 )

, 一 「
‘

/
一

11亘夔二d 。
.

,
,

= 介
‘

/
J甲汾 v l + a s ln 甲

’ ‘ 一 ‘

J
甲 v

5 1 11 切

1 + a s in 甲
d 甲

悔 是环壳下边界处的 甲 值
。

将式 (5
.

1) 的解也展为 “的负次幂级数
:
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“
1
一 “·

(气 eU
I

+ 叭
, ·

瓮勺
,

百!一

丫
‘m

(气一
+ 入

,

f

霭
‘

一

) (5
.

5 )

式中
:

占, , .

= 乙 占
l , . 。 , )拼

一 , ,

占
2 , 。

= 乙占
: , 。。

(g )拼
一 “

甘: , 。
= 乙

(5
.

6 )

y ; , 。。

(夕)拼
一 ” ,

, 2 , 。
= 兄 v : , 。。

(, )拼
一 “

将式 (5
.

5) 代入式(5
.

1) 中得
:

r
。

d d
, , 。 ,

d
么, 1 , 。

凡乙
~

一一飞
-

一1~
一马

,

L a 夕 a g
-

一、(: 1 ,

一 , 2 , ·
) + 〔“(, )+ · :: 1 , ·

}
U

l

_

f d
Z
占

, 。 。 。 。 、
.

,

~
十嘴一不饭

-

一拼
“

(0 1 , 。
一 0 2 , 。 ) + LOJL沪) + v 」0 1 , e

一艺拼
-

气 “沙

(5
.

7 )
d占

:

d y

「
_

d o
弓2

—L (J

.

d
Zv Z

宁 一一飞甫护
一少‘,

2 ,

一 : : , .

) + 〔“(, )一 :v Z , ·

}
U

l

d
Z

d
: , ‘

匆
“
一拼

2
(占: , 。

一己; , 。

) + [口(沪)一 v 〕d : , 。
一 2拼

户

l、t
+

将式 (5
.

6) 代入式 (5
.

7) 中
,

由 U ; 和 d U
I

/ d , 的系数分别为零
,

得
:

氯{
2 d占一

, 。 , 。

(夕)

d y

+ 竺红澎
‘梦) 一〔, ! ,

一
‘。, 一 : 2 ,

一
‘州

+ 〔“‘* ) + ·〕: 1 , · , ·

(。)

}
。

一
。

补
d占

: , 。 , 。

(梦)

d夕

d
Z , : , 。 , 二

(, )

d g “
一〔下

: , 。 , 。 十 2 (g )一y ; , 。 , 。 十 : (g )〕

+ 〔。(* )一〕,
: , · , ·

(。)
}
。

一
0

(5
.

8 )

g0{
d

Z
d l , 。 , ,

d夕么
(梦工一 [。1 , 。 , , * : (。)一。: , 。 , 。 + :

(。)〕+ 〔口(甲 )

n
.

一一
”�

拼
、,.J+ , 」d

, , 。 , 。

(。) 一 2亘地
二 , , 。 十 2

(夕)
d g

导了
么 又

d Z d Z , 。 , 。 (夕)

d 夕
2

一〔乙
。, 。 , , * 2 (梦) 一占, , 。 , , * :

(梦)〕+ 〔口 (切 )

0
�

一一
份一

拼

、

trJ
一 v 〕占

2 , 。 , 。 (夕) 一 2

由式 ( 5
.

8) 得
:

d 甘
2 , 。 , , * : ( g )

d g

? 1 , 。 , : ” 十 l
( , )二 ? 2 , 。 , 2 , 十 ,

( , ) = d
l , 。 , : , 十 1 (夕)二 d : , 。 , 2 , 十 1 ( g ) = 0

? , , 。 , 。

( 夕) = , 2 , 。 , 。

( , ) = 0
,

占
, , 。 , 。

( 夕)二占2 , 。 , o (夕) = 1

I f, 。
,

护; ,

一 2‘“’一 , : ,

一 :
‘“’一么{ 口‘

职 ,““ } ( 5
.

9 )
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六
、

二 次 渐 近 解

在 L 。
托

一K ir c h h of f薄壳理论假定下
,

推导求得的等厚圆环薄壳方程 (2
.

8) 和 (2
.

10 )
,

它们本身就包含着一定误差
.

作为本文的一次渐近 解
,

张维和 Cl ar k
,

H oB
。、二Jlo

B
给出的

渐近解
,

它们的误差都是 }拼
一 ‘

I阶数量级的
.

现在让我们研究 雪, o 的情 况
,

当 雪= 0 时
,

有

9 1(0 )= 珑(0 )
1 1 2 9 a 2

= 1 4
一一 1 压万天盖

如果在式 (2
.

10 )中略去 g : (妇 和 夕2

(豹 这二项
,

而给出的解即上述的近似解
,

在圆环壳雪= 0

及其附近
,

就会有更大误差
。

在 L o
ye

一K ir c h h of f假定上的薄壳理论
,

对式 (2
.

1 0) 来讲
,

如果给出 具有 !拼
一 “

}阶数量

级相对误差的渐近解
,

那末它的误差是在 L ov
e 一K ir c h hof f薄壳理论所允许误 差 范 围 之内

的
。

本文给出的二次渐近解的误差是 }拼
一 “

,阶数量级的
.

它是
:

“ ! +

儡
。 ! 一 斌

一

抓
亡

1

火
)

(邻
, )

+

华
一

暇(粉
, )」

+ 亡
2

吟
’

(警
一

内
+

架
一

嘿(半期}+--1(
‘

命氏一
: , 。

)
十 : : 、;

与 十

黑尸 S

dT
: (户妇

d( 砖妇

十

奢
(瓜一

, + 丁2 ‘; 香‘,

b (君)
十二藩落

公汤 5

dT
Z (户豹

d( 户妇
(6

.

1 )

、

一
, , 。 、

5 I f, 。
,

式甲
’ ““少= 万乏亏十百J

。。才‘甲)“y

1

和 。: , 。
一
去〔杂

一

)
‘

「仁一
, (: , 2

一 R ; )1
,

T
:

(户: )一。号e Z , 。
: (。)

‘ 、 , ‘ 1 L J ‘ J

对

我们有
:

( 1 )

;
一

!:
。(, )J。

命铆 且 喊‘燕

拣
“‘* ,“一谕

, - 5澎 2

2 4 0 0s ghsi nsw了
1十兴

一

井一 1、si
n

,
乙 \ J、O /

.

澎 2 / 5

十
一

—
一

4 \ 4

十
一

昌
一

卜(to, 价
二

黔 )
o,1

CRi
Od一

,
- 一 一

』ot 势一
- 一

一
双 2 (

补
+

一

杏(玄一 ‘

)
S‘。

了

梦
了‘吸、

3
F

、龟.广
2
.‘n

aR十 5

扩川
,

,

一 1
,

了
1一 a / R

2

。
一

)
+

宝(
5 一 1

喊
a / R

。
一 1

2

丫
1 一 a

/ R
。

2 )
十、 2

1
。

川
,

,

一

;
,

护
一

黔) (6
.

2 )
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式中
:

和 F代⋯

, 一 甲
或砷

,

一

夸丫互三寥玉)
一

砷
,

产刁压)〕

‘-

一
’‘一香(晋

一 ,

)
)

,

尸
3

(..
·

)分别是第一种和第三种椭圆积分
:

F l
“

,

“, 一

l
护 d沪
。

创
一

1二k
Z s i五

么

功
’

F
3

“
,

阴
,

“, 一

{
, d势
。

(1 + m s in 么

劝)V
一

I二而
恋弓压

么

证

( 2 ) 会
< ‘且碱喊

2‘
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对远离圆环壳的顶点时的边缘 问题
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4) 的误差也是 }拼
一 “

1阶数量级的
,

它的误差也是在 L ov e 一K i r c hhof f 假

定的薄壳理论允许误差范围之内
。
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