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摘 要

我们研究伴有边界摄动的向量边值问题
:
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维向量函数和
。 ,

拼是两个正的小参数
.

虽然纯量边值问题曾有

人研究过
,

但这样的向量边值问题尚未被研究
.

在适当的假设下
,

利用微分不等式方法
,

我们找

到向量边值问题的一个解和获得一致有效的渐近展开式
.
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我们考虑伴有边界摄动的向量四阶非线性微分方程边值问题
:
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在这篇文章里
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我们使用微 分不等

式方法来讨论这个向量边值问题
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一 。一 : , 。(0 )一 乙夕二军

, 。一 , (0 )/ j ! (2
.

2 8 a )

”盖一“’一 “;
, ·

一
“
;

一
‘“’一

石
“:写

, , 一

“‘’/‘, (2
.

2 8 b )

d
Z“ ;

_ 。 , ‘
(0 )

d tZ
二 A盖

, : 一 。 , 。 一云 。二
一 。 , 。一 , (0 ) / j

j一 0

(2
.

2 9 )

d Z口 ;
_ 。 , 。(0 )

d T Z
二 B孟

, : 一 , , k
一 万 夕立

j写 0

、 一 , (1 )/]’ ! (2
.

3 0 )

其中若出现负的下标的字母一律取为零且略去高阶小量
.

从方程 (2
.

1 3) 和边界条 件 (2
.

2 8a )

(2
.

28 b) (在适当的假设下
,

其解的存在性的证明可仿照文〔5」进行 ) 和 方程(2
.

1 9 )
、

(2
.

2 5)
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以及初始条件(2
.

2 9 )
,

(2
.

3 0 ) 可逐次得到 v二
一 , , , (x )

, “
二
一 , , , (t)和 v

二
一 , , . (丁)

,

其中
u
二
一气 , (t)

和 弓
一 , , , (: )也满足条件

〔” :

d 了u
二
一 , , 。(t)

d t了

d 了v ;
_ 。 , , (f )

d r 4

= O (e x p [一 m ‘(1 一占
。 一。 , 。)t〕)

二 O (e x p [ 一 m . (1 一 a a 一 , , , ):
〕)

(t
, 了》 i

,

九== 0
,

1
,

⋯
,

s ; s二 1
,

2
,

⋯
,

m , j= 0
,

1
,

2 )

其 中此
一 , , . 和 弓

一 , , 。 是任意小的正常量
·

将上面确定 的此
一 , , , , u

二
一 a , 。 和 v

二
一 , , , (吞= o

,

1
,

⋯
, S ; S = o

,

1
,

⋯
,

m )逐次代入 (2
.

1 )
,

(2
.

15 )
,

(2
.

21 )和 (2
.

2 0) 且用伸展变量代替 x ,

我们得到形式渐近展 开 式 的前 m 项的的和

f二
,

它是问题 (1
.

1) ~ (1
.

3) 的解叭二
, 。 ,

川的第 i个分量
:

夕二= 乙 兄
8 . 0 七 . 0 {

。‘一
,· ‘X , + 一

〔
·
“一

, ,

(述讲)
+

一 (上髻卫)J蛋一
; ·

三
、

余 项 估 计

现在我们证明在适 当的条件下原问题 (1
.

1) ~ (1
.

3) 有一个解叭二
, 。,

川〔C(
‘, ,

它 可用下

面的一致有效展开式来表示
:

, , (·
, · ,

。)一 夕: + R , 一

卖息{
。“一

, · ‘·, + 一

[

1 1 一封一 X 、〕、
_ _

“
~

:

十 口二一
今l

一一一下
—

, !全己
。 一 , 拼

,

十 八i
、 ‘ , J ,

·
‘一

, ·

(
些尹)

(拼簇劣簇 1 一拼) (3
.

1 )

因此
,

少
“

(%
, 。,

川 = 夕盖
“

+ 兄 =户丢[
·“竺一

’
J

: 。
;

_ , , ,

(
、

兰二些、
(二 )+

—
一未一

一

兰一兰二
a 了-

那。 : 1 1 一拼一 x 、
,

幼 “ s 一 奋 告 !

—
一 刀 l

+
一一

二
余二

二
一

二扮
一

, +R 要 (喊碱
‘一刃 ‘“

·

“,

这里 R 孟和 R 孟是余项
,

满足

R ;一 O

(乙
。, + ’一 ’拼8

)
(; 、二、‘一 。

, ”簇
“ , ; 《‘

,

‘一‘
, 2 ,

下面的引理是文〔6」中定理 5 的一种常见的特殊情况 (也可看【7〕)
.

引理 1 我们考虑一个 向量非线性微分方程边值问题
:

夕了= f
: (x

,

v , ,

, z

)
, v : (0 )= 姓

1 ,

夕1 (i )= B

(0 < x < 1 )
,

g叮== f
:
(二

,

g : ,

g : )
,

彗:

(o)= A
Z , g : (i )= B : ,

如果有满足下列条件的函数 a ; (二 )
,

刀; (x )〔C ‘么’[ 0
,

i」 (j二 1
,

2 ; i二 1
,

2
,

⋯
,

阴)
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a ; (o)( A {( 刀}(o)
, a {(1 )《 B }《刀{(1 ) (j二 1

时
“

(幻 > 月(二
,

叭
,

⋯
,

武 (幼
,

⋯
,

衅
,

眺
,

⋯
,

呢 )

刀{
“

(, )( f{(二
,

g里
,

⋯
,

刀{(x )
,

⋯
,

vr
,

9 1
,

⋯
,

g全)

a 孟
“

(二)》f轰(x
,

9 1
,

⋯
,

g 了
,

y孟
,

⋯
,

a盖(二 )
,

⋯
,

夕登)

斑
“

(幻( 几(二
,

川
,

⋯
,

衅
,

贝
,

⋯
,

斑(劝
,

⋯
,

此 )

和乃(二
,

夕, ,

夕: )〔C ‘” (D )
,

其中

D 二笼0( x 簇 1
,

a 二(, )簇 g二( 刀二(二 )
,

j== i
,

2 }

则原来的问题可通过满足下列条件
a二(x )《g 二(二 )( 刀;(二 ) (o( x ( 1 ,

j二 1
,

2 )

的一对函数 v : (二)
, 夕2

(二)〔C ‘2 , [ 0
,

1〕解得
.

利用上述引理 1 ,

我们能够证明下列定理
:

定理 1 假设

,

2 ; f= 1
,

2
,

⋯
, ”)

了O

宁< ‘
.

一 、

火 呢 (戈)( 珑簇姚 (劣) ,

(二)簇夕{簇刀l(二 )

(”咚
“< ‘

、 住 ; (劣) (

1
.

退化问题 (2
.

2 )一 (2
.

3 )有一 个 解 梦。
, 。

(x )= ( , 合
, 。

(‘)
,

⋯
,

g孟
, 。

(‘)
,

⋯
,

。岔
, 。

(x ))〔

C “ , [”
,

‘」使 得 f
‘(“

,

”。 ;
, 。 ,

”
条:l

。 ,

”
,

”)一 0
,

”态
, 。

(“) 一 A {(”
,

“)
,

“言
, 。

(‘)二 B {(o
,

“) ;

2
.

f
‘(

,

g
,

夕“ , 。 ,

“)〔C (“ + ‘, (D ‘) ;

3
.

几
, ·

》m ‘,

(“
,

。
,

。l, , “ ,

。)〔D
‘,

其中
n “(‘= 1

,

⋯
, n )是 n

个正常数
;

4
.

A , (。
,

井)
,

B , (: ,

拼)〔C (‘ + ‘) (〔o
, 。 ,

〕X 〔o
,

“, 〕) (j= i
,

2 )
,

则边值 I’ul 题 (一 i )~ (1
.

5 )

有一个解 夕‘(,
, 。 ,

拼)〔C (4 , (「拼
,

i 一拼〕X 〔0
, 。。〕X 〔o

,

那。」)
,

它可用一致有效渐近展开式 (3
.

1 )来

表示和它在 “( 二( 1 一召 上的二阶导数可用 (3
.

2) 表示
,

其中
。。, 户。是两个正的小常数

.

证明 设 少
“
= 矛

,

于是原来的问题(1
.

1) ~ (1
.

3) 的第 ‘个分量成为下列的边问题值
:

g ‘I,
= : ‘ (3

.

3 )

, ‘(拼
,

。
,

拼) = A {(。
,

拼)
, , ‘(1 一拼

, 。 ,

“)= B 更(
。 ,

拼) (3
.

4 )

。2 2 ‘11
= f

‘(二
,

夕, ,

⋯
,

g ‘,

⋯
,

夕” , : , ,

⋯
, z ‘ ,

⋯
, “” , s ,

拼) (3
.

5 )

z ‘(拜
, 。 ,

# )= A 孟(
。 ,

拼)
, : ‘(1一拼

, 。 ,

拼)= B ; (。
,

拼) (3
.

6 )

现在我们构造 a }(二
, 。 ,

拼)和 刀l(二
, : ,

拼)如下
:

时 (x
, : ,

川 = 九 (二
, 。 ,

川 一 : , (翼
。。 · ’

一 拼·

)
、a ‘

。0 5〔(‘。/ m ‘)
‘, 2

(x 一。)〕

一 1 + a 盖
。0 5〔(l‘/ m ‘

)
‘2 2

(1 一拼一二 )卜 1 } (3
.

7 )

刀f(二
, 。 ,

拼)= 犷众(二
, 。 ,

拼) + : 。
竺上1

_

、

么
“‘ ’ ‘一’“’

)‘
J ‘c o s〔‘: / m ‘’““‘一“’」

一 1 + a ;
e o s [ (l‘/ m ‘)“

2

(1 一拼一二 )卜 i } (3
.

8 )

1
曰、.产

拼一
X

了.、2l
‘

,
产

阴
/了

f.�
了、一

l
‘

C O S

-

t曰l

J
f、
‘

、,
z

8

拼
口一+价己

+一.仁仍r、‘r

a ; ( x
, 。,

拼)二犷孟
“

( x
, 。 , : ) 一 (l‘r ‘/ m

。)

+ a 二c o s [ ( l‘/ 。
‘) “ 2

( 1 一科一% ) 〕} ( 3
.

9 )

口孟( 劣
, : ,

拼) 二犷燕
“ (二

。 ,

。, + “‘一/ 优
‘,

(买一
‘ ’

一“
‘

)‘
a
宝e o s〔( l‘/ m

‘) ’/ 2 (二一拼)〕
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+ a 二e o s〔(l‘/ m 。)
‘’2

(i一 拌一 二) 3} (3
.

1 0 )

其中 。‘是一个足够大的正常数
,

将在稍后选定
;
或

,

叫 是正的常数
,

使得
a 孟e o s [ (l‘加

‘)“
么

(x 一拼) ]> i

和 a 鉴
e o s [ (I‘/ 。

‘)
’, ,

(1 一 拼一二 )〕) 1 (召《 x 《 1 一拼)

和 }此
.

1( l‘
,

(x
,

,
,

酬
, 。 ,

川 〔D ‘,

为 了不使下面表达式含糊 起见

m ‘
使得“

‘

/ 济
‘)

’‘“

< 可2 ,

然后我们再指出对于一般的 l‘
,

m ‘的证明

从 (3
.

7 )~ (3
.

8 )
,

(2
.

2 4 )~ (2
.

3 0 )
,

易见

a {(二
, 。 ,

拜)〔C ‘忿, 仁拼
,

1 一 拼」c C ‘2 , 仁。
,

1〕 (j二 1
,

2 )

刀}(二
, : ,

拜)〔C ‘么, [拼
,

i 一拼〕〔C ‘2 , 10
,

1〕 (j二 z
,

2 )

我们先限 制正常数 儿

且 从 可
,

玛和 犷扒x
, 。 ,

川 的结构
,

对于充分小的正数
: , , 拼; 和足够大的

r
言> 0,

8 , ,

o < “< 拼, , r ‘> r
否时

,

我们能够得到不等式

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

当 0 < ￡<

a二(拼
, 。 ,

拼)( A ;(
。 ,

拼)( 刀二(拼
, 。 ,

拼) (j== 1

a乡(1 一拼
, 。,

召)簇 B乡(
。,

拼)《刀乡(1 一拼
, 。,

拼)

a {
“

> : ‘ (a孟(二
, 。 ,

拼)簇
: ‘

( 刀孟(二
, 。 ,

拼))

刀{
“

《
z ‘ (a盖(二

, 。 ,

拜)(
: ‘
《刀盆(x

, 。 ,

召) )

因 为 此
一 , , 。 (x )

, u

二
一 , , 。 (t)和 v

尝
一 , , , (T )满足 (2

.

并考虑 到 妹
一 、(劝和 , 盆(劝是有界的

,

我们容易得到

,

2 ) (3
.

1 3 )

(j== 1
,

2 ) (3
.

1 4 )

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6 )

1 3 )
,

(2
.

1 8 )
,

(2
.

1 9 )
,

(2
.

2 4 )和(2
.

2 5 )
,

f
‘(‘

,

。: ;
,

”今:
, , “ ,

”)一 f‘
“ ,

”。;
, 。 ,

”艺: !
。 ,

”
,

”)

+

卖丢!‘:
“

‘一 。夕;
,
。 ,

。荟; :
。 ,

”
,

”,““竺
, , · + ‘“

:

‘一 “。;
, 。 ,

””; :
。 ,

”
,

“’·‘一

+ “
“一

, · ‘x , 一 。“军一
, , 十。“火一

, ·

」
。

一。·

+

〔,二
·

(。
,

。。;
,
。 ,

。:; :
。 + 。1 。

: :
。 , ,

。
,

。)

鄂
, 。
一

华
,

一

+

争」

+

鑫熏l‘:
, ·

(。
1

。, ;
,
。 ,

。: ;:
。 十 。

;:
。 , ,

。
,

。)

嘿。少
+ 。:

一 , , 。(,
卜当、

, ·

十丝i书犷
些

〕一
。·+

[,二
·

(1
,

, 。;
,
。 ,

。: ;
, 。 + 。

;:
。 , ,

+ 。: 。
: :

。, 二 ,

。
,

。)

争
一争

,

, 十

今
、
。

]
+

户感!‘:
; :

。

(‘
,

。。;
, 。 ,

。: ; :
。 · 。

;:
。 , ‘

一
2 。

;:
。, 二,

。
·

0 )
一

隽笋
, “

十 。:
一 : , , (·卜今

七” + 兰努
一

门一
; 、+ 。

(翼
￡二

一
。·

)

一 : :
4 )

(·
, · ,

。 )+ O

(剪一
‘
一。

·

)
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因此
,

存在 占‘) 0
, 。: > o

, “: > 0
,

使得不等式

““一 “了\
,

“: 犷
,

一
,一夕“

‘’‘
一

。, ‘《‘
·

[骂一
; ·

〕 (3
.

1 7 )

对于 0 < 。
《几

,
O< 拼《拼:

成立
.

从中值定理
,

我们有

f
‘(“

,

,
,

。
二:

,
‘

,

; )一f
‘(x

,

y , ;
,

“
氛一

“ ,

“)

+ f委
f

“
,

”, : 十。(, ‘一 : : 〕
,

”

今
;

, ‘,

“) (”‘一夕盆,

+ f二
‘·

(x
,

“
,

”

导
; 、。‘(a ; 一 ? 犷)

, “·

; ) ‘a盆一夕梦, ( 0 < 0
3 ,

0
一

< 1 ) (3
.

1 8 )

f
‘(二

,

夕
,

夕 。、, : ,

召)= f
‘(x

,

夕二 ‘ ,

夕岌
、, , 。,

拼)
尸名 了 川 r 爪

+

小
,

,

气
十

碗
一

蜘
,

今
“ , ‘,

“)( “一

卿
+ 与 (x

,

夕
,

y巴
‘

Y
币

+ 买伊
: 一夕犷)

, ‘,

拌)(刀盔一 夕
‘”) (o ( 百

: ,

百
4 ( 1 ) (5

.

1 9 )

当 a {(x
, “ ,

; )( v‘( 刀l(‘
, ‘ ,

; )时
,

从(3
.

7 )
,

(3
.

8 ) 和 l弓
、

.( I‘
,

我们能够得到

!、
!

(⋯ ) (。‘一犷: ) .、一“(翼一
; ·

)
‘·‘一〔“‘m ‘

,
1 , 艺

‘

一
, ,一 ‘

+ a 二

和从 (3
.

1 7 )~ (3
.

1 9 )
,

e o s〔(l‘/ 形
‘)’

了z (1 一 “一 x ) 1一 1 }

我们有

f
‘(“

,

”
,

”二;
, “ ,

“)《
‘,
夕器

‘, + 占‘ )

f
‘(“

,

“
,

”
; ;

, “ ,

。))
“’
护盆

‘, 一 d。

(剪一
)
一 2一‘。

(翼一
。·

(翼
君。

一 )
+ 2一“

(翼一 )
于是我们得到

一 :一 ,
‘(·

,

,
,

。: ;
, · ,

拼)> (2一“一 “。)
(茸一

; ·

)
,

“,
斑

助
一f

‘(‘
,

。
,

。为;
, e ,

; )《 (占‘一 Z r ‘ I‘)
/ 竺土t 、

气妈
““ 十 ‘一 ‘召,

)
·

⋯
U

取
。。== m in

王
。; , 。: , 。3

}
, 拼。== m in {群; ,

拼: ,

拼3 }和 r ‘二 m a x {r考
,

占‘/ 2 1‘}
,

我们有
。‘a老

护

) f
‘(x

,

。
,

。艺;
, “ ,

“)

‘“

风
“

( f
‘(‘

,

。
,

v
跳

, “ ,

。)

(3
.

2 0 )

(3
.

2 1 )

(a 全(x
, 。 ,

料)簇夕‘簇刀贾(x
, 。 ,

# )
,

拼< 戈< 1 一拼
,

0 < 。
(

。。 ,

0 < 拼簇俘。)
.

从关系式(3
.

1 1 )~ (3
.

1 6 )
,

(3
,

2 0 )和 (3
.

2 1 )
,

利用引理 1 ,

对于边值问题 (3
.

3 )~ (3
.

6 )
,

我们得到一对函数 , ‘(%
, 。 ,

娜)
, : ‘(x , 。 ,

拼)〔C ‘2 ’(拼簇 x ( l一拜)
,

它满足不等式
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a ; (二
, 。 ,

“)《 g ‘(劣
, 。 ,

拼)( 刀鉴(
二 , 。 ,

拜) (拼( 劣《 1一 拼
,

0 < 。
《

。。, 0 < 拼( 拜。)

a 二(二
, 。 ,

拼)( : ‘(,
, 。 ,

拼)《月; (二
, 。,

户) (拼簇%簇 1 一拼
,

0 < 。簇 e 。,

0 < 拼( 户。)

从 (3
.

7 )~ (3
.

1 0 )
,

我们得到
”招 S

犷(、
, 。 ,

川 = 乙 乙
口 . 0 七一 D

I
v‘一

, 。(二) + 一 “

‘一
, ·

(
一

茎二兰)

+ 。Z v

:
一 。, 。

(1二“二乡)〕
。

一。· + O

忍

l 竺土少
.

、

气妈
““ 十 ‘一 ‘“,

)
,

月 . U

七

召
今�8巴

飞
刀.J

”后 S

六
“

, “ ,

川 二乙 乙

, , ;

了戈一封
a 一 u i 一 : ,

成
—

一
’ -

\ 己

_

。 ‘
了1 一“一劣 、

a 一 v : 一 ‘,

叭

——
一 ,

\ 己 I

十

‘

、..了一

口 一 0 舌一 0「
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